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MWorterbüger; über wiſeenſchaftliche Kenntiffe find, 
ungeachtet der ungünfigen gegen fie.oft gefaͤllten Utz 
theite, Dennoch fehr beliebt geblieben,, weil fie Denjes 
nigen, die eine genaue, zuſammenhangende Einficht in 
einem Sache ſich zu verfchaffen nicht Zeit oder, Fahig⸗ 
keit haben, ein bequemes Huͤlfsmittel ſind, ſich von 
einzelnen” Materien nach ihren Beduͤrfniſſen zu ‚unters 
richten... Dadurch ift ſelbſt in der, Mathematik, fo vor. 
züglich fie auch einer ſyſtematiſchen Behandlung fähig 
ift, die nach der Folge der Buchitaben zerftückte An, 
ordnung ihrer Lehren eine brauchbare Form des 
Bortrages , defto mehr, weil es im-diefer Wiſſen⸗ 
ſchaft ſchwieriger üft, über die. Anfangsgründe hinaus; 
zugehen, und aus den ausführlichern Werken einzel- 
ne Unterſuchungen berauszunehmen , ohne fie ganz zu 


% 


V Vorrede 


fiudieren, Die mathematifchen Lehren machen nicht 
eine Folge wie die Glieder einer Kette aus, fondern 
mehrere Ketten, die durch gemiffe Hauptglieder vers 
bunden find, Man Fann alſo einzelne Säge oder 
Eleine Spfteme von Kehrfägen techt gut abgefondert 
aufftellen, wenn man von, denjenigen allgemeinen 
Saͤtzen ausgeht, an welche fie ſich Fnüpfen, Das 
durch mird der Zufammenhang defto deutlicher, wel⸗ 
chen man in einem Spfiem erſt aufſuchen muß. Der 
ſyſtematiſche Vortrag muß oft Materien, welche dem 
Inhalte nach zufammen gehoͤren, trennen weil die 
Site, worauf Die ſchweretn unter ihnen beruhen, 
vorher erwieſen werden muͤſſen ehe ſie aufgeſtellt 
foerden koͤnnen. In den Artikeln eines Worterbuchs 


kann man hingegen unter eine Rubrik alles bringen, 


was dahin gehoͤrt, das ſchwerere wie das leichtere. 
Selbſt fuͤr Geuͤbte gewaͤhrt ein Woͤrterbuch mehr als 
eine Bequemlichkeit zum Gebrauch. 


Da ich hier die Vortheile der alphabetiſchen 
Anordnung aus einander ſetze, weil ich ein mathema⸗ 


tiſches Wörterbuch auszuarbeiten uͤbernonmen habe, 


fo will ich Doch dadurch dem ſyſtemaiſchen Vortrage 


Vorrede u 


nichts vergeben; . vielmehr empfehle ich dem Leſer 
die zerſtreuten, ſich auf einander beziehenden:: Artikel 
in einer -guten Ordnung zuſammen zu ftellen, wozu 
ih am Ende durch ein ſyſtematiſches Verzeichniß der 


vornehmſten Artikel behuͤlflich ſeyn werde. In dem 


Artikel‘, Analyſis als Wiſſenſchaft, habe ich. ſchon 
einen Abriß über den Inhalt der Analyſis endlichen 
Groͤßen mitgetheilt, nach welchem man ſich die dazu 
gehörigen Lehren aus. dem “Werke bekannt. machen 


mag. Sch werde, fo wie es in dieſem erften Theile 


gefchehen iſt, das zufammiengehörige immer in einen 


Artikel zu einander bringen, wenn auch dieſer dadurch 


faft zu einer. förmlichen Abhandlung erwachſen follte, 
werde. über Durch bequeme Abtheilungen: für die leichte 
Meberficht Des Ganzen ſorgen. 


| Die reine oder abftracte Mathematik habe ich 


von der angewandten 'gettennt, und ihr eine eigene 
Abtheitung; nach der alphabetiſchen Folge der zu ihr 
gehörigen Artikel, gewidmet. Diefes mar nöthig; 
damit der Leſer die theoretiſchen Säge, wovon bep 
der Anwendung Gebrauch gemacht wird, alle zur 
Sand. haͤtte. Es mäÄre zu unbequem aus vielen 


_ 


VI Vorrede 

Bänden die "Hüsfsfäge zuſammen zu. ſuchen. Auch 
wuͤrde mich: die Ausarbeitung fo vieler ungleichartigen 
Materien zu ermůdet und zerſtreut — 


Es ſcheint juträgtih, daß auch die rhoſſche on -· 
gewandte Mathematik von der technifchen getrennt 
werde, und jede eine beſondere Abtheilung erhalte, 
Ein allgemeines Regiſter der Artikel aus allen drey 
Abtheilungen wird jeden leicht nachweiſen. 


Dieſer erſte Theil iſt nicht fo weit fortgeruͤckt, 
ats ich es bey dem Anfange der Ausarbeitung erwar⸗ 
tete, Es find. aber in demfelben viele Materien zu- 
ſammen gekommen, die eine ausfuͤhrlichere Behand⸗ 
lung erforderten. Die literariſchen Nachrichten haben 
— auch — vielen Raum eingenommen. 


Dieſes Woerebuch ik zunaͤchſt für folce bes 
ſtimmt, die mit den erften Anfangsgruͤnden ſchon be: 
kannt ſind, und ihre Kenntniß uͤber dieſe hinaus er⸗ 
weitern wollen. Es ſoll ihnen mehr ·˖ leiſten, ‚als felbft 
ausführliche: mathematifche Lehrbücher, und wird da⸗ 
durch, ‚bey Dem.gegenmärtigen großen Reichthum der 


Borrede ı VI 
Mathemarik einen’ nicht geringen Unfäks: erhalten. 
Bloß die Säge und die Aufloͤſungen der Aufgaben 
hinzuftellen, und megen der Gründe auf andere Schrif⸗ 
ten zu verweiſen, waͤre fuͤt diejenigen Leſer, die dieſe 
Schriften nicht zur Hand hätten, ſehr unbefriedigend. 
Mathemarifche Beweiſe laſſen fich nicht fo. leicht nach» 
ſchlagen und verftehen, als Eitate in hiftorifhen und 
philologiſchen Schriften, Auf die gute Form der 
Beweiſe, welche ich mir immer ſehr habe angelegen 
ſeyn laſſen, kommt auch viel an. Ohne die Beweiſe 
und die noͤthigen Eroͤrterungen verſteht man oft nicht 
die Saͤtze und die Aufloͤſungen der Aufdaben. Die Mas 
thematik iſt keine Wiſſenſchaft zum Auswendigiernen. 
Bisweilen habe ich, bey umſtaͤndlichern Beweiſen und 
weniger wichtigen Saͤtzen, auf andere Schriften ver⸗ 
wieſen, um den Raum zu erſparen. Die Beweiſe 
der Elementarſaͤtze habe ich weggelaſſen, oder nur Furg 
in dem Bortrage angedeutet. Welchen Umfang ein 
Artikel des MWörterbuchs zu erhalten hat, muß in je: 
dem Falle heurtheilt werden. Was lehrreich, brauch⸗ 
bar oder auf irgend eine Art kunſtreich iſt, darf nach 
meinem Ermeſſen in einem Werke, das vielen die 
Stelle einer Bibliothek vertreten. ſoll, nicht fehlen. 


VIII Vorrede 

Was verc iſt, muß darin zwar, wie in einem Ar⸗ 
did aufbewahrt, aber ſehr kurz abgethan werden. 
Aterariſche Nachrichten, beſonders in Ruͤckſicht | 
ver Sachen ſelbſt, habe ich, wo es erheblich und mir 
chunlich war, beygebracht, und werde es mit Dank 
erkennen, wenn gelehrte Leſer mir. beſonders in ndieſem 
vache Ergänzungen mittheilen mwollen. 

In der angewandten Mathernarif werde ich das: 
jenige, was zu ber Naturbefchaffenheit der Dinge, 
oder zu techniſchen Einrichtungen gehoͤrt, nur in Ruͤck⸗ 
fight auf Die mathematifchen Unterfuchungen anführen. 
Diefe werden der Hauptweck der Behandlung ſeyn. 
Dadurch wird ſich dieſer Theil des Woͤrterbuchs von 
phyſikliſchen und techniſchen Werken dieſer Form un⸗ 
terſcheiden. j J— — 

Ich wuͤnſche, daß das von. mit unternommene 
Werk zur Ausbreitung mathematiſcher Kenntniſſe be⸗ 
foͤrderlich werde. | — 
Halte, im Junius 
. .3803- 








Mathematifches Wörterduh, 

| u — 
Erklärung der Begriffe, Lehrſaͤze, Aufgaben. un 
Methoden der Mathematik, mit literariſchen Nach- 
richten, in alphabetifcher Drödnung... 





Erſte Abtheitung. | 
Arithmetik, Analyfis und Geometrie, die niedere und 
| die höhere. | 


A. 


Abaciſta, in dem mittlern Zeitalter. ein. Rechner. 
S. den folgenden Artıkel, 


Abacus, ein Wort griechifchen Urſprungs, welches ei⸗ 
nen Tiſch bedeutet, worauf allerley Gefäße, nußbare, 
oder Kunit=und Prachtftücke, aufgeftelle: wurden. Zwey⸗ 
tens iſt es eine oder andere Art von Rechenbrett, deſſen 
ſich die Alten bedienten, weil ihre Zahlzeichen zu arithme— 
tiſchen Operationen ungeſchickt waren. Von dieſen und 
abnlichen Einrichtungen handelt der Artikel, inſtrumen⸗ 
tal Arithmetik. Drittens hieß Abacus in den mittlern 
Zeiten die Rechnung mit defadifchen Ziffern. Der in 
dem Artifel: Zapfjeihen, angeführte Leangrdns von 
Pifa (um 1200) nennt fein Buch über die dekadiſche 
Nechenfunft, Liber abaci. Jodocus Llichthovaus 
gab 1503 bed Jacobi Fabri Iatroductio in Boẽth Arithme- 
ticam heraus, welcher er} eine praktiſche er 


—A Abkuͤrzung 


fügte, unter dem Titel: Praxis numerandi, quem Abacum 
voeant. Daher hießen Nechner Abaciflae. Kin Ehror 
nifenfchreiber, YVilhelm von Malmesbury, im ı2ren 
Jahrh., fagtvon dem Mönch Gerbert, der unfer den 
Namen Solbeſter Il. Papft ward, daß er von den Sara⸗ 
cenen den Abacus -zuerft erhalten, und Megeln darüber 
mitgetbeilt Habe, welche die ſchwitzenden Abaciſten kaum 
verſtehen fonnten. Ein geſchickter Rechner gegen Das Ende: 
des vierzehnfen Jahrhunderts, Paulus de Abaco, erhielt 
Daher feinen Beynahmen. Lucas de Burgo. ber 
ältefte arithmetifche Schriftfteller unser denen, die durch 
den Druck gemein gemacht find, fagt, daß das Wort Aba- 
cus nad) einigen aus Modus arabicus gemacht fey, von 
andern aus dein Sriechifchen hergeleitet werde. Jene Ab⸗ 
leitung ift doch etions beffer, als. die von einem phönizi— 
Shen Worte Abac, welches Staub bedeutete, weil man 
Zafeln mit feinem Sand oder Staub beffreuet habe, um 
"darauf Ziffern oder Zahljeichen zu zeichnen, die man 
nah vollführter Rechnung gleich wieder auswifchen 
fonnte. — Viertens bey den Meuern bedeutet Abacus 
eine Tabelle zum Gebrauch bey Rechnungen, als Abacus 
Pythagoricus für das Einmahleins; Abacus Logifticus für 
die Seragefimalrchnung; Abacus numerorum primorum, 
eine Zafel der Primjahlen; AbacusSinuum, eine Zafel 
der Bielfachen der Sinus bis zum Neunfachen für die ein: 
zelnen Grade, in Lamberts Zufägen zu den — Tabellen. 
Abgefürste Pyramidalsahl. S. Pyramidalzahl. 
Abgekürste Pyramide. ©. Pyramide. 
Abgekürzter Begel. ©. Kegel. 
Abgefonderte Theile in einem rechtwinflichten fphä= 
riſchen Dreyeck. ©. Nepers Negel jur Berechnung rechts 
winkl. ſphär. Dreyecke. 


Abkürzung, iſt die Vertauſchung eines zuſam⸗ 
mengeſetzten algebraiſchen Ausdrucks mit einem einfachen 
Zeichen, um die Rechnung zu erleichtern, und fie beffer 
überfehen zu fonnen, Wenn z. B. ein Glied einer Gleiche 


Abmeffung — 3— 
Ca+b)(e+4) 
-e(f+B8g) | ; 
Ax® oder px?. Sn dercombinatorifchen Analnfis werden 
fehr viele Abkürzungen gebraucht, Die von Hindenburg ſehr 
zweckmäßig eingerichtet find, um eine verwickelte Zuſam⸗ 
menfesung möoglichft faßlich zumachen. Eine ganze Sleich- 
ung wird in der Höhern Analyfis durch ein einziges Gym: 
bol angedeuter, wie X==0o wo X ein aus einer unbe—⸗ 
kannten x und gegebenen Größen zufammengefester Aus: 
drud if. Gewiſſe Formen von Größen, z. B. die Bis 
nomialeoefficienten die Vernoullifchen Zahlen, mögen vor: 
theilhaft mit eigenen Symbolen bezeichnet werden, um 
diejenigen Großen, zu deren Bildung fie gebraucht werben, 
leicht darzuftellen. | * 


Abgewickelte Linie. S Evolute. 
Ablange Rundung. ©. Oval. 


Ablange Vierung (Oblongum) iſt ein Rechteck 
mit ungleichen Seiten, welches gewöhnlich ein Rechte 
ſchlechtweg heißt. ’ | 

Ablanges Sphäroid, ©. Sphaͤroid. 


Abmeffung (Dimenfio) ift eine Linie, nach wel⸗ 
cher die Ausdehnung einer geometrifchen Größe gemeſſen 
erden mag. Tin dem [geometriichen Körper fann man : 
durch jeden Punct drey Linien ziehen, deren jede auf die 
beiden andern fenfrecht fteht, und die Ausdehnung des 
Körpers nad) diefen drey Linien meflen oder fich auch nur 
vorftellen. Dieſe drey Meßlinien heißen in befondern 
Rückſichten Lange, Breite Dicke oder Höhe. Fin 
Körper ift demnach eine Nusdehnung von dren Abmefjungen 
oder Dimenfionen. Auf einer ebenen lache laſſen ſich 
durch einen Punet nur zwey auf einander fenfrechte Linien 
ziehen , die oft Länge und Breite heißen; aufeiner Frum« 
men Fläche eben fo duch einen. Punct nur ziven-Frumme 
(oder eine krumme und eine gerade) Linien, die fich, in Bes 
tracht der Zage ihrer berührenden Linien, unter einem rechten 


Winkel ſchyeidend Kine Fläche ift daher eine Ausdehnung 


ung die Sorm x" hat, fo feße man dafür 





2 | Abmeffung 
von zwey Abimeffungen. ine Linie, gerade oder Frumme, 
ift eine Ausdehnung von einer einzigen Abmeffung. 

Man bat den Begriff von Dimenfion oder Abmeffung 
auch auf Mechnungsgrößen übergerragen. Kine Kläche ift 
‚dem Product zweyer Zahlen proportional, welche bey 
Rechtecken ihre beiden Seiten find. Daher fieht man das 
Product ab zweyer Zahlen, a, b, als gleichgültig mit 
dem Rechtecke an, defjen Seiten fi & wie die Aaflen, a.b 
verhalten, und giebt den Sactoren, a, b, eine Ab⸗ 
meffung, dem Producte ab zwey Yomeffungen. Ehen 
fo., da ein Körper dem Product dreyer Zahlen propors 
tional ift, die für ein fenfrechtes Parallelepipedum die 
drey Geitenlinien defjelben find, fieht man das Produck 
abc .dreyer Zahlen, a, b, c, ale gieichgültig mit einem 
Korper an, und giebt "benfelben drey Abmeſſungen, den 
Factoren eine einzige. Ob nun gleich ein Ausgedehn⸗ 
tes nicht mehr als drey Abmeſſungen haben kann, ſo fahrt 
man doch bey Rechnungsgrößen nach der Analogie. fort, 
ihnen fo viele Abmeffungen beyzulegen, als fie Factoren 
haben, denen man eine einzige Abmeffung giebt. Go iſt 
abcd eine’ Größe von vier, abede, von fünf Abmeſ— 
fungen. Daher find auch die Benennungen für die Poten⸗ 
zen uͤber die dritte hinaus aus der Geometrie genommen, 
ob man fie — gar nicht geometriſch darſtellen kann. 
G. Potenz $. 6. 8.) Die Factoren einer Größe be: 
trachtet man als Abmeſſungen, wenn man ſie auf keine 
Einheit bezieht, in Gegenſatz gegen numeriſche Factoren, 
ſo daß dadurch jene Große eine beſtimmte F Korn erhalt, die 
entweder mit einer der drey geometrifchen, Formen libereine 
ſtimmt, oder analogifch gebildet iſt. —— von vier 
oder mehr Dimenſionen kann man als ein Glied eines zu⸗ 
farmmengefesten Berhältniffes, das aus Verhaltniffen geo— 
metriſcher Größen entftehr, betrachten. _ 

Eine gebrochne Größe hat fo viele Abmeſſungen als 
der Unterſchied der Abmeſſungen des Zählers Nenners 


4 5322 
anzeigt. 8. B. der Bruch ee * * de 


X 


abmeſſung 5. 


bat drey Abmeffungen. F— der Nenner mehr Ab⸗ 
meſſungen, als der Zähler, fo iſt die Anzahl der Dimen⸗ 
ſionen negativ. Jener den umgekehrt bat — 3 Dir 
menfionen., 

Iſt die Anzahl per Abmeffungen im: Zäßler nah Nenner 
gleich groß, fo ift der Bruch eine — vono Ybmeflungen, 


das iſt eine bloße Zahl, z. DB. - — if die Zahl, welche ans 


giebt, wie vielmahl die Flache pr in ber ab entfalten iſt, 
wenn namlich dieſe Produete Flächen darſtellen. 

Eine Zahl iſt eine Größe von o Abmeſſungen. Sie 
- tann als Multiplicator oder Divifor nur die Größe Quan⸗ 
titaͤt), nicht die Beſchaffenheit andern. 

Die Quadratwurzel aus der Größe: a iſt eine Größe e 
von der Abmeſſung #, wenn a eine Größe von einer Abs 
meffung ift.. Denn biefe würde zwey Abmeffungen haben, 


wenn der Wurzel eine bengelegt würde. So iſtiẽ eine 
Größe von der Ahmeſſung J. — derſelben Unalosie 


it V, m oder eineGrdße vond Abmeſſungen. 


Ben der Anwendung der Hedinung. auf die Geome⸗ 
frie müſſen alle Theile des Ausdrucks einer Größe gleich 
biele Abmeffungen haben, oder homogen feyn. Denn nue 
gleichartige Größen laſſen fich uſammen jählen, oder eine 
von der andern abziehen. 

In einer Formel für geometrifche Größen fönten 
fehr wohl Praducte von mehr als drey Abmeſſungen vor 
fommen , nur werden diefe immer durch andere —— 
dividirt ſeyn ‚, fo daß der Unterſchied der Dimenſionen im 
Dividendus und Divifor nicht über Drey groß ift, wenn 
die ganze Kormel eine geometrifche Größe patftellen fol, 


d | 
So if r eine Flache. Denn wenn man fie fo dat 


- 


u 2 un | 
6 Abneſſuns 


pe a = cd, ® ' ber Bruchfsee eine e toße Zahl, 





Daher iſt — a ” 


ebenfalls eine. Flache oder Größe von zwey Abmeſſungen 


ter — b3x?- c$ 


bedeutet. -: Der Bruch + T 


“einen Körper bat. 


- Penn eine Sinie ober e eine Fläche oder ein — zur 
Einheit genommen wird, um die derſelben gleichartigen 
Größen dadurch auszudrucken, fo verſchwindet die Homo⸗ 
geneität, wird aber wieder hergeſtellt, wenn in jedem 
Gliede einer Formel eine ſolche Potenz der Einheit, die 
alsdann ihr Symbol bekommt, zugeſetzt wird, daß in ale 
ken Sliedern die Anzahl der Abmeffungen gleich groß ift. 
Den ah alas Rechnungen kommt dies häufig vor. 
Die Sinus, Zangenten und Secanten find für den Ges 
hbrauch der Rechnung bloße Zahlen, die fich auf einen Halbs 
meffer, gleich ver Einheit, beziehen. 3. B. der numerifche 
Sinus eines Winfeld fen —x, der Sinus des drenfachen 
Winkels = 7, ſo iſt — 3x — 4x3, (Gonigmerrie, 
IV.) Soll hieraus eine ——— Formel hergeleitet 


werden ‚ fo hat man fürx, und - - fürz zu fegen, wenn 


tele 


rden Halbmeſſer für die Kreisbogen zu den Sinus andeus 
tet. -. Dadurch erhalt man die Sleihung r?z— 3r?x 
— 4x3, wo alle Theile drey Dimenfionen haben. 


Auffer der Trigonometrie ift es felten rathſam, eine 


geometrifche Große zur Einheit zu machen, und dafür ı 
zu fhreiben. Die Formeln verlieren an ver Symmetrie; 
‚man fieht die Melation der andern Größen gegen die jur 
Einheit genommnenewenigerdeutlich ein; und man entbehre 
ten Vortheil, Rechnungs⸗ oder Schreibfehler in Betreff 
ber Faetoren durch die Ungleichheit dee Dimenfionen zu 
entdefen, In der Aftronomie pflege oft der mitelere Abs 


eine Fläche, da ber „ Disifr hier 


ie 


Abſchnitt zn . 
fand der Erde von der Sonne zur Einheit genommen: zu 
merden. | 

Der Verfaffer des Artikels, Dimenfion, in der En- 
eyelop. methodique, d' Alembert, führt an, daß jemand 
den Gebanfen gehabt hätte, die Zeit als eine vierte Die _ 
menfion einzuführen, fo daß das Produkt aus einer For- 
perlichen Größe in die Zeit eine Größe von vier Dimenfios 
nen vorftelle.. Er fügt hinzu, man könne dagegen zwar 
etwas einmwenden, doch verdiene der Gedanfe bemerft jr : 
werden, wenn e3 auch nur wegen ver Meuheit wäre, Als 
kein man hat hiebey nicht bedacht, daß Zeit fi) allemal 
auf eine Einheit bezieht, und daß daher mit einer Zeit, 
multipliciren, jugleich mit diefer Zeiteinheit dividiren iſt, 
daher in der That mit einer Größe von der Dimenflon. 
Null oder einer bloßen Zahl multiplieirt wird. | 


Abſchnitt (Segmentum) einer Figurift ein Teil ihrer 
Släche, der von einer geraden, durch zwey Puncte des Lim: 
fanges gezogenen, Linie abgefchnitten wird. Iſt der Umfang 
Frummlinicht, fo wird der Abſchnitt durch einen Bogen der 
frummen $inie und die gerade Linie begränzt. "Eine Figur 
mit einer in fich zurücklaufenden Lmfangslinie wird Durch Die 
fchneidende Linie in zwey Abfchnitte getheilt. Ein Kreis wird 
durch den Durchmefler in zwey gleiche Abfchnitte getheilt; 
durch jede andere fehneidende Linie in zwey ungleiche, Den 
inhalt des Abſchnittes eines Kreifed oder einer andern 
Frummlinichten Figur zu finden, lehrt die Integralrech⸗ 
nung. (S. Quadratur.) —— | 


Abſchnitt eines Körpers, ift ein Theil deſ⸗ 
ſelben, der von einerdurch den Körper gelegten Ebene abges 
fchnitten wird. Der Abſchnitt einer Kugel wird durch eis 
nen Theil ihrer Oberfläche und eine Kreisfläche begränzt,: . 
weil die Durchſchnitte einer Kugel mit einer Ebene Kreise. 
flächen find. Den Inhalt eined Ferperlichen Abſchnittes 
ju finden, gehört zu den Anwendungen der Integralrech⸗ 
nung. CS. Eubatur.) Der Abfchnitt eines Cylinders 
oder Kegels, an deſſen krummen Oberflache Fein Theil 


Ss... Abfhnittswinker 


ganz eplindrifch oder Fonifch ift, heißt ein hufförmiger 

Abſchnitt, und iſt ein erwas ſchweres Beyſpiel der Cu⸗ 
batur. In der Baukunſt kommt eine Anwendung davon 
vor. (S. hufförmiger Abſchnitt.) 


Abſchnittswinkel (Angnlus Segmenti) iſt der 
von dem Umfange eines Kreiſes und einer Chorde einge⸗ 
ſchloſſene Winkel, welchen die berührende Linie an dem 
Durchſchnitte des Kreiſes und der Chorde mit dieſer macht. 
In (Fig, 1. T. 1.) iſt a DRE ein Kreis, A Beine Chorde, 
FAG die in A berührende, fo iſt GAB ber Winfel des 
— AEB, und FAB der Winkel des Abſchnittes 
j B: . 
Der Winkel in einem Abſchnitte (Anzulus in 

| Segmiento) iſt der Winkel, deffen Spitze in den Pogen des 

Abſchnittes fallt, und deffen Schenkel durch die Endpuncte 
deſſelben gehen. Go ift ver fpige ADB ber Winkel in - 
bem größeren Abfchnitte, und der ftumpfe AEB ver Wins 
kel in dem Fleinern Abfchnitte. 
- Der Winfel’GAB ift gleich dem W. ADB und 
FAB dem AEB. (Euflives III, 32.) 

AAbſciſſe. ©. Eoordinnten. 


Abſolute Zahl oder Größe überhaupt ift, dieje- 
nige, bey welcher ſchlechtweg nur auf die Quantität ge: 
fehen wird, . ohne eine Beziehung auf andere bey ihr zu 
beachten, als ob fie pofitiv oder negativ zunehmen, wenn 
fie eine Sinieift, nach welcher Gegend fie zu ziehen fen. 
Wachsthum einer abfoluten Größe ift Vergrößerung der 
Duantirät; Abnehmen, Vermindrung berfelben, dagegen 
eine negative Größe als wachfend betrachtet wird, wenn 
ihre Quantität durch Addition einer pofitiven Größe ver: 
mindert wird, und als abnehmend bey der Addition einer 
negativen. | Ä 

Abſolute Zahl wird auch das gegebene Glied einer 
Gleichung genennt, welches fo groß ift als alle übrigen 
Glieder zufammen genommen, wenn es nämlich einen 
Theil der Gleichung allein ausmacht. Als in ber Gleich 
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ung x° + ax 85 iſt 85 die abſolute. Zahl; da fie 
=25 + 12, 5 iſt. Vita nennt diefes Glied dad Ho- 
mogeneum.comparationis. Eigentlicher follte diefes Glied. 
nur das gegebene heifien,  Stifel nennt es die ledige Zahl, 

in der Ausgabe der Coß von Rudolph. 


Abfolut wird auch in der Jehre von der Bewegung 
vom Raum und Bewegung gebraucht. 


Abſtand eines Punctes von. einer geraden Linie 
oder Ebene iſt das Perpendikel, welches von dem Puncte, 
auf die Linie oder Ebene gelaffen wird, als die Fürzefte uns, 
ter allen Linien, die don dem Puncfe dahin gezogen: werden. 
fönnen. Iſt die. Linie. eine Erumme, fo Fann man entwe⸗ 
der gar nicht nach einem Abftande bes Punctes von der⸗ 
ſelben fragen, oder man muß darunter eine gerade Linie 
verſtehen, welche die krumme Linie unter einem rechten 
Winkel ſchneidet. Dieſe iſt die kürzeſte von allen an ſie 
gezogenen, wenn nicht etwa mehrere, die krumme Lie 
fen£recht fchneidende, Linien von dem Puncte aus gezogen 
werden fonnen. Mit dem Abftande eines Punetes von eis 
ner krummen Kläche iſt es eben fo befchaffen. | 

Abſtand einer Linie von einer ihr parallelen ift die 
fenfrechte von einem Punftejener auf dieſe. Diefe iſt allent: 
halben von gleicher Größe. S. Parallelen. 

Abftand zweyer Puncte auf einer Kugelfläche ift 
der Bogen eines großen durch fie gelegten Kreifes, und 
te ber Fleinere zwifchen ihnen enthaltene, 


Abſtract iſt, was unabhängig von pbyſiſchen Bu 
fchaffenheiten gedacht wird. - . 

acte Mathematik, oder die reine, iſt der 
Theil dieſer Wiſſenſchaft, worin die Größe und ihre Kor-- 
men an und für fih, als bloß in der Voritellung vorhan⸗ 
den, betrachtet werden, Sie begreift die Arichmerif, 
Anafofis und Geometrie, Doch möchte man auch die abe 
ftracte Lehre von der Bewegung dahin zu rechnen haben, fo 
fen man dabey bloß Be verfährt, ohne Anwen⸗ 
dungen auf Die Wirklichkeit. S. Mathematik. 


10 Abſurd 


Abſtracte Zahl iſt eine ſolche, bey welcher die 
Einheit unbeſtimmt gelaſſen wird, was man auch unbe⸗ 
nannte Zahl nennt. Z. B. 12 iſt eine abſtracte Zahl, 
12 Fuß eine conerete oder benannte Zahl. 

Abſurd (Abfurdum), ein Widerſpruch der Folgerun⸗ 
gen gegen die gemachte Annahme, oder gegen einen Grundſatz 
oder erwieſenen Satz. Bey einigen elementariſchen Sägen, 
und oft ben dem Umkehren eines Satzes wird die Beweis⸗ 
ort gebraucht, daß man zeigf, das Gegentheil des behaups 
teten Gates ſey unmöglich, der Satz alfo wahr, wenn 
nämlich entweder nur das eine ober das andre Statt finden 
Fann. Man nennt fie eine redactio ad.abfurdum , oder 
einen indirecten, oder apagonifchen Beweis. Tin dem 
erften und dritten Buche der Elemente von Euffides fins 
den fich viele Beyſpiele diefer Art, 3. B. in dem 19. 
©. des 1. B. wird gezeigt, daß, wenn in einem Dreyeck 
dem größeren Winfel nicht die größere Geite gegen über 
Täge, ber als der größere angenommene Winfel der Fleinere 
feyn müßte, fo daß dadurch die Annahme aufgehoben wird. 


Abundans numerus, überfchießende Zahl, iſt dieje- 
nige, deren ganze Theile mit Ausfchluß ihrer felbft, die Ein- 
heit äber mit genommen, zufammen größer find als die Zahl 
felbſt, 3. B. die Zahl 30 hat die einfachen Factoren, 1,2, 3, 
5. Die Summe ihrer Theile, +2+3+5 +64 10 
+ 15, oder 42 iſt größer als bie Zahl 30, Eine Formel, 
für Zahlen von diefer Beſchaffenheit findet man auf folgende 
Krt. Die einfahen Factoren einer Zahl feyn a,b, c, 
ſe iſt pa +b te ab +ac +be > abe, 
ab+a+b+ı i 2 ab 
ab — a —b — ee — — 21 
—e + 1. Mittelſt dieſer Formel findet man zu ziven eins 
fachen Factoren eine Gränze bed britten Factors. Soll 
Die Zahl vier einfache Factoren, a, b, e; d, haben, fo 
— abc 
iſt — > 1. Van ſehe 


ab c—a beac—bc——b—c—1 
auch dem Artikel, deficiens numerus 


und 


| Acampta | Fi 
Abwickelung. S. Evolution. 


Acam pta higura iftdiedrennlinie einer andernLinie. 


Die Strahlen, welche von dieſer, wie von einer polirz 


ten Fläche, jurückgeworfen werden, fahren an jener fie 


berührend vorbey, fo daß zwey unendlich nahe bey einan⸗ 


der liegende an der Brennlinie zufammen fommen, Die fie 


aber nicht zurück wirft, wenn fie gleich Strahlen, die fie 


nicht berühren, zurück fendet. Leibnig gebraucht diefe Bes 


nenntingen in einem Auffage de lineis opticis, ActaErud, 
1689, und in einemandern, generalia de nätura linearum, 
ib 1692. Auch Leibn. Opp. T. II, p. 203. 277. In jes 
nem Auffage ift die Frage: die Linie zu finden, welche alle 
Strahlen, die von einem Puncte auf eine gegebene Linie 
fallen, und von dieſer nad) ihr zurückgeworfen werden, 
wieder nach-einem Puncte hin fendet. Beide Linien haben 
eine gemeinfchaftliche Brennlinie oder Acampta. - Die be: 


fondere Benennung feheint unnöthig. Sie fommt auch 


kaum irgendwo fonft vor. S. Brennlinie, 
Accidentalpunct, f. FTebenpunct. 
Achte, f. Vieleck, requläres, 


Aclafta figura ift eine frumme $inie,. welche bie 
von einer andern frummen Linie zurücfgeworfenen Strahlen 
ungebrochen durchgehen läßt, ob fie gleich‘ die in andern 
Lagen auffallenden Strahlen nach den dioptrifchen Gefegen 
bricht. Sie iſt nämlich die Abwickelnde der Brennlinie 
(«x evolutione cauflicae genita). welche zu jener zurückwer⸗ 
fenden Linie gehört, daher alle diejenigen Straßen, welche 
von jener, als berührende an ihrer Brennline, an fie ge- 
sogen werden, ferfrecht auf fie fallen, und folglich unger 
brochen durchgehen, Leibnitz gebraucht a. a. D, diefe Bes 
vennung, die ebenfalls fonft nicht vorfommt, | 


Acutangulus - um (oxygonius — um,) fpißs 
winklicht. Ein Dreyeck mit dren fpigen Winkeln ift fpigs 
winklicht. Kin fenfrechter Kegel, deſſen Seiten in dem 
Durchſchnitte durch die Are einen fpigen Winfel machen, 
iſt ein fpiswinflichter. Ein Schnitt des Kegels, ſenkrecht 
auf eine Diefer Seiten, hieß bey den Geometern vor Apol⸗ 


— 


- 


De Addiren | 
lonius ber Schnitt eines fpiswinflichten Regels; ©. Ke⸗ 
gelſchnitt. | ' | 


Addiren ift das Verfaßren Gen der Addition. 


Addition, Zuſammenzählung, ift ein Nechnungs: 

. verfahren, bey welchem ein Ganzes aus feinen erſchöpfen⸗ 
den Theilen zufammengefeßt wird. Das Ganze, welches 
gefunden ift, heißt Die Summe. Die Addition wird 
entweder mir beftimmten Zahlen, oder mit allgemeinenGröß- 
enzeichen borgenommen,. I | 
Addition ganzer Zahlen‘, die fich auf eine einzige Fine 
heit, benannte oder unbenannte, beziehen, (Additio fim- 
plex) ift die Bereinigung mehrerer Zahlen zu einer einzis 
gen von derfelben Form wiejene, alfo von der defadifhen, 
wenn jene diefe Form haben, nach der bodefadifchen, oder 
fonft einer andern, wenn die zu addirenden Zahlen diefe 
baben. Da das Verfahren leicht und allgemein befannt 
iſt, fo werden zwey Beyſpiele genuͤgen. | 





795083 8476454 
48624 307843 
32798 83499 

543 9637 
6 549 
4086 

765893 88852064 

11123 | 

877123 


-, Die Einer werben alle unfer einander gefeßt, wo⸗ 
durch alle Einheiten derfelben Claſſe unter einander zu ſte⸗ 
hen kommen. Man addirt nun die Ziffern jeder Vertical: 
reihe als Dinge einerley Art. - In dem erften Beyſpiele 
ift von den Partial » Summen die Ziffer rechter Hand un: 
ter diejenige Reihe geſetzt, wozu fie gehört, die linfer 
Hand befindliche, deren Einer zehnfach größer find als die 
von jener, unter die linker Hand folgende Reihe, jedoch her⸗ 
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abgerücht, um für die Einer diefer Reihe Platz zu laſſen. 
Man erhält num zwey Theile für die Summe, welche auf‘ 
diefelbe Art wie vorher addirt werden. Geübte nehmen 
die Zehner jeder Partialfumme gleich zu den Einern der 
nächft höhern, mie in dem zweyten Beyſpiele. 

Wenn viele Zahlen zu addiren find, fo theile man 
fie in zwey oder mehrere Haufen, fuche deren Summen 
einzeln, und addire diefe zufammen. Theilt man die gege: 
benen Zahlen auf verfchiedene Arten in Haufen, fo muß 
bey der Addition der einzelnen Summen daffelbe Facit ers 
halten werden. | : 
| Wenn man zur Sicherheit die Addition widerholt, 

fo addire man die Ziffern ver Verticalreihen in einer der 
zum erftenmahle beobachteten entgegengefegten Ordnung. 
Bon der Meuner: und Eilferprobe der Addition 
ſ. Rechnungsprobe. * 

Addition ganzer Zahlen mit verſchiedenen be⸗ 
nannten Einheiten. (Additio compoſita). Sie erfordert 
nichts weiter als daß man wiſſe, wie viel Einer ber gerin⸗ 
gern Einheit auf einen Einer von der höhern gehen, um file 
fo viele Einer von jener Gattung einen von dieſer zu 
fegen. 3. B. j 


384,P 15H 7 


2034 20. 8: 


172, 9 8. 102. 
218 >: 8: 9: 
162 = 22° 10: 307: II: ge 
58- 17= 98 | gie 7: 6: 
897 = 743 34: | 738 * 35= 33: 
900. 4K roh | 741 R. 1F. 93. 
Addition dodekadifcher Zahlen. Gie geſchieht 
. aufeine ganz ähnliche Are wie der vefadifchen. Tür jer2 
Einereiner Efafje ſetzt man einen Einerin der nachſt höhern. 
Die Einer jeder Claſſe werden von den andern durch Puncre 
abgeföndert. (S. Dodekadik.) 3. B. | 














4 Addition 


8 7.10. 6 4. 5. s, LI. 7. 9. 





9. 4. 7. ©. 11. 8. 7. 6. 10. 
5. 8. 4. 3. 9. 11. 4. 
2. 9. 10, 5. 8. 10. 6. 

8 4 7 #3, 

3°, 4. 9. 

17. 18. 42. 29. 39. 6. 2. 2.10 5, 





I.» 6, 9. 8. 8. 3: 


‚Addition dyadifcher Zahlen. Es wird nur ein 
Beyſpiel nörhig feyn fie zu lehren. (S. Dyadik.) 
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Die dekadiſchen Zahlen rechter Hand find die über⸗ 
feßung von den dyadiſchen. 

Das Zeichen der Addition iſt + 

. Addition der Brühe. S. Bruchrehnung und 

Deeimalrechnung. 

Addition: allgemeiner Größen, ober algebraifche. 
©. unter Buchftabenrechnung. 

Addition der Verhältniffe ift ein zweydeutiger Auss 
druck, wofür man befjer gebraucht, Zufammenfegung der 
Berfältnifle, ©. Verbältniß, \ 


. Additiv ift eine Größe, die zu einer andern, zufolge 
ber Vorfchrift bey einer Nechnung, zu addiren if. Man 
muß es nicht mit pofitio verwechfeln, welches. bedeutet, 
daß eine Größe in einer gewiſſen beſtimmten Nelation 
gegen andere genommen werbe. Das pofitive Fann bey 


Annie as 


der Zufammenfegung einer Größe aus andern ſubtractiv 
ſeyn. Ze 

Ahnlichkeit, mathematiſche, ift übereinſtimmug 
der Form, oder der Art der Entſtehung einer Größe aus 
andern, entweder ohne Gleichheit der Quantität, oder 
auch mit Gleichheit verfelben. Großen , die ähnlich find, 
obne gleich zu feyn, ſtimmen in allen Stücken, bis auf die - 
Quantität, überein. Die Ähnlichkeie if entweder die. 
‚geometrifche oder die analytifche. 

Die geometrifche Ahnlichkeit befteht in der gleichen 
tage der geraden Linien und Ebenen, wodurch geometrifche 
Großen beftimme werden, oder, wenn e8 krumme Linien 
und Flächen find, ihrer Fleinften Theile, verbunden mit 
den gleich großen Berhälniften dercorrefpondirenden Linien, 
Flachen und Förperlichen Theile, wie auch mit ber gleich: 
‚artigen Zufammenfegung aller einzelnen Theile oder Be: 
ſtimmungsſtücke. | | | 

Gerade Linien find fi alle ähnlich, weildie Theile: 
Derfelben, fie mögen an einander ffoßen, oder von einander 
getrennt ſeyn, in einerlen Jage gegen einander, abgefehen . 
don den Zwifchenräumen , gedacht werden, | 

Öersdlinichte Sigurer find ähnlich, wenn die Wins 
fel der Seiten in der einen den Winfeln in der andern, fo 
wie fie auf einander folgen, gleich find, und die von den 
gleichftelligen Winfeln eingefchloffenen, oder gleichnamigen 
Seiten einerley Berhältniffe haben. — Alle vegelmäßi: 
gen Vierecke von einer gleichen Anzahl Seiten find daher 
‚einander ähnlich, | er | | | 

Ale Breife find ſich ähnlich, weil fie die Gränzen 
von regulären Vielecken find, daher das, was diefen alle 
gemein zukommt, auch der Gränze jufommt. 


Alle Parabeln find ſich ähnlich, weil fie, wie der 
Kreis, durch eine einzige gerade Linie, den Parameter, bes 
flimmt werden. Nimmt man die Abfeiffen auf der Are 
dom Scheitel an in dem Verhaltniß der Parameter, fo 
haben die Ordinaten eben daffelbe, | 


—— Ahnlichkeit 


Ähnliche Ellipſen find dieſenigen, in welchen die bei⸗ 
den Axen einerley Verhaltniß zu einander haben. Die 
Ellipſe wird durch zwey Linien, die beiden Axen, beſtimmt, 
daher dieſe einerley Verhältniß haben müſſen, wenn Ellip⸗ 
fen ahnlich ſeyn ſollen. 

ÄAhnliche geradlinichte Figuren verhalten ſich wie 
die Quadrate der gleichnamigen Geitenlinien oder wie die 
Quadrate der auf gleiche Art in ihnen gezogenen Linien. 
Don Erummlinichten Figuren wird das legtere durch bie 
Integralrechnung, ober ein von ihr entlehntes Verfahren 
bewiefen. Kreisflachen verhalten fich wie die Quadrate 
ihrer Durchmeffer: ähnliche Ellipfen wie die Quadrate 
ihrer großen oder ihrer kleinen Axen. 

Prismen find ähnlich, wenn ihre Grundflächen ähn⸗ 
liche Figuren find, die Seitenlinien fi wie die gleichna- 
migen Seiten der Grumpfläche verhalten, und diefelbe lage 
gegen die Grundflächen haben. | 
Cylinder find ähnlich, wenn ihre Aren ſich wie die 
Durch nieffer ihrer Grundflächen N und gleiche Win: 
kel mit denfelben machen. 

Ähnliche Begel find Abfchnitte eines und em 
unbeftimmt weit forfgeführten Kegels. 

Ale Bugeln find ähnliche Körper. 

Börper find ähnlich, wennin beiden parallele Durch: 
fchnitte unter-einem gegebenen Winfel.gegen einen Durch⸗ 
meffer fo gefüihrt werden können, daß fie ähnlich find,-und 
ihre Abftande von den gleichnamigen Endpuncten der 
Durchmeffer fich wie die Durchmefjer verhalten, wie auch 
der Durchmeffer und die Lage. der Durchfchnitte verändert 
werden mag. In jedem Körper, der nur nach irgend 
welchen Regeln gemacht wird, giebt es Hauptdurchſchnitte, 
auf welche die übrigen Durchſhnitt⸗ und Durchmeſſer je⸗ 
der Art (Linien von einem Puncte der Oberflache zu ir- 
gend einem andern) bezogen werden können, ‚um ihre Sage 
anzugeben; z. B. in einem elliptifchen -Sphäroid’zmen 
Durchfchnitte fenfrecht auf einander, einer durch die große 
Are, und einer durch die Eleine Are; in einem: Schiffe 


Ahnlichkeit 
ein lothrechter Durchſchnitt nach der Lange des Kiels, ein 
anderer lothrechter, auf jenen zugleich ſenkrechter durch den 
Hauptmaſt oder durch die Mitte der Längenlinie, und ein 


horizontaler durch einen gewiffen Punet, z. B. den Schwere | 


punct des Schiffes. 


Ähnliche Abſchnitte eines Körpers find folche, 


woran die Srundflächen ähnliche Figuren find, und gleiche 
Lagen gegen die Hauptdurchſchnitte haben, in welchen auch 


m 


die Abftände dieſer Grundflächen von den Hleichnamigen 


Endpuneten ühnlich liegender Durchmeffer {in Ruckſicht 
ber Hauptdurchſnitte) einerley Verhaltniß zu den ganzen 
Durchmeſſern haben. | 3 ' 


Ähnliche Körper und ikre ahnlichen Abſchnitte verhal⸗ 


ten ſich wie die Würfel der ahnlichen Durchmeſſer. Dies 
ſes kann im Allgemeinen nur durch die Integralrechnung 
oder ein von ihr enchehntes Verfahren bewieſen werden, 


Die anylitiſche Ahnlichkeit beſteht in der Übevein⸗ 
ſtimmung des analytiſchen Ausdrucks zweyer Größen 
und der Gleichheit der Verhältniſſe zwiſchen den tom: 
ponirenden Größen, 3. B."ab und cd find gleichar: 
tige Formen, weil fie aus pen, und beide aus verfchies 
benen Factoren beſtehen. Verhalt ſich nun a:c wie 
b:t fo find vie —— auch ahnlich. Man nennt ſolche 
Produete ahnliche Slächen: oder Plan: Zaplen, wie 
+ B. 3.9 (=27) und 6, 18 (= 108.) 

So find abc und d ef gleicharrige Formen, und wenn 
a:d — bie ⸗eꝛt iſt | 
Producte nennt man ähnliche Börperzahlen,, wiewohl 
diefe und jene gleich vorher angeftihrre Denennungen ver: 
altet find, und nur noch.in einem Worterbuche aufbewahrt 
werben. | 


Demnach find abc und dee nicht ähnliche Formen, 
aber wohl abb -und d ee, wenn zugleich a:d Sbꝛe iff, 
AÄhnliche Bleichungen find ſolche, welche aus 
gleichartigen Gliedern beſtehen, deren correſpondirende oder 
gleichnamige Factoren in beiden ein gegebenes hr 


‚ Ähnliche Formen. Dergleichen 


5ß8 Auhnlichkeit 


haben, mie derſelben Folge der Vorzeichen, z B. 
xs F ax — bex + def 0 
y- *y —- y —⏑ 

Wenn die Verhältniſſe a:#; b:4; e:y, etc. gleich ſind, 
fo haben die Wurzeln x, y daſſelbe Verhältniß gegen eine 
ander. Denn wenn die Wurzeln der erften Gleichung find 

„9, r, fo it + a die Summe ihrer enfgegengefegten 
Ssßerthe ‚ be die Summe der Binnen derfelben, und 
+ def das Product aller drey (Öfleichung IIE 5). 
Verändert man die Wurzeln in dem Verhältniſſe m:n, 
fo wird ihre Summe in demfelben Verhältniſſe vers 
ändert, die Gumme der DBinionen in dem m*:n*y 
das Product aller drey in dem Verhältniſſe m?. : as. 
Yun ſey ebenfald min =a:“ —b:Pß =c:y, 
u.f.f. ſo iſt ba: —=m®ı:n°? def:dı! —m; 
n>5, n find — Wurzeln der zweyten Gleichum 
n 

nz -4 au Er 
Benn die Würzeln einer Gleichung auf Feine Eins 

beit bezogen, fondern ald Größen fchlechtweg gedacht wers 
den, jo erhalten alle Glieder der Gleichung gleich viel Ab⸗ 
mefjungen CDimenfionen). Denn, der -Coefficient des 
zweyten Gliedes ift das Aggregat der den Wurzeln entz 

egengefesten Größen, der Coefficient des dritten ‚das 
— — der Binionen; der des vierten das Aggregat der 
Ternionen, u. ſ. w. Die Stellen der Glieder werden 
hierbey wie in einer vollſtändigen Gleichung gezählt. In 
ähnlichen Gleichungen bekommen die Coefficienten auch 
ähnliche Formen, Iſt z. B. der des vierten Gliedes einer 
Gleichung = def, wie in dem obigen Benfpiele, fo ift 
in der ähnlichen Gleihung derfelbe = Fe}: iſt er in je⸗ 
ner— dde oder d3 fo ift er in Diefer — ds oder 3, 
und die gleichnamigen Sactoren in allen Eoefficienten has 
ben einerley Verhältniß. Werden die Wurzeln als Zahl: 
großen betrachtet, und die Koefficienten find bloße Zah: 
len, fo verhalten fi) die Eoefficienten des zweyten lies 
des in Ahnlichen Gleichungen wie ein Paar gleichitels 
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liger Wurzeln, wenn die Wurzeln nad; ihrer Größe geord⸗ 
net werden. Diefes Berhältniß fen —mtn, ſo verhalten 
ſich die Eoefficienten des dritten Gliedes wie m® na 23 des 
bierten wie md: as u. ſ. f. eben fo wie die Eoefficienten; 
to feine Einheit angenommen wird, Enthalten die Coef⸗ 
ficienten noch unbeftimmte, aber nach Willführ beftimms 
bare Factoren, fo müſſen die Producte aus denfeiben 
ähnliche Formen ,. die Kactoren ſelbſt das Verhaltniß ver 
gleichſtelligen Wurzeln, die numerifchen beygefüigten Facz 

toren-aber'ein folches Verhältniß haben, daß Die Coefft⸗ 
cienten ſelbſt das ihrer Stelle nach ihnen zukommende Ver: 
bältniß erhalten. ER ‚ 

Hieraus ergiebt ſich auch, wie Öleichungen zwifchen 
zwey beränderlichen Größen fich verhalten müffen, um ähn; 
lich zu ſeyn. Es ſey z. B. aabx — br — 2ay°, 
welches eine Gleichung für die Eilipfe iſt, worin die große 
Are = a, der Parameter —b ift. Man feße in derſel⸗ 
ben un und eb für a und b, und: berfaufche die Coordi⸗ 
naten x, y mit und u, ſo iſt zn2«bt— nbt®—a2nan:. 
Diefe Gleihung. ift jener, ähnlich, .Denn-mwenn man 
t—nx nimmf, fo ift zau3abx — n5byr? — 2nau®,. 
alſo u" —n*y*®, vderu—ny. Wenn ‚alfo die Ab: 
feiffen x und r fich wie zin verhalten, fo verhalten fich 
die Ordinaten eben fo, und die Gleichungen-find ähnlich, - 
wie die Dadurch beftimmren Linien. 

In Gleichungen, deren Glieder. alle gleich viele Dis 
menfionen haben, verändere man die gegebenen Größen 
nach einem beftimmten Verhältniffe 1: a, und berfaufche 
Die cootdinirten, durch x,- y bezeichneten, veränderlichen 
Größen mit t, u, fo ift die Gleichung eine der primi⸗ 
tiven ahnliche. Verhalten ſich x und! wie 1a, fo ift 
auch y:u.— ı:n. Durch die Subftirution von nx fürt, 
und ny für « verwandelt fich die zweyte Gleichung wieder 
in Die primirtibe, Ä 5 

Wenn in einer Gleichung zwifchen zwey beränberli- 
den Größen x und y für x gefegt wird t—mx, und füry 
eine ander, u=ny. ſo iſt die neue Gleichung ber primt- 
fiven zwar nicht ahnlich, aber doch mie ihr verwandt 


» 
' 


. 
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(affinis), Die krummen Linien, bie durch fe dargeſtellt 
werden, find verwandte. 3. B. die Gleichung fey 2ax 
— 1x —yy, welche dem Kreife zugehert. Es ſey = 
mgumnyfil 0... | 


zat e>. u 
= — en an n® oder 


a n® 
n nn | 
.—.3mat — — uf, 


sine SleichungfüreineEilipfe, deren halbe große Axe ꝛ ma F 
| a 
und Parameter — — + ? MA iſt. 


Beſteht die Gleichung zwiſchen zwey veränderlichen 

Gröoßen nur aus zwey Gliedern, fo wird Verwandtſchaft 

zugleich Ähnlichkeit. Z. B. die Gleichung für die Parabel 
ft ax yy. Setzt man t=ınx; u Zuy; ſo verwan⸗ 


a Au 
delt ſich dieſe Gleichung in folgende ı — 117 welche wie⸗ 


| — 
derum eine Parabel mit dem Parameter — giebt. Nimmt 


man u — my, wiet=mx, fo iſt mat = uu. Alle 
Parabeln ſind daher nicht allein verwandt, ſondern auch 
ähnlich, Odex es ſey die Gleichung, ax? — y;, fo er 


| ig | 
hält man durch jene Subſtitution —t= ud, und, wenn 


nm genommen wird, mat u, ia 

| Wolf hat zuerft den allgemeinen Begriff von Ahn⸗ 
lichkeit in die Mathematik aufgenommen, wozu er durch 
Leibnitz veranlaßt iſt, der, wie er fagt, zu allererſt einen 
deutlichen Begriff von Ähnlichkeit gegeben hat, dieſen 
nämlich , daß ähnliche Dinge nur duch das Bey einander 

* fenn (compraefentia) unterfchieden werben Finnen, Wolf 
fagt s Similia ſunt, in quibus eadem funt, per quae a fe 
invicem discernidebebant, (Eleın, Arithm.f. 24.) Weil 
die Quantität, fest er hinzu, ohne Vergleihung mit einem 
andern Dinge für fich nicht begriffen, fondern nur gegeben 

* 
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werben kann, fo können äßnliche Dinge, ihrer Ähnlichkeit 
unbeichabet, in der {Quantität verfchieden feyn, und Quan⸗ 

titat ift alfo ein innerer Unterſchied ähnlicher Dinge. | 
einer im J. 1715 lateinifch gefchriebenen Abhandlung 
von der Ähnlichkeit Frummlinichter Figuren wendet er dies 
fen Begriff auf geometrifche Großen an, insbefondere 
auf die Eonftruction ähnlicher Lunularum cyclico- parabo- _ 
licarum (Chrift. L. B, de Wolf Meletemata mathema- 
tico- philofophiga. Halae Magdeb. 17755 nr. 24). Kreife 
find nach ihm, fo wie Parabeln, ähnliche Figuren ‚weil 
die geraden Linien, wodurch fie beftimmt werden, Durchmefs. 
fer und Parameter, nicht unterfchiedbar find. — Es 
wirdratbfamfenn, Ähnlichkeit nur für mathematifche Ge: 
genftände zu erklären, und fie in die Übereinftimmung 
der Form oder der Art der Zufammenfesung zu feßen. Auf 
die Korm allein fommt es bey dem Linterfchieve mathema⸗ 
tifcher Zufammenfegungen an, fo lange man fie nicht auf 
wirlliche Gegenftände anwendet. 


Euklides giebt feinen allgemeinen Begriff von Ähn⸗ 
lichkeit, fondern fegt die Beftimmungen, die zur Ähnliche | 
feit erforderlich find, flir jede Gattung von Größen bes 
fonders feft, als für ähnliche geradlinichte Figuren, ähn⸗ 
liche Körper, Kegel, Eylinder, Flächenzahlen und Körs 
vergab 
Nicolaus Dernoulli macht breyerley Arten von 
Ähnlichkeit der Figuren. Die Abfeiffen der einen und der 
andern ſeyn in einem gegebenen Verhältniffe, fo find die 
frummen Linien lateraliter ahnlich , wenn die zu den Ab⸗ 
feiffen in beiden Linien gehörigen Ordinaten fich wie die Ab: 
feiffen verhalten : exponentialiter oder. potentialiter , wein 
die Drdinäten ſich wie Potenzen ber Ksfeiffen verhalten ; 
functionaliter, wenn die Ordinaten denfelben Functionen 
der Abfeiffen proportional find, (Joh, Bernoulli Operum 
T.U.p. 451), Er | 
Zu vergleichen: Euler de fimilitudine et aflinitate cur- 
varum, in Introd, in Anal. Infin. Tab. I.c. 18. 
Aenigma Flotentinum. &, Slprentiner Aufgabe, 
Aequatio. ©. Gleichung. Er 


22 Aequatio, \ 
Aequatio fummätrix, ein. Ausdruck; "der 

bon Leibnitz gebraucht if, und daffelbe bedeutet, was man 

jest Integralrechnung nennt. Erfah Integriren als ein 

Summiren an, daher er auch das Zeichen nahm, um’ 

das Integral eines Differentials zu bezeichnen. Als wenn 

die Differentialgleihung ift pdy—xdx. fo iſt die daraus 

folgende Summatrix, [od s —/ xdx. Leib:.ir. Opp. T.III. 

pP» 192. In einem Briefe an oh. Bernoufli, der die 

Benennung, Sintegralrechnung, eingeführt bat, fagt Leib⸗ 

nitz, Daß er diefe Nechnung Calsulum fürmmatorium 

nenne; hingegen eaiculum:integralen: die Rechnungs⸗ 
weiſe arithmerifche Aufgaben in ganzen Zahlen, wo es an⸗ 
gebt, aufzuldfen. Commerc, phil, et mathem. Lei» 

nitii et Joh. Bernoulli, T.IEp, 161. 

Fi "Aequiangula figura , eine gerablinichte Figur, 
deren Winkel alle unter fich gleich find, 

J Aequicrurum triangulum, gleichſchenklichtes 
Dreyeck. Zr | —— 
Aequidiſtans, eine Linie, die von einer andern in al⸗ 

len Puncten gleichen Abſtand hat. S. Abſtand. 

Aequilatera ſigura, eine geradlinichte Figur, 

deren Seiten alle unter ſich gleich ſind. RN 

Außerer Winfel Cangulus externus),. in einem 

Dreyeck der Mebenmwinfel eines der drey Winkel deffelben; 

bey Parallelen ver Nebenwinkel desjenigen, welchen fie mit 

dem zwifchen ihnen ‚enthaltenen ‚Theile einer: fehneidenden 
geraden Linie machen. S. Parallelen. — 

Außerſter Theil ineinem ſphãriſchen rechtwinklich⸗ 

ten Dreyecke. S. Nepers Regel von ſphaär. Dreyecken. 

Affecta pi eine Gleichung, worin 
mehr als eine Potenz der unbekannten Gräfe vorkomme, 
ein Gegenſatz gegen aequatio,pura, worin nur eine Porenz 
derfelben fich finde.  - ,. NR 

Affectio, Beſchaffenheit einer. Erummen Linie, ih 
Abſicht auf ihren Lauf ins Alnendliche, wenn fiefolchen. 
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nimmt, ifre Berührungbart mir einer geraden Linie oder 
andern Frummen , ihre vielfachen Punete, wenn fie folche 
bat, und vergleihen. Diefe Erklärung. ift nach dem 
Cap. XIH. ver Introd, in Anal, Inf, P. 31. von Euler ge 


macht, melcher proprietates und affectiones zu unterfcheis 


den ſcheint, wie es fehr wohl thunlich ift. Mach d’ Alems 


bert in der Encycl.'method. ift Affection einerfey mit pro» 


priet£. , 
‚ Affinites, S. Ähnlichkeit. 

Affirmativ, fo vielals pofitiv, womit befonders in la⸗ 
teinifhen Schriften die Wörter affirmativus und afirmative 
als gleichbedeutend vorfommen. Der Ausdruck iftvon Viera 
eingeführt, aber in der Bedeutung wie additiv. Das Affir⸗ 
mative ift dem Megativen entgegengefegt, S. Entger 
gengefegte Größen, | | 

Afterfegel, ein Körper, der durch die Umdrehung 
einer krummen Lienie mit zwey unendlichen Gchenfeln um 
ihre Are entfteht, wie einer Parabel und Hyperbel. Die 
deutſche Benennung iſt von J. Ch. Sturm in feiner 
Überſetzung der Archimedeifhen Schriften aufgebracht, fo 


wie er überhaupt alle darin vorfommenden Kunftwörter 


deutfch giebt, Allein das Wort After bedeutet eine Folge 


der Zeit, dem Drfe oder der Ordnung nach, wie das. 


Mieverfächfifche Achter (z. B. Aftergeburt, Afterdarm), 


und wenn man es auch in einer herabwürdigenden Bedeu⸗ 


tung gelten laſſen will, fo wäre dieſe doch Hier nicht paſſend. 
Man bepalte das griechifcehe Wort Bonoid. S. Conoides. 

Afterfuge, S. Spharoid, | 

Afterwahe, ©. Eylindroid, | 

Aggregat ift algebraifhe Summe, ober ber 
Werth einer- Größe, die aus mehren Theilen zufammen: 
geſetzt iſt, dieſe mögen alle gleichnamige Vorzeichen Haben, 
oder mit verfchiebenen begleitet feyn, und der Werth ſelbſt 
mag pofitiv oder negativ zu nehmen ſeyn. Sind die Vor: 
zeichen gleichnamig, fo ift Aggregat daſſelbe mit der arith⸗ 
metifchen Summe, ein Ganzes, das feinen erfchöpfenden 
Theilen zufamamengegommen gleich iſt. 


8 


er D’ Alemberts Lehrfag 


D Alemberts Lehrſatz iſt folgender. & fey px 


eine Function von x, und. y—x — Qx; ferner fey yx 


eine-andere Funktion von x, fo ift 
BZ E02 2 5 22 2 Sun 2 ac So 
— 34 d3yy 2 dayy 
Erw . 
* | 


| + et | 
Diefe Formel wird in der Encyclopedie ınerhodique in 


‚ dem Art. Series als ein Theorem von d’Alembert angeführt, 
woraus daſelbſt die wichrige Reverſions⸗ oder Lmmwands : 


lungs «Formel von la Grange hergeleitet wird, Der Vers 
faffer des Artikels, Condorcet, giebt nicht an, wo X | 
Alembert jenen Sat vorgetragen hat, 

In der That ift dieſer Satz nichts anders als der fhon 
lange befannteZaylorfche Lehrſatz. Mach demſelben iftirgend 


eine Funckion von y -F u, die durch das vorgefeßte Funcs 
tionszeichen Y bedeutetwird, yytu) = Yy 
" 2 ah 


 dyy ur: y u> aiyy 
en dy * I. 2. * dy® + 1.2.3.  dy: , 


4 etc. | Dax — 540* gefest ift, ſo iſt u — Ox 
und vx —640), fo daß der W Kiembertide 
Sehrfag vollig mit dem Taylorfchen übereinkommt. 
Leſern der Encycelopẽdie ift vielleicht diefe Bemerkung 
willfommen, NEE | | 2 
Alaebra ift die Lehre von den Gleichungen, Diefe 
find ſymboliſche Formeln, wodurch die Verbindungen meh⸗ 


rerer Größen ausgedruckt werden (ſ. Gleichung). Die Eis 


genfchaften verleichungen, die Berwandfungen ihrerForm, 
die Zufammenfegung neuer Gleichungen aus mehreren ge: 
gebenen, die Ausſonderung einer jeden der gefuchten Größen 
durch eine Gleichung, in welcher fie allein mit gegebenen 
Größen vorfommt, und befonders die Auflsſung der Gleiche 
ungen find die Hauptftücke diefer Wiſſenſchaft. Die Aufs 
Isfung beſteht darin, daß aus ber Relation der gefuchten 
Größe zu den gegebenen, melche in der Gleichung auf eine 
unentwickelte Art, durch Vermiſchung des Bekannten mit 
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dem Unbekannten, dargeſtellt wird, der Werth der un⸗ 
befannten Groͤße bloß durch. bekannte Größen ausges 
druckt werde. Die Auflofung ift der. Zweck der Alge⸗ 
bra, daher Wolf und Hutton fie erklären als Methode, 
Aufgaben durch Gleichungen aufjulsfen. Nach Käftners 
Erklärung lehrt fie unbekannte Größen aus gegebenen 
Eigenfchaften derfelben durch Gleichungen finden, | 
Die Algebra bedient ſich, wie die ganze Analnfis, all⸗ 
gemeiner Zeichen, um ihren fehrfägen und Auflöſungen 
die volligfte Allgemeinheit zu geben. Darum wird oft die 
Buchſtabenrechnung, welche die arithmerifchen Zufammens 
fesungen und Entwicfelungen der Größen mit allgemeinen 
Zeichen machen lehrt, zur Algebra gerechnet, Es iſt aber . 
beſſer, fie Davon abzufondern, weil fie das allgemeine Werk 
jeug für die Algebra und Analyfis überhaupt iſt. | 
Die Erfindung der Gleichungen ift das Werf des ma: 
thematifhen Scharffinns, Darüber laffen fich Feine Res 
geln erteilen „ fo wie -e8 überhaupt Feine- Methoden zur 
Erfindung giebt, Die Algebra lehrt eigentlich die ganze 
Behandlungsart gegebener Gleichungen, Hierzu ifkfie im 
Stande beftimmte Vorſchriften zu liefern, - Sie weiſet 
den mathematifchen Linterfuchungen einen gewiſſen Gang. 
en, durch die — über die Combinationen, Ders 
wardlungen und Auflsfungen der Gleichungen, ihre 
Zehrfäge liber die Relationen der gegebenen Größen zu den 
unbefahnten find Data, moraus man auf einem Furzen 
Wege in jedem beſondern Kalle wichtigesehrfäge und bequeme 
Auflöfungen herleiten kann. Inzwiſchen iſt das Verfahren 
bey der Anwendung der Algebra nicht mechaniſch. Ein me⸗ 
chaniſcher Algebraiſt wird nur auf mühfamen Umwegen zum 
Ziele fommen, Zu einer geſchickten Benugung der alger 
braifchen Lehren ift Überlegung , und nicht felten Scharf 
finn-nethig, um die Nechnung möglichit kurz, deutlich 
und nett zu führen, Furz, ihr eine Eleganz, wie man ſie von 
geometrifhen Beweiſen und Auflefungen fordert, zu vers 
fhaffen Man muß nicht Furzfichtig auf die Symbole 
das Auge Heften, fondern die Verbindungen der Größen 


anmitteldar durchzuſchauen ſuchen. 
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Die Erfindung ber Gleichungen pflege bey reinen arith⸗ 
metiſchen Aufgaben keine Schwierigkeit zu haben, weil 
die Bedingungen der Frage alle in.der Trage ſelbſt ſchon 
‚gegeben werden. "Allein bey der Anmwendnng der Ned: 
nung ‚auf Gegenflände aus der Geometrie, Phyſik und 
sechnifchen Mathematik ift es oft nicht leicht zu den Gleich“ 
ungen zu gelangen, weil vielleicht nicht alle Größen, die 
auf die Beftimmung des Gefuchten Einfluß haben, ges 
geben werden, oder weil zwifchen ven gegebenen und ges 
fuchten Großen, Bedingungen und Berhältniffe Statt 
haben, die aus ver Befchaffenheit des Gegenſtandes fließen, 
aber in der Aufgabe nicht vorfommen. Wird nach meh⸗ 
rern Großen gefragt, fo muß man diejenige ausfuchen, 
aus welcher die übrigen am leichteiten hergeleitet werden. 
Zuweilen ift es nützlich, nicht die Große, welche gefunden 
werden foll, ynmittelbar zu fuchen, fondern eine andere, 
aus welcher jene fich leicht herleiten läßt. Z. B. wenn die 
Summe jweyer unbekannten Größen ein Datum ift, fe 
ift es am bequemſten, ihren Alnterfchied zu fuchen, weil, 
Daraus und aus der Summe fich die beiden Größen ganz 
Jeicht ergeben. — Wenn nun alle Bedingungen einer: 
Frage in die algebraifche Sprache Überfegt, oder in Gleiche 
ungen. gefaßt find, ſo daß man fo viele. Gleichungen 
als unbefannte Größen bat, fo hat man aus diefer für 
“jede derfelben eine Gleichung zu fuchen, in welcher fie als 
fein nebit gegebenen Größen vorkommt, indem die andern 
unbekannten Größen aus der Verbindung mit ihr gebracht 
oder weggefchaffe werden (f. Elimination). Hierauf 
wird jede Gfeichung für fich aufgelöfer, welches bey den 
Gleichungen, die nicht über den vierten Grad fleigen, auf 
eine directe Art geſchehen Fann, bey höher aber nur in« 
directe auszuführen ift. A 
Die Algebra hat zwey Haupttheile - In dem erfteh 
wird von den Nelationen der befannten und unbefannten 
‚Größen gehandelt, wenn die leßtern ihre beftimmten Were 
the haben. In dem zweyten werden Diejenigen Nelatior 
‚nen betrachtet, wodurch die Werthe der unbefannten 
Größen ſelbſt nicht beftimme werden, fondern nur ihre 
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Formen, z.B." in einer Steichimg jroifchen zwey unbe⸗ 


kannten x und y die Form derſelben zu finden, wodurch 
beide ganze Zahlen werden; die Form von x zu beſtimmen, 


wodurch eine Function dieſer Größe, wiea + bx—cx 


etc. ein rationales Quadrat oder ein ſolcher Cubus werde; 
einen Ausdruck, wieax? + bxy-+ cy? in Factoren zu 
zerlegen; Die Summe x? + y*? zu einem Quadrate zu 
machen, ober fie in zwey andere Quadrate zu verwandeln. 
Man nennt dieſen Theil auch die Diophanteifche Anas 
Isfis, von Diophautus, der.darüber ein fehagbares Werk 
hinterlaffen bat. Dh mag derfelbe fiiglich zur Algebra 
gerechnet werden. Die Bedingung der Form dient ftate 
einer Gleichung. Kuler hat die Rechnung der. unbeftimma 
ten Größen feinem Lehrbuche von der Algebra: beygefügt, 
und fie die unbeftimmte Analytik genannt. Sie unter 
fcheider fich von der Analyſis unbeſtimmter Größen dadurch, 


Daß in diefer die unbeſtimmten veränderlichen Größen feiner 


bejondern Form unterworfen werden. Ein Abriß derfel- 
ben it in. dem Aerifel, unbeffimmte Analytik, um bie 
Benennung, die Euler ihr gegeben hat, beyzubehalten. 

In Abficht auf den Vortrag unterfcheider man die nu⸗ 
merifche und die fymbolifche Algebra. 


Die numerifcye Algebra (Algebra numerofa) ift - 


diejenige, deren ſich die alten Algebraiften bedienten, und - 


zwar bloß zue. Auflöfung arithmerifcher. Aufgaben, die 
Hleihfam als Näthfel zu Ybung des arithmetifchen Scharf: 
finnes vorgelegt werden. Die unbefannte Größe allein 
ward durch einen Buchitaben oder fonft ein Zeichen darge- 
stelle; alle befannten und gegebenen Größen aber wurden 
durch Zahlen ausgedruckt. Dieſer Merhode mag man 
fi für Anfänger, wenn fie ben den allgemeinen Ausdrücken 
Schwierigkeiten finden , bedienen. | 

Die fymbolifche Algebra (A. literslis, fpeciofa) 
bezeichnet alle Größen, die gegebenen, fo wie die gefuch- 
ten ‚ durch Buchftaben als Symbole. Dadurch iſt fie im 
Stande ; ihre Auflöfung auf alle nur mögliche Fälle und 
auf alle Arten von Größen anzuwenden, der Gegenitand 
wag in. die Arithmetik, oder Geometrie, oder Mechanik, 


\ 
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oder fonft einen Theil der angewandten Mathematik gehe: 
ren. Gie dient dadurch ſowohl zur Erfindung von Lehr: 
fägen, als zur Auflöfung von Aufgaben. Mach ver alten 
Algebra muß man für jeden Fall derfelben Art, wenn bie 
gegebenen Größen andere Werthe erhalten, Die ganze 
Rechnung wiederholen, Oder man muß mit Mühe und 


Aufmerkſamkeit die Regeln ver Auflöfung aus dem Vers 


fahren in einzelnen Fällen abftrahiren, Wieta, des dem 
Gebrauch ver Buchitaben (fpecies) für alle Größen, auch 
für die befannten, allgemein machte, nannte bie Algebra 


‚daher Arithmetica fpeciofa. Newton nannte fie Arith- 


metica univerfalis, vermuthlich zum Theildeswegen, weiler 
fie piel zur Auflsfung geometrifcher Aufgaben anwandte, 
Der Name Algebra ift arabifchen Lirfprunges, wie 

die erite Sylbe, der arabifche Artikel, anzeigt. Don 
den Arabern ijt diefe Wiffenfchafe den Europäern mitge» 
theilt worden. Lucas de Burgo fancti Sepulcri, in 
der legten Hälfte des 15ten Jahrhunderts, deſſen italies 
nifch gefchriebenes Werk; Summa de Arithmetica Geo» 


'metria P’roportiont e Proportionalita, Venedig 1494, zu⸗ 


gleich das damahls bekannte yon der Algebra enthält, nennt 
diefen Theil feines Werks: L’ Arte maggiore, ditta dal 
vulgo la Regola de laCofa, over Alghebra e Alınuca. 


bala, Die [este Benennung überfegr er durch rcflauratio 
et oppolitio, Daß Gegenftellung ſich auf die beiden Theile 


einer Gleichung bezieht, ift deutlich genug. Die Wieders 
berftellung mag die Zufammenfesung ber unbekannten 
Größe aus verfchiedenen gegebenen andeufen, Golius 
in einer Anmerfung zu des Alferganus aftronomifchen Anz 


fangsgrüinden leitet das Wort Algebra von einem arabi= 


ſchen Worte ber, das bedeutet einen gebrochenen Knochen 
heilen. Weil nun Theile der Einheit in der Rechenkunſt 
auch durch ein Wort angezeigt werden, das Brüche oder. 


Bruchftücke bedeutet, fo habe man, fagt er, mit Dem 


Worte Algebra die mathematifche Analyfis benannt, als 
welche fich vornehmlich damit befchäftige, die mit einander 
zu vergleichenden Größen (termiaos comparationis) in eine 


Gleichung zu bringen, beſonders aber ihre Tpeile in ganze. 
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Zahlen zu detwandeln. Das legte kann nicht Urſache der 
Senennung ſeyn, weil Algebra auch in den alten Zeiten 
feine Bruchrechnung war. Das Örammatifalifche der Her« 
leitung ift ohne Zweifel richtig, weil in der fpanifchen 
Sprache, die von den Mauren viele Wörter beybehalten 
bat, Algebrifta ein Mann heißt, der Beinbrüche und 
Berrenkungen heilt, (Käftner in der Vorrede zur Anal, 
d, Endl. S. XJIL) x / 
- Die Benennung, Arte Maggiore, bat nad) Lucas ih⸗ 
ten Grund darin, weil fie mit höhern Rechnungen zu thun 
bat, da die Rechnungen fürs gemeine Leben.die Arte mi- 
more ausmachen. | — J 
Regola de la Coſa hieß die Algebra in den alten Zeiten, 
weil Cofa oder Sache, die unbefannte Größe, und zwar 
ihre erfte Potenz, bedeutete. Daher ift bey den alten 
Deutfchen Algebraiften die Benennung, ‚Regel Coß, oder 
die Coß, üblich geworden. Einige Schriftfteller im ı öten 
ahrhundert nannten die Algebra auch Regula rei et cen- 
us, da durch cenfus die zweyte Potenz oder das Quadrat 
einer Zahl bezeichnet ward, und die Aufgaben gewöhnlich 
nur auf Gleichungen vom zweyten Grade führten. 
Die Hiftorifche Unterfuchung der Entdeckungen und 
BVerbefferungen in der Algebra iſt nicht ohne große und 
ſcharfe Widerſprüche geführt worden, Diefe rühren theils 
bon Partheylichkeit und von Vorurtheilen her, die allen 
Nationen gemein find, theils von einer unzulänglichen 
Bekanntſchaft mit den Schriften der altern Algebraiften: 
Daher find die Verbeflerungen, welche Schriftfteller einer 
Harion gemacht haben, den Schriftjtellern einer andern 
jugeeignet, und die Eintdeefungen eines frühern Verfaſ— 
fers einem viel ſpätern zugefchrieben worden. Die Made 
richten von manchen befondern Methoden in der Algebra 
find fo unbollftändig, daß man daraus nım eine fehr mans 
gelhafte und ſchwankende Borftellung von dem Zuftande ber 
Wiffenfchaft in ihren derfchiedenen Perioden erhält. Man 
muß die Schriften der algebraiſchen Verfaſſer felbft lefen, um 
denallmähligen Fortgang ihrer Einfichten beſtimmt und zus - 
verläffig kennen zu lernen. Wallis bar in feiner Algebra 


., 


30 ‚Algebra 


viele hiſtoriſche Nachrichten eingertict, iſt aber zu par⸗ 
thenifch für feinen Landsmann Harriot, . fo wie auf der. 
andern Seite Gua in feiner Sefchichte der Algebra (Mem. 
de Pacad. des Scienc. 1741) zu viele Vorliebe für Vieta 
zeigt. 

Hutton hat in ſeinem mathematiſchen und phoſtkaliſchen 
Worterbuche Vol I. p. 65 — 97 eine Geſchichte der Al: 
gebra geliefert, die in Abficht auf die Schriftfteller des 
ı6ten und 17ten Jahrhunderts fehr ausführlich iſt, in 
der neuern aber nur Furze Anzeigen enthält. Er verfichert, 
daß er. alle ältern Schrifefteller über die Algebra; ; deren 
er habhaft werden können, nach ihrer Folge forgfaltig durchs 
gelefen, und eine umftandliche Befchreibung der von ihnen 
- abgehandelten Lehren, ihrer Verbeſſerungen und Sorte. 
fehritte, ihres Eigenthümlichen und ihrer Bezeihungsars 
ten gemacht habe, wovon er inzmwifchen nur einen Auszug 
mittheilen Fonne. Da die von Hutton gelieferten. hiftoriz 
ſchen Nachrichten Sorgfalt und Unpartheylichkeit zeigen, 
fo werben fie in der folgenden Geſchichte der Algebra zur 
Ergänzung meiner —— isn it — 
werden. | 


Geſchichte der Algebra. E 


Das ältefte Werf über die Algebra, welches wir bis 
ben, -ift von Diophantus aus Alerandrien, deſſen Zeite 
alter aber unbekannt ift, wiewohl man ihn in das vierte 
Jahrhundert zu fegen pflegt. Er Bat 13 Bücher von 
arithmetiſchen Aufgaben in griechiſcher Sprache ge— 
ſchrieben, wie er ſelbſt am Ende der Einleitung es angiebt. 
Von dieſen ſind nur ſechs zu uns gekommen, mit einem 
Buche von den Polygonalzahlen. Die erſte Ausgabe iſt von 
Xylander, in einer lareinifchen üeberſetzung, Baſel 1575, 
Kol. Den griechifchen Text mit einer lateiniſchen überſetzung 
gab Bachet zu Paris 1621. Fol. heraus. Die beſte iſt 
griechiſch und lateiniſch, mit einem Commentar von Bachet, 
und Bemerkungen ven Fermat. Toulouſe 1670 Fol. Die 
in dieſen Büchern vorgetragenen Aufgaben gehören groͤß⸗ 
tentheils zur unbeſtimmten Anglytik. Die Aufgaben in 
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dem erften Buche aber find beſtimmte, und führen: alle 
auf Gleichungen vom erſten Grade, -auffer die Aufgaben 
305 315 33 , welche die Auflöfung einer Gleichung vom 
jwenten Grad erfordern. Doch vermeider Diophantus 
durch die Wahl der unbefannten Größe die Sorm, weldhe 
nebjt dem Quadrat die unbefannte- Größe felbft enthalt, 
und findet fie durch eine veine oder einfache quadratifche 
Gleihung. Die ganze Sammlung ift ein Beweis von 
der meifterhaften Gefchisklichfeit des Werfafjers, und-zeigt, 
baß er in die mathematifche Analyfis tief eingedrungen ift, 
Da er aber die unbekannten Größen fo wählt, und die 
Aufloͤfung fo einrichter, daß er alle Bedingungen in Gleich⸗ 
ungen vom erften Grade oder höchftens einfache quadra= 
tiſche Sleichungen bringt, fo kann man nicht wahrnehmen, 
was ihm von der Yuflöfung zufammengefegter. Gleichungen, 
ber eigentlichen Algebra, befannt geroefen fey. Die arith⸗ 
metische Analyfis des Diophantus hat, wie die geomes 
teifche der Alten, nur wenige umd einfache Hülfsmittel, 
In jedem befondern Falle war aljo erfinderifche Geſchick⸗ 
lichfeit nöchig, die fich nicht in Regeln und fombolifchen 
Gägen mittheilen ließ Daher haben wir bey den Alten : 
Feine technifche Analyfis oder Algebra zu fuchen. Ihre 
Analnfis war eine geiftige, Feine formulare, Diophantus 
loſet feine Aufgaben durch. einfache Sleichungen auf, und 
gebraucht in der Nechnung nur eine unbekannte Größe mit 
einem Symbol, wählt aber diefe fo finnreich, daß alle die 
übrigen unbefannten Größen in der Aufgabe dadurch leicht 
ausgedruckt werden, und daß die Endgleichung die einfach» 
fie Geſtalt, die möglich feyn mag, erhalt. Das feine 
Derfahren bey der Beltimmung ver zu fuchegden Größe 
giebt diefer Sammlung von Aufgaben ihren vorzüglichen 
Werth. Iſt dieſe feftgefegt, fo finder fich die Endgleichs 
ung leicht und fehr deutlich. Die gegebenen Größen druckt 
Diophantus zwar in Zahlen aus, Man ficht aber doch 
aus der Hechnung, wie fie für andere Zahlen zu führen 
iſt. Dieunbefannte Größenenne er ſchlechtweg eine Zahl 
und. bezeichnet fie durch 4. Bekommt fie einen Zahlcveffis 
eienten , fo wird dieſer nachgeſetzt, und jenes Zeichen ver⸗ 
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doppelt, z. B. ey, das iſt nach unſerer Bezeichnung 
3x, oder ed wird das Zahlwort ſelbſt nachgeſetzt. Das 
Quadrat einer Zahl bezeichnet Diophantus durch 28. den 
Cubus durch «U, das Biquadrat durch 88° die fünfte Po⸗ 
ten; durch du”, die ſechſte durch xxꝰ, die Einheit har das 
Zeichen ne. Die vier Species der Mechenfunft bey 
Größen, die aus befannten und unbekannten befteben, ſetzt 
er voraus. Daß ein Defeet (Andi) mit einem Defeet mul 
tipficirt einen Üeberfchuß (vrapkic) giebt, und daß ein 
Defeet mit einem Weberfchuß multiplieire einen Defect 
Hiebt, nimmt er als erwiefen an. Von feinem Verfahren 
werden in der unbeſtimmten Analytik ein paar Benfpiele 
Hegeben werden, — 
In Europa iſt die Algebra nicht durch das Werk des 
Diophantus bekannt geworden, ſondern wie die meiſten an⸗ 
dern Kenntniſſe von den Arabern mitgetheilt worden. Car⸗ 
danus giebt auf das Zeugniß des Leonardo von Piſa den 
Araber Mahomet Ben Muſa (Sohn des Moſe) als 
den erſten Schriftſteller über die Algebra an. Ein Werk 
von ihm iſt in einigen Bibliotheken handſchriftlich vor⸗ 
handen. Die Araber haben ohne Zweifel die Schriften 
der riechen über die höhere Arithmetik gekannt; nach dem 
eugniffe des Abulphatagi ift Diophantus ins Arabifche 
iberfest worden. Die Behandlung der Gleichungen bom 
erſteñ Grade ift von dem griechifchen Schrifefteller ſchon 
in den Beyſpielen gut gewiefen worden. -Die Araber has 
ben fie vielleicht ſyſtematiſcher gemacht, und durch den 
Gebrauch ihrer bequemen Zablzeichen erleichtert. Insbe⸗ 
fondere mögen fie Die Vorfchriften zur Auflsfung zuſam⸗ 
mengefester quadratifcher Gleichungen herausgebracht has 
ben, welches für uns gegenwärtig zwar etwas fehr Teiche 
tes ift, allein in dem Anfange der Kunft ein wichriger 
Fortſchritt war. Die Araber Haben fich auch ſchon mit 
den cubifchen Gleichungen befchäftigt. In der Bibliothek 
zu Leiden ift ein arabiſches Manufeript über dieſe Gleich“ 
ungen vorhanden, wovon Hutton eine Abfchtift oder eine 
Überfeung durch den zu früh berftorbenen Profeffor Das 


men zu 2eiben zu erhalten hoffte, 


Bon den Mauro + Arabern warb die Kenntniß dee 
Algebra nach Spanien verpflanze. Aus diefem Jande mes 
gen die Italiener fie zum Theil erhalten haben. Doch 
haben fie auch unmittelbar von den Arabern durch einen 
ihrer Landsleute Linterricht in diefer Kunſt befommen, Les 
onardo von Pifa, ein Kaufmann, der umdas J 1200 
große Reifen nach dem Orient unternahm, brachte von da 
die Kenntniß der arabifhen Arithmetik und Algebra mie 
(f. Zahlzeihen). Er hat eine noch ungedruckte Algebra 
hinterlaſſen. In Sstalien fand diefe neue Ark der. Arirh- 
metif viele Liebhaber, welches die in Bibliotheken noch 
borhandenen Manuferipte arithmetiſcher Werke bezeugen, 
Die Verfaſſer ver erften, nach der Erfindung der Buch⸗ 
druckerkunſt erfchienenen Schriften über die Algebra füh- 
ven manche ältere Schriftfteller als ihre Vorgänger und 
Lehrer in diefer Kunſt an. 


Das älteſte arithmetiſch- algebraiſche Werk unter 


ben gedruckten iſt das vorher angeführte von Lucas Pas 
ciolo, oder Frater Lucas de Burgo fancti fepuleri , einem 
Minoriten Monch. (Kältners Geſch. der Math. I. ©, 
65.) Die damahls in Europa vorhandene Kenntniffe in 
ber Arithmetik, Algebra und Geometrie find darin volle 
fländig und fehr gut vorgetragen. Die gemeine Ariths 
metif und die Ausziehung der Duadrat= und Cubifwurzeln 
werden darin faft auf die jest gebräuchliche Art gelehrt. 
In feiner Höhern Arithmetik oder Arte maggiore handele 
et zuerſt von den Proportionen, fowohl der arithmerifchen 
als geometrifchen, mit vielen Benfpielen von Aufgaben über 
die geometrifche Progreffion, die er durch eine Art von 
Algebra auflöfer. Ferner von der Regula falſi, der ein- 
fahen und gedoppelten, die er mit einem arabifchen oder 
phenizifchen Worte el Cataym nenne, Dann von den 
vier gemeinen Species in der Algebra, wo er zeigt, daß 
bey der Multiplication und Divifion gleiche Vorzeichen +, 
ungleiche — geben. Weiter von der Nusziehung der Wurs 
jeln, und der Rechnung mit Wurgelgrößen. Auch lehrt 
der Berfafler die Ausziehung der Quadratwurzeln aus 
Größen von der Form wie 23 + Y 448 und Yıg + — 
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zur Frläuferung des 10ten Buchs vom Euklides. Dar: 
auf handelt er die Sleichungen vom erjten und zweyten 
Grade ab. DieAuflöfung der legtern bewerfftelligt er fo, 
wie wir es jest hun, durch Ergänzung des Duadrats, 
und dann durch die Nusziehung der Wurzel aus beiden 
Zheilen der Gleichung. Auch löſet er Gleichungen vom 
vierten Grade auf, welche die Form einer quadratifchen 
haben: Bey quadratifchen Gleihungen mit zwey pofitis 
. ven Wurzeln gebraucht er die Wurzeln beide; allein bey 

denen mit einer negativen Wurzel giebt er auf diefe nicht 
Acht. Die eubifchen Gleichungen und die höhern (Die 
ſchon gedachten. vom vierten Grade ausgenommen) aufzu⸗ 
löſen, giebt er als unmöglich auf, mit dem Beyfügen, 
Daß man dazu fo wenig als für die Duadratur des Kveifes 
eine allgemeine Borfchrift.gefunden habe. - Die Bezeich: 
nungen des Lucas find n° für Die befannte Gräfe, o (d.i. 
cofa) fiir die unbefannte Größe; ce. (cenfo) für ihr Qua⸗ 
brat; cu. (cubo) flir den Eubus; ce, ce. für das Biqua⸗ 
drat; p°r° (primo relato) für die fünfte Potenz; ve. cu 
für die fechfte Potenz; p (piu) für das Zeichen der Mobi- 
tion; m (meno) für die Subtraction. 3. B. 3co, p. 
4ce, m. 5cu. p. 2ce, ce. m. 6n? ift, was wir jetzt 
fo fchreiben: 3x ax? — 5x5 —axt —6. Kür 
die Auflöſung der quadratifchen Gleichungen findet man 
‚bey ihm die Negeln in barbarifch: lateiniſchen, nach feis 
nen Lircheil eleganten Verſen, Hier ift eine berfelben, 
fir ven Sallx® mx — a, wo x — V(a +4m®) 
— Im. 


Si res et cenſus numero doequantur, a rebus 
Dimidio ſumto cenfum producere debes, 
Addereque numero, cuius a radice tofiens 
Tolle femis rerum, cenfus latusque redibit. 


Das Werk des Lucas feheint das Studium der Alges 
bra allgemeiner und eifriger gemacht zu haben. Nicht 
lange nad) der Erfcheinung deffelben, um das J. 1505, 
fand Scipio Serreo. Profejlor ver Mathematik zu Bo: 
Iogna, zuerſt die Regel für die Auflöfung. eines: Salles 
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der cubiſchen Gleichungen, namlich den, x? mx —a, 
oder nach damahlıger Art des Ausdrucks, capitulum « ubi 
er rerum numero aegvali.m, Kr entdeckte einem feiner 
Schüler, Klorido , oder Siore, die Auflofung, woraus 
er übrigens ein Geheimniß machte. Diefer bevienre fich 
des ihm mirgetheilten Verfahrens, andere mit Aufgaben 
ju necken, deren Auflsſung von der Negel für jenen Fall 
eubifcher Gleichungen abhieng. Insbeſondere brachte er 
den Lartalea (richrfiger als Tartaglia) aug Breſcia, der 
ju Venedig die Marhematif lehrte, durch feine Muffordes 
rungen dahin, daß er mir ihm eine Wette eingieng, wer 
bon ihnen beiden drenfig Aufgaben , Die der eine dem 
andern vorlegen würde, auflöfen könnte. Nun harte - 
Zartalea ſchon im J. 1530 für zwey Fälle der cubifchen 
Hleihungen, namlich »3 -ınx? =a, undxd —.ux? 
+a, die Auflsfung gefunden. Auf Veranlaffung der 
Syerausforderung von Florido bemühte er ſich um die Auf: 
löfung der Fälle,x5 Fmx =a undxd® —=ınx +2, 
Als er fie gefunden hatte, legte er feınem Gegner manche 
Aufgaben vor, die auf die legter@'diefer Gleichungen, oder 
aufjene,' die das Quadrat der unbefannten Groͤße nebſt dem 
Cubus enthalten, führten. Dieſer war nicht im Stande ſie 
aufzulsſen, dagegen Tartalea alle ihm zugeſtellten beant⸗ 
worteten. Die ganze Geſchichte der Entdeckung, und die 
Händel, welche darüber mit Cardanus entſtanden, erzähle 
Tartalea in dem gten Buche feiner Quchiri et Inventioni 
diverfe, Wenedig 1546. Diefes Werf enthälr die Be— 
antwortungen von mancherlen ragen, die dem Verfaſſer 
vorgelegt find, größtenrheild die Artillerie, Taftif und Se— 
feftigungsfunft betreffeub, und in dem legten Buche, wel: 
ches das neunte iſt, die ragen arithmetiſchen und geo: 
metriſchen Inhalts. Das vornehmite und legte Werk des 
Zartalea iſt fein Frattato d: vumerı e milure „ Venedig 
1556 und 1560. Da der Verfaſſer im J. 1557 flarb, 
fo ift ver Theil, der von der Algebra handelt, unvollender 
geblieben, und erſtreckt fi nur bis zu den Gleichungen 
vom jwenten Grade. - | 
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Hieronymus Cardanus , aus Mayland, ein ſehr 
gelehrter und mit allen feinen Wunderlichkeiten merfwür: 
diger Mann, erhielt von Tartalen auf fein injtändiges 
‚Bitten, und gegen die heiligfte Verficherung, die Ent« 
deckung nicht befannt zu machen, die Mitrheilung der von 
diefem gefundenen Auflsfung eubifcher Gleichungen. Er 
machte fie aber dach 1545 befannt in dem Werfe: Artis 
magnae five de regulis Algebrae Liber unus, welches als 
das rote Buch zu den 9 Büchern der Practica arithmetica 
generalis, Mediol. 1539, gehört. Es ift auch zu Baſel 
1570 herausgefommen, nebſt andern mathematifchen 
Werfen des Verfaſſers: Opus novum de proportionibus 
numerorum, motuun, etc. — Praeterea, Artıs ınagnae — 
liber unus — item de Aliza regula Liber, —! Tartalea 
empfand dies fehr übel, und ward Dadurch veranlaßt, feine 
Verhandlungen mit Cardan befannt zu machen. Die 
Zänfereyen jwoifchen beiden dauerten bis zum Tobe des 
erftern. Cardan fuchte fi) Dadurch zu rechtfertigen, daß 
er die Beweiſe zu den ihm mirgerheilten Megeln der Auf: 
loſung gefunden , und die Erfindung des Tartalea ermei: 
tert hatte... Er hat durch die Bekanntmachung der Vor⸗ 
fchrift, eubifche Gleichungen aufjulöfen, die Ehre erhalten, 
daß man fie allgemein Cardans Regel nennt, da fie ei⸗ 
gentlich nach ihrem Erfinder die Negel des Tartalea heißen 
ſollte. Inzwiſchen hat doch auch Cardan fich um die Theo⸗ 
tie der cubifchen Gleichungen verdient gemacht, und zu 
allgemeinern Bemerkungen und Behandlungen der Gleich: 
ungen den Weg gewiefen. Er fah zuerſt ein, daß eine 
Gleihung ‚auch negative Wurzeln haben fönne; nur 
nannte erfie erdichtete Chictas), wie auch noch Wolf fie fal⸗ 
ſche Wurzeln nannte, Er erflärte ihre Beſchaffenheit 
aber fehr gur dadurch, daß er fagte, die erdichtete 
Wurzel der Gleihung x? +a —=mx fomme überein 
mit der wahren Wurzel der Gleichung x? —=mx -+a, 
und daß die Veränderungen der Vorzeichen des zweyten 
und legten Gliedes in einer vollftändigen cubifchen Gleich⸗ 
ung die pofitiven Wurzeln negativ und die negativen pos 
fitiv mache, Da Tartalea dem Cardanus nur die Negel 
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mx —a, I. xs — mx -+a, Ill.x® -a =mx 
mitgetheilt hatte, ſo ſuchte er Regeln für alle Formen und 
Abanderungen der cubiſcheu Gleichungen, wobey er faſt 
alle Verwandlungen der Formen aufſtellte, wie es bis da⸗ 
hin noch nicht geſchehen war. Er fand, wie in cubiſchen 
amd hoͤhern Gleichungen das zweyte Glied weggefchafft 
werden Fonne. Mit dem Falle, den man den calus irre- 
dueibilis nennt, gab er fich viele Mühe, ohne damit zu 
Stande zu kommen. Dies thuterbefondersin dem Buche, 
welches er betitelt hat, de Aliza regula, ein Ausdruck, 
den er nicht erklärt. Er giebt in dieſem Buche (C. 31) 
eine Negel für ven allx® —=bx +c, die fid darauf 
gründer, daß die Gleihung xs —=(m? + n®)x —2mn 
(m+n) die Wurzel x—=m+n hat. Er erfannte, 
daß eine Gleichung mehrere Wurzeln zuläßt, und zeigte 
an Benfpielen, daß eine cubifche drey Wurzeln Haben Fann. 
Dody rechnere er zwey gleiche und gleichnamige Wurzeln 
nur für eine einzige. Z.B. In der Gleichung, X? — 12x 
— 16, findet er nur zwey Wurzeln, ++ 4 und — 2, da 
fie doch zwey gleiche negative Wurzeln hat, Dennoch) 
batte er eingefeben, daß in einer eubifchen Gleichung der 
Eoefficient des zweyten Gliedes der Llnterfchied Der wahren 
und erdichteren Wurzeln iſt; daß alfo, wenn diefes Glied 
fehlt, die Summe jener oder diefer ſo groß ift als die ent: 
gegengefeste Wurzel, Er bemerkte, daß in einer cubi⸗ 
ſchen Gleichung, deren Glieder alle auf eine Seite gebracht 
worden , die Anzahl der poſitiven Wurzeln der Anzahl der 
Abwechfelungen unter; ven Vorzeichen gleich ift, wofern 
nur alle dren Wurzeln möglich find; auch daß bie unmoͤg⸗ 
lichen Wurzeln immer ſich gedoppelt finden. Cr wandte 
die Algebra zur Auflöfung geometrifcher Aufgaben an. Auch 
gebrauchte er ſchon manchmahl Buchſtaben, um Größen 
auf eine allgemeine Art zu bezeichnen und zu behandeln, 

Die Aufgabe, drey Zahlen zu finden, die in geomer 
trifcher ftetigen Proportion find, ‚deren Summe eine gege⸗ 
bene Zahl (als 60) ift, und von welchen bie erfte un® 
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zweyte mit einander multiplicirt ein gegebenes Product (als 
. 6, machen, war die Beranlajjung zur Erfindung eines Vers 
fahren, biquadratifche Gleichungen aufzuloͤſen. Die 
Aufgabe führt, bey den vorher genannten Zahlen, auf 
die Gleichung x+ 6x? +36 —=6ox. Cardan er» 
munterte den Ludovico Serrari aus Bologna, einen 
jungen Mann von mathematiichen Talenten, die Auflö« 
fung zu ſuchen. Dieſer fand auch dazu ein Berfahren, 
weiches darın befand, daß auf beiden Seiten: der auf. 

eine gewiffe Art geordneten Gleichung folche Größen hinzu‘ 
gethan werden, Daß die Duadrafmwurzel aus beiden Thei— 
Ien fich ausziehen. läßt (f. Sleichung IV, 14.) Cardan 
theilt diefe Auflöfung in feiner Ara magna mit. Hernach 
bar fie. aub DBombelli-in feiner italignifch gefchriebenen 
Algebra, Bologna 1379. angeführt, daher einige, als 
Wallis und Euler, diefelbe dem Bombelli zueignen. Die 


Methode, welche Bombelli zur Ausziehung der Eubife 


wurzel aus einer zwertheiligen Größe, a + Yb, angiebt 
ift unbrauchbar, mwenigitens fo, mie Hutton fie borträgt, 
ober zur Ausziehung der Cubifwurzel aus dem Binomium 
at y -— b giebt er ein. Verfahren an, welches an Denen 
Füllen brauchbar. iſt, da die Wurzel diefelbe Form, 
x+-V y mit rationalen Werthen für x und y bat. 

Nämlich, wenn diefe. Wurzelcubirt wird, fo ift dermögliche 
Theil — a, der unmöglihe = — b.. woraus ſich die 
Gleichungen für x und y ergeben, Bombelli hätte ein _ 
Ahnliches Verfahren auch für die Ausziehung. der Cubik⸗ 
wurzel aus a-+Vb anmenden Eönnen, Jenes ‚führte 
ihn auf die Bemerfung, daß die beiden Theile der Car⸗ 
danifchen Formel, - wenn fie gleich einzeln Feine wahren 
Größen find, doch in ver Summe eine wahre Größe ges 
ben fünnen. Er machte auch die wichtige Bemerkung, 
daß inittelft der eubifchen Gleichung, x =bx +c, ein 
Winkel in drey gleiche Theile geteilt werden Fann. Eine 
merkwürdige Stelle, die Algebrades Diophantus betreffend, 
ift in des Bombelli Algebra befindlich. Er erzählt, daß 
in der Baticanifchen Bibliothek ein griechifches Werf über 
die Algebra vorhanden fep, welches er mit einem roͤmiſchen 


- 
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Machematiter zufüberfegen unternommen habe; fie hätten’ 


von den fechs vorhandenen Büchern fchon fünf überfegr. 


Nun fügt er hinzu, fie hätten gefunden, daß in dieſem 
Werke Indiſche Schriftfteller oft angeführt würden, wor⸗ 
aus fie fähen, daß die Tindier die Algebra vor den Ara 


bern gefanne haben. müßten. . In dem Diophantus, wie 
wir ihn haben, findet fich Feine Eitation eines Indiſchen 
Schriftſtellers. Das Manufeript, welches Bombelli ges 
braucht hat, muß interpolire geweſen ſeyn. 


In Deutſchlaͤnd war, nach Huttons Urtheil, in der 
erſten Hälfte des 16. Jahrhunderts die Algebra ſchon wei⸗ 


ter fortgerückt, als ſelbſt in Italien, nur freylich die über 


die cubiſchen Gleichungen hier gemachten Entdeckungen 


ausgenommen. - Sie näherte ſich ſchon mehr der neuern 
Form. Die ältefte algebraifche Schrift in Deuffchland, 
ift die Eof Chriſtoph Rudolphs (aus Sauer) die im 
Jahr 1524 gebrucdt if, Weil fie fich felten gemacht 
harte, beforgte Mich. Stifel aus Eflingen eine neue’ 
Ausgabe, welcher er viele Zufäge benfügte, Der Titelift: 
Die Coß Chriſtoph Rudolph mit ſchönen Exempeln der 


Coß, durch Michael Stifel gebeſſert und fehr gemehrt, 


1571. 491 Bl. in 4. (Käſtners Geſch. der Mathematik 
1.0.) Bon dieſem Buche iſt auch eine Ausgabe zu Am⸗ 
ſterdam 1615; 827 S. in-g. in deutfcher Sprache Heraus: 
gefommen. - Stifel.hat auch ein eigenes Werf über Nrirhs 
methif und Algebra geliefert: Arithmetica integra,, Norib, 
1544; 322 Dl.in 4. (Räftnera.a.D). Tin diefem 


Werfe ift die Arithmetik nach ihrem damahligen Zuſtande 


vollftändig vorgetragen. Es find darin außer der praktifehen 
Arichmerif enthalten: Lnterfuchungen über die arithme⸗ 
tiſchen Reihen, die Polygonaljahlen, die geometriſchen 


Reihen, Bemerfungen über die Verbindung verfelben mit. 
einer arithmetifchen, die erfte Idee von Logarithmen, die 
Eoefficienten der Potenzen einer zweytheiligen Zahl bis 
jur fiebzehnten, die Rechnung mie Sjrrationalgrößen, und : 


in dem dritten Buche die Algebra mir der Überfchrift: de 


numeris cofhcis et de regula eorum, id eft, de perfecta 


arte calculandi,. Hutton rühmt diefes Werk ſehr, Ste’ 


. 
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befennt in der Vorrede zu Rudolphs Coß, daß er dieſe 
wunderbarliche und ganz philofophifche Kunſt des Rech⸗ 
nend aus Rudolphs Buche erlernt habe. Rudolph hatte: 
Feine Beweife feiner Regeln gegeben; diefe fügte Stifel 
bey, oder machte fie vielmehr durch Erläuterungen begreif- 
lich. Rudolph gebrauchte zur Bezeichnung der Potenzen 
eigene Charaktere, die aus den Anfangsbuchſtaben der 
Wörter für dieſelben mit Mebenzügen gebildet waren (f. 
Potenz). Die Duadrarwurzel bezeichnete er auf Die jege. 
übliche Art duch Vorſetzung des Zeichens Y, die Eu: 
bif- und Biquadratwurzel durch eigene Zeihen. Das 
für fest. Stifel hinter das Zeichen Y den Charafter der 
Potenz, deren Grad oder Erponent mit dem Grade der 
Wurzel derfelben ift, und nach dieſem Charakter die Zahl, 
woraus die Wurzel irgend eitied Grades gezogen werben 
fol. Rudolph und Erifel führten die Zeichen + und 
— für die Addition und Subtraction ein, deren man. fich 
in Italien erit lange nachher bedient hat. Die Gleich“ 
heit zweyer Größen warb won ihnen noch wörtlich angege⸗ 
ben; auffer daß Stifel manchmahl das Facit oder deu 
Werth einer Größe durch einen. Punct als Zeichen der 
Bleichheit angiebt, z.B. 2 A.20 —5x, das iſt A 20 
—5 x, wo nur x flatt feiner Radikalgröße geſetzt iſt. 
Für die quadratiſchen Gleichungen der höhern Ordnungen 
geben ſie eine allgemeine Regel. Die von Rudolph gege⸗ 
bene Regel zur Ausziehung der Wurzel aus einem Binos 
mium von derform a +yb ift genau diefelbe mit der von 
Newton in der Ar thmetica univerfalipag. 49. edit Gravef. 
borgefragenen. Doch bat fchon Lucas de Burgo fie aufs 
Heftellt. Zur Ausziehung der Cubikwurzel aus einem fols 
chen Binomium giebt Stifel in der Ausgabe von Rudolphs 
Coß (S.815) eine gute Hegel, die einige, vielleicht auch 
viele Verſuche erfordert, in manchen Fallen aber fehr leicht 
ausgeführt werden kann. Albert Girard hat fie in der 
nachher anzuflihrenden Schrift auch vorgetragen. Tarta⸗ 
fea bat ein anderes Verfahren angewiefen (f. Wurzel aus 
einem Binomium). Stifel führt noch an, wie man durch 
ein ähnliches Berfahren auch Wurzeln von hohern Graden 
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ausziehen könne. Wenn mehr als eine unbekannte Größe in 

einer Frage vorfamen, festen Cardan und Rudolph für die 

zweyte das Zeichen; rg. Dafür nimmt Stifel das Zeichen 

ı A, um, wenn drey oder mehr unbefannte Größen ges 
fucht werben, für Diefe die Zeichen 1B, 1 C, u. m. zu gea 

brauchen. Die Reduction der Gleichungen durch Wer» 

fesung ‚ber lieder und andere Veränderungen, _um 

ihnen die zur Auflöfung ſchickliche Korm zu geben, 

lehrte Stifel Fürger und allgemeiner als feine Vor⸗ 
gänger. Stifel bezeichnete den Grad einer Potenz durch 
die Anzahl der darin enthaltenen gleichen: Sactoren, ‚nannte: 
fie Erponens, und betrachtete die Erponenten der Quo⸗ 
tienten von Eins durch eine Potenz dividirt als negativ, 

wie in folgender Reihe von Potenzen und Erponenten 


Hr Zr 3, 1ı2,4,8 ... 

..— 3,172, u! O1 Lr2ı3cre. 
Er zeige , daß fich die negativen Frponenten ben der Muls 
tiplicgtion und Divifion-der Potenzen eben fo verhalten 
wie die,pofitiven. Von feinen Lehrfagen über die Verbin⸗ 
dung zweyer folchen Reihen f. Logarichmen, 

Ein guter deutfcher Schriftfteller über die Algebra um 
bie Mitte des ſechzehnten Jahrhunderts ift "Johann 
Scyeybi .oder Seheubelius, des Euclids und Arithmetik 
Ordinarius auf der Univerſität Tübingen. Von ihm ift 
Algsbrae compendioia facilisque .defcriptio, qua depro- 
muntur magna Arithmetices miracul, Authore Joh, 
Scheubelio, Mathem, Prof .in Acad. Tubingenfi. Pari- 
his, 15 52, vielleicht ein Nachdruck einer frühern in Deurfch« 
land gedruckten Ausgabe, Hutton fagt, daß der Bortrag 
in diefem Buche fehr deutlich. und nett fey, fo daß es Durch 
den inhalt, wie auch durch die Auffere Seftalt, da es fehr 
fchön gedruckt ift,seinem neuern Werke ähnlich fehe. Seine 
Pechnungsweife und feine Bezeichnung ift die, wie bey 
Rudolph und Stife, Die Gleichungen, welche er aufs 
loſet, find.nur vom erften und zweyten Grade mit. Eins: 
fhluß der Höhern von der Form der quadratiſchen. Mes 
gative Wurzeln. kennt er noch nicht, Mit der Wurjel⸗ 
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rechnung befchäftigt‘ fich der Verfaſſer auch. Sie geht 
bey Binomien von zwey irrationalen Theilen, oder einem 
rationalen und einem irrationalen, nur auf die Quadrat⸗ 
wurzel. Der Verfaſſer hat eine deutſche überſetzung der 
erſten drey arithmetiſchen Bücher das Euklides herausge⸗ 
gegeben, im J. 1558. 
In England gab Robert Recorde 1552 eine Arith⸗ 
metif, und als den zweyten Theil r5 5 7eine Algebra heraus, 
Iegtere unter dem Titel: The Wherflone of;Witte, which 
is the feconde parte of Arithmetike: containing the 
extraction ofRootes: The Coflike Praktife with the Rule 
of Equation: and the Worke:s of Surde Numbers. Das 
Buch ift in Geitalt eines Geſpraächs zwifchen einem sehr. 
meifter.und feinem Schüler abgefaßt. Die deutfchen Als: 
gebraiſten find dabey viel benutzt. Die Zeichen für die 
Potenzen hater von diefengenommen. Der Verf. ahmt bey 
der Ausziehung einer Wurzel aus aufammengefegten algebrais 
fchen Größen (wie 25x +8oxd —26 — 144x5' 
-+ 81.x*?, nad unferer Bezeichnung der Potenzen), das 
Derfahren bey der Ausziehung aus Zahlgrößen nah. Die 
- Dunadratwurzelaus jenem Ausdruck its x5 + gsx — 9x. 
Das Zeichen der Gleichheit, —, bat Recorde eingeführt, 
wie er es felbft bemerfe, mit dem Venfügen, daß Feine 
zwey Dinge gleicher feyn koͤnnten, als ein paar parallele 
gleich große gerade Linien. | 
| In Frankreich kamen 1558 zu Paris heraus: Facobz 
Peletarii Cenomani de oceulta parte numerorum, aram: 
Algebram vocant, libri duo, An den Bezeichnungen‘ 
der Potenzen kommt er mit den deutfchen Algebraiften zu 
Theil überein; aber die Zeichen + und — har er nicht 
von ihnen angenommen, fondern gebraucht ſtatt deren die 
Anfangsbuchſtaben pund m. Den Gebrauch der Erpo: 
nenten lehrt .er wie Stiefel und Scheybl. Er bemerkte, 
daß die.rationalen Wurzeln einer Gleichung, fie mögen’ 
ganze oder gebrochene Zahlen ſeyn, unter den Factoren des 
gegebenen Gliedes anzutreffen find. Er zeigte, wie man 
eine trinomifche irrationale Größe Durch Die Multiplication: 
in eine.rationale verwandeln; fo daß · man dadurch 
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einem Bruche mit einem ſolchen triomiſchen Nenner eis 
nen rationalen geben kann. (Wenn das Trinomium iſt 
a+-yb + Ve; fo entſteht daraus durch die Multiplica⸗ 
tion mit a b — Vc und mita $-b—c—2ayb, 
das Product a +b —c—c)? —ga*b), In Ru⸗ 
dolphs Coß oder Algebra ifl ein ähnliches Verfahren für; 
Binomien. Peletarius fand, daß Tafeln ver Duadrats 
und Eubifzahlen mittelſt der Differenzreihen. durch die, 
bloße Addition verfertigt werden Fennen. Er entdeckte 
verfchiedene merkwürdige Eigenfchaften diefer Zahlen, na= 
mentlich diefe, daß die Summe ver Cubikzahlen 15 + 2% 
+3? 4° +s®...Fn3=(1+2+3 +4 
+5...+9° =4n®(n +1)°, Bon der Aufs 
loſung eubifcher Glechungen war ihm noch nichte befannt, 
Simon Stevin, ein nieberländifcher Marhematifer 
aus Brügge, gab 1585 eine Arichmerif, und bald darauf 
eine Algebra heraus. In dieſer gebraucht er. eine neue 
Dezeichnung der Potenzen, die aber keinen Beyfall erhal: 
ten hat, Er bezeichnet fie durch einen Kreis, Yin welchem 
ber Erponent der Potenz eingefchloffen if. Auch deutete 
er die Wurzeln aus Potenzen durch einen Bruch innerhalb 
bes Kreifes an. Wichtiger ift, daß. er die zufammenges 
festen Benennungen der Porenzen, Duadrato » Duadrat, 
Duadrato:Cubus, Cubo⸗Cubus, u. dgl. verließ, und fie 
durch ihre Exponenten benannte, welches er auch auf. nes’ 
brochene und- negative Erponenten ausdehnte. Auch ven 
Begriff der Evefficienten erweiterte er auf gebrochene und 
irvationale Zahlen, _ Er gab eine allgenteine Methode an, 
bie Wurzeln-jeder Gleichung durch Mäherung zu finden, 
aber noch aufeine mühſame Art, indem er die Ziffern nady 
der Reihe durch Probiren fand. | 
Franciſcus Vieta (Frangois Viete, geb, 1540 zu 
Fontenai in Poitou, geſt. 1603), einer der vorzüglichſten 
Mathematiker feines Zeitalters, führte die allgemeine Rech⸗ 
nungsart in ber Algebra ein. Denn wenn gleich Cardan 
ſich audy zuweilen allgemeiner Zeichen für die ſämmtlichen 
mit einander verbundenen Greßen bedient hat, oder die 
Säle der Gleichungen auf ſolche Art darſtellte, fo ift Doch. . 
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.Vieta derjenige, der die algebraiſchen Rechnungen durch⸗ 
gehends auf eine allgemeine Are machen lehrte. Ei bes 
zeichnete die befannten Größen Durch die Eonfonanten, die 
unbefannten durch die Vocalen aus dem großen lateinifchen 
Alphabet, wofür man hernach bequemer die erften und 
legten Buchftaben des Fleinen Alphabers genemmen hat. 

- Bon ihm rühren verfchiedene jest übliche Runjtworter her, 
als Evefficient, affirmativ und negativ (ſtatt addiriv und 
fubtractiv), poteltas pura und affecta, woraus man jeßt 
aequatio p. eta.gemacht hat Er nahm mit den Sleichungen 
faft alle erfinnliche Berwandlungen vor, wodurch er denfels 
beneine zur Aufloſung bequeme Seftalt gab. Inzwiſchen hat 
Eardan diefe auch ſchon größtentheils gefunden, nurnicht in 
der Allgemeinheit wie Vieta. Cardan fielnicht darauf, die, 
Wurzeln einer Gleichung in einem gegebenen Verhältniffe zus 
verändern, welches Vieta gewiefen hat. Die Gleichungen 
vom dritten Grade löfer er mittelft einer angenommenen 
Hiilfsgleichung auf, als die Gfeihungx® +3bx =2c 
durch die Gleichung y? + xy = b (f. Gleichung V. 5). 
Wegen des Falles, da eine cubifche Gleichung mehr als eine 
Wurzel hat, verweifererinder Schrift über. die Öleichungen 
auf die Analyitif ver Winfeltheilungen, die er aber nur ges 
fegentlich in einer an den Adriamus Nomanus gerichteten 

Schrift, und in einer Fleinen Sammlung marhematifcher 
Säge vorträgt. Tin jener giebt er einer cubiſchen Sleiche 

ung mit drey Wiürfeln nur zwey pofitive durch die Dreys 
theilung eines Winkels. Die Gleichungen vom vierten 
Grade löfer er nach Kerrari’s Methode auf. Won ven 
Gleichungen bis zum fünften Grade giebt er die Zufame 
menfesung. der. Coefficienten durch die Wurzelnan, aber 
nur für den Tall, da alle Wurzeln pofitiv find. Er ſagt 
nicht, wie er Diefes gefunden habe, Die merfwürbigen 
Sätze ftehen am Ende der Schrift de emendatione ae- 
quationum.ſ Dieſe ift nebit der de recognitione aequa- 
tionum erft nach. des Verfaflers Tode, zu Paris 1615 
von Anderfon, einem Schüler und Freunde des Vieta, her⸗ 
ausgegeben, Daher man fie vielleicht für unvollftändig hals 
ten möchte. Doch fagt Vieta ausdrücklich, daß er mit 
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bieſen ſchoͤnen und fein erdachten Satzen, (elegars et per- 
pulchrae fpeculationis Sylloge) den ſchon weitläufigen 


Tractat endlich befchließen wolle.- Die beiden Schriften - 


feinen zum Druck ganz ausgearbeitet gemefen zu fen. 
Wahrſcheinlich hat Viera den Beweis feinen Leſern aufzu⸗ 
ſuchen überlaſſen. Denn er ſagt von dieſen Sägen: Quae 
jam ſequitur collectio, fua analytico examini ſubjicienda 
libere relinquit theoremata ; pertinet autem ad aequalitateg 
de mulriplicibus radicibus mire explicabiles. Die Entftee 
bungen der Gleichungen aus der Multiplication einfacher 
Kactoren, wie x —a, hat Vieta vielleicht nicht gekannt. 
Man fomme aber auf jene Säge auch, wenn man die 
Summen der Combinationen von jeder Art als gegeben 
annimmef, und Daraus die combinirten Größen fucht (f, 
Gleihung, VI. 1.). Vieta hat viele Aufgaben, die ihm 
mancherley Formen von Gleichungen an die Hand geben, 
fo daß Daraus die Befchaffenheit der Wurzeln und ihrer 
Relation gegen die Coefficienten erkannt wird. In dem 
ı5ten Eapitel u, ff. des Buchs de recognitione aequatio- 
num fommen Jehrfäge über die Zufammenfegung der Coef⸗ 
fieienten gewiffer Gleichungen mit drey Sliedern vor. Denmw 
nach hat er wahrfcheinlich aus der Summie der Unionen, 
Binionen, Zernionen, u. f. die Größen (oder Elemente) 
diefer Werbindungen zu fuchen unternommen. Die Be— 
rechnung der Wurzel einer Gleichung mit numerifchen Eoefe 
ficienten lehrt er in einer befondern Schrift, de numerofa 
poteflatum affectarum refolutione , auf eine ähnliche Art 
wie in den Anfangsgründen der Arithmerif die Ausziebung 
der Duadrat- und Eubikwurzel vorgefragen wird. Doc 
ift das Verfahren befchwerlich. Seine VBorfchriften nebr 
men fünf Soliofeiten ein. Sie Fonnen aber fehr fur; ge: 
faßt werden. Die Mehrheit der Wurzeln macht befondere: 
Schwierigkeit. Es ift auffallend , daß Vieta die negati— 
ven Wurzeln einer Gleichung gar nicht mit in Betrach— 
tung zieht, da doch ſchon Cardanus es gethan hatte. Gua 
und Montücla, die ihren Jandsmann über alle Algebrais 
fien der ältern Zeiten fegen, find hier verlegen. Doch 
mag Vieta die negakiven Wurzeln. nicht gänzlich verkannt 
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Haben. In der Schrift de recogn, aequ. Cap. 19. 20 
et 21. verbinder er Gleichungen, in welchen die unbefann- 


ten Größen entgegengefest find, ald x? ax —h, und 


yt —ax —b un ſagt er von diefen Gleichungen 


{C. 19, prop, I), daß x — y oder y—x a, und 


xy —bift. In dem Beyſpiele prop. 4, feßt er die 
Gleichungen »+ +5x3 — 216, und x+ — 5x3 —216, 
und giebt die Wurzel der erftern an — 3, die Wur- 
zel der andern —6. Vieta hat alfo in einigen Kals 


len die negativen Wurzeln als pofitive Wurzeln einer 


, 


andern entgegengefegten Gleichung betrachtet, wie es ge⸗ 
ſchehen muß, wenn man das Entgegengeſetzte vermeiden 
will, Er verfuhr wie die alten Mathematiker, welche 
alle Rälle eines Gases ; die fie durch das Entgegengeſetzte 
unterfchieden, befonders betrachteten. Vermuthlich hat 
er gewußt, daß Cardan negative Wurzeln zur Auflefung 
gewiſſer Gleichungen gebrauchte; weil ihm aber diefes Feine 
deutliche Darftellung gewähren mochte, fo vermied er das _ 
Megative ganz, und nahm nur in den Gleichungen, die er 
contradicentes und invertas nanırfe, die negativen Wure 
zeln als Wurzeln der einen diefer Gleichungen auf. Frey: 
lich ift hier noch eine große Lücke in Vieta's Theorie. Den 
oben angeführten Satz von der Zufammenfeßung der Coef⸗ 
fieienten aus. den Combinationen der Wurzeln hätte erauf 
die Källe erweitern follen, worin eine oder mehrere Der come. 
binieten Größen negativ find, und hätte die daraus ent« 
ftehenden Formen der Sleichungen entwickeln müffen. Bey 


‚den Sleichungen für die Winfeltheilungen feste er auch die: 


negativen Wurzeln bey Seite. Er begieng hiedurch felbft 
einen Rehler gegen die Allgemeinheit der Auflöſung, da er 
einem andern Marhematifer einen folchen Fehler vorwarf. 
Diefer (er hieß Adrianus Nomanus) hatte den Mathema⸗ 
tifern eine Gleichung vom 45 ſten Grade aufgegeben, Des 
ren Auflsfung die Theilung eines gegebenen Wintels in 
45 gleiche Theile erfordert. Vieta fand fie zu des Adria⸗ 
nus Erftaunen, und zeigte diefem, daß nicht bloß eine 
Wurzel der Gleihung eine Genüge tue,  fondern daß. 


23 Answorten gleich möglich ſind. Ex hatte noch binzufüs 
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gen müſſen, daß mit der gegebenen Gleichung noch eine 
andere verbunden fen, deren pofitive Wurzeln mit in die 
Keihe der pofitiven Wurzeln- der aufgegebenen Gleichung 
gehören, fo daß erſt beide Reihen zuſammen genommen 
eine vollftändige Auflsfung geben. Go viel Scharffinn 
und Erfindungskraft auch Vieta in feinen Schriften zeigt, 
fo fonnte er ſich doch noch nicht zu den allgemeinern Lehr⸗ 
fäsen erheben, fondern blieb bey ver Betrachtung befonde: 
ter Källe ſtehen, welches feinen Vortrag meirfchweifig 
maht. Seine Bezeihnungsart ift auch unvollfommen, 
Er druckt in den Lehrfägen und allgemeinen Rechnungen 
die Potenzen durch Worte aus, und hat feine Zeichen für 
Multiplicarion und Gleichheit, welches er ebenfalls mit 
Worten anzeigt. Den numerifchen Eoefficienten druckt 
er auch mit Worten hinter der Potenz; aus, wofür in der 
Sammlung feiner Werfe eine Zahl hinter der Potenz 
fteht. In den Beyſpielen ift der Eoefficient vor das Zeis 
chen der Potenz. geſetzt. Dazu kommt eine große Menge 
Kunftwerter, die er fuͤr die einzelnen Fälle der Gleichun⸗ 
gen und die Operarionen der Rechnung bilder. Diefes macht 
feine Werfe befchwerlich zu lefen, und giebt ihnen das Anz 
feben, als wenn fle in viel frühere Zeiten gehörten, — 
Die Werfe des Vieta hat Schooten in einem Kolianten 
herausgegeben, foviel er deren harerhalten können, zu Ley: 
den 1656. Die bey feinem Leben gedruckten Schriften - 
waren fchon damahls fehr felten, weil ihr Verfaffer fie nur 
zum Gefchenf ausgab. Eine zur Teigonomererie und Kreis: 
meflung gehörige ,. fehr feltene Sammlung ift zu Paris 
1579 in Sol. gedruckt. Aus diefer iſt nichts in die von 
Schooten beforgte aufgenommen‘, -f. EyFlotechnie. 

Um dieſelbe Zeit mit Vieta bearbeitete gleichfalls mit 
glücflichem Erfolge in England Thomas Harriot die 
Algebra. Das Werk, welches er darüber verfaßt hat, ift 
erit 10 fahre nach feinem Tode herausgefommen, Es 
bat den Titel: Artis analyticae Praxis,” ad aequationes 
algebraicas nova, expedita et generali methodo refolven- 
das, Londini 16315 180 pag. in Fol, Der Herausges 
ber har fich nicht genannt,- Es war ein Sreund.des Ver⸗ 
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faſſers, Namens Walter Warner. Das Werk hat 
zwey Haupttheile. Der erſte enthält eine Theorie der 
Gleihungen, und ſoll nur als Grundlage zu dem jwenten 
und wichtigern, der die Auflofung numerifcher Gleichun⸗ 
gen, den Hauptgegenftand der Harriotiſchen Algebra, vor⸗ 
trägt, angefehen werden. Inzwiſchen ift das, was Har⸗ 

riot in dem erften Theile iiber die Entſtehung der Glei- 
Hungen aus der Wiultipliention binomifcher Factoren 
lehrt, fein wichtigftes Verdienſt um die Algebra. Er 
entwickelt die Producte aus zwey, drey und vier Fa 
foren atb; atc; a+J; art nach den. verfchieder 
nen Abwechslungen der Vorzeichen des zweyten Theils, 
da der erſte ihm zur Bezeichnung der Wurzel einer Glei— 
chung dient. Die Gleichungen zwiſchen vem Produer der 
Kaetoren, und dem Aggregat der Theile, welche die Ents 
wickelung giebt nennt er aequatio originalis. Nun fest 
er einen der Sactoren —o, und bringt alsdann das 
Glied, welches feinen Factor a enthielt, auf die andere 
Seite ganz allein. Diefe Gleichung nennt er eine aequa- 
tionem canonjcam, Z. B. Aus der Multiplication der 
Sactorena—b, a+c, a-+ d, wenneinerderfelben Null 
genommen wird, entſteht die canonifche Gleichung der cu⸗ 
biſchen Ordnung, aaa —baa —bca 

+caa —bda 
+ daa +cda —bcd, 


Werben die Größen b, c, d, etc. fo beflimmt, daß ein 
Eoefficient daduch Null wird, fo heißf die Gleichung eine 
aequatio canonica fecundaria, da die primaria eine voll⸗ 
ftändige Gleichung ift. Von beiden Gattungen der Gleiche 
ungen werden alle Fälle durchgegangen, und Diejenigen, die 
nur duch Veränderung der Vorzeichen verfchieden find, 
befonders aufgeführt. Denn Harriot iftnoch mit dem Ge: 
brauch der negativen Wurzeln ganz unbefanne. Der 
Gleichung aa —(b—c) a —be giebt er ner eine Wurzel 
b, und überhaupt giebt er jeder Gleichung nur fo viele 
Wurzeln als pofitive darin vorhanden find. : Wenn eine 
Gleichung Feine pofitiye Wurzel bat, fg erklart er fie für 
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unmöglich, wie bie Gleichung es — 3b?e — — ec⸗ 
— 266 in Sect VI; probl. ı. Mit den canoniſchen 
Gleichungen ‚ Deren pofitive Würzeln aus ihrer Kormarion 
befannt find, vergleicht Harriot andere; worin die Coef⸗ 
ficienten eine andere Form haben, als in jenen. Er nennt 
diefe aequationes dommunes, Wenn eine folche mit eine 
der canoniſchen in Abficht auf die Vorzeichen übereinfomme, 
und ihre Eoefficienten inter einander auf ähnliche Art großer 
oder kleiner find, als in dieſer, fo eignet er derfelben eben 
fo viele Wurzeln zu, Als fürdie canoniſche gefunden find, 
3. B. Die Gleichung 3 —3b?a =2c9, in wel 
der c>d ift, vergleicht Härriot mit der canoniſchen, 
as „grga —rdgd,. Da die Vorzeichen in bei— 
den : gleichnamig find, und in det canonifchen (rg) 
<äcr5+g5)*, in jener ach HE << E (2098 if, 
fo hat jene nur eine Wurzel, wie die canonifche, der 
ren Wurzel qr if, Die Cardaniſche Formel fire 
der er auf eine Ähnliche Art wie Vieta. Er reducirt 
namlich die Gleichung a’ + 3b*& —2e8, durd die 
f 3 22* ER > 
Subſtitution, a — 7 aufdieeinfache,ed—.c5 
+V1c°. +b°), Die Gleichung 2? — bea 20e, 
wenn c Fleiner iſt als b, giebt ihm eine unmögliche redu⸗ 
cirte, es — 4V —d®, mit welcher er ſich nicht 
weiter beſchãftigt. — ya 
Die numeriſche Auflöſung der Gleichungen, worin 
Harriot nach dem Urtheil des Herausgebers den Vieta 
weit übertroffen hat, die auch de Gua a. a O. für beſſer 
erflärt, als die von Vieta angewandte, beruht darauf, daß 
er die Würzel a in zwey Theile b + c zerlegt, und in der 
verwandelten Gleichung juerft b beſtimmt, darauf einem 
Theil von c finder, diefen zu dem Werrhe von b fest, und 
das Aggregat als dein erſten Theil b betrachtet, und fo 
fortfahre , bis die Wurzel vollfommen gefunden, oder die 
Annäherung hinlanglich ift, Inzwiſchen ift das Verfahren 
nody Schwierigfeiten imterivorfen , befonders wegen der 
mittlern Wurzeln zwiſchen der größten und kleinſten; über 
haupt noch weitlaufig und verworren. | % 


4 


so‘ = Ygebra. 


Sin der Bezeichnung der Größen ift Harriot geſchick⸗ 


ter als Vieta. Erſtlich gebraucht er Fleine Buchſtaben 


anſtatt der großen von Vieta gewählten; er ſetzt dieſe bey 
der Multiplication der Größen unmittelbar zuſammen, wie 
die Buchſtaben eines Wortes, bezeichnet auch die 
Potenzen durch die Wiederholung des Buchſtabens, der die 
Wurzel bedeutet (welches auch ſchon Rudolph in ſeiner 
Coß als dienlich angiebt), ſtatt daß Vieta ſie, wie andere 
Operationen der Rechnung, durch Worte anzeigt; er 


ſetzt den Zahlevefficienten vor das Zeichen der Größe, 


durch einen Punct abgefondert; er gebraucht nicht nur das 
von Recorde fhon angenommene Symbol der Gleichheit, 
fondern ſetzt auch für die Ungleichheit die jest üblichen, 
Das Harriot den Vieta benugr habe, erhellet aus feinen 
Anführungen diefes Analyften, audy aus der übereinftim- 
menden Bezeichnung der Größen, Harriot gebraucht häufig 
ein Kunftwort, welches dem Vieta eigen iſt, gradus pa« 
rodicus, wodurch eine niedrigere Potenz in Vergleichung 
mit einer höhern angezeigt wird, Doc mag Harriot die 
beiden wichtigften Schriften von Vieta, die erft 1613 her: 
ausgefommen, nicht gefehen oder gebraucht haben, " 

Gewohnlich wird dem Harriot auch die Erfindung eines 
Schrfäßes jjugefchrieben, die Anzahl der pofitiven und der 
negativen Wurzeln einer Gleichung zu erfennen, jene aus 
der Anzahl der Abmwechfelungen der Vorzeichen + — oder 
— +, biefe aus der Anzahlder Kolgen + + oder — —, 


-(f. Sleihung VI. 3.). Wolf thur diefes in den Elem. 


Anal. Finıt, $. 330, mit der Bemerkung daß Harriot die 
Regel durch Induction gefunden habe. Saunderfon fagt in 
feiner Algebra $. 434, daß man die Regel dem Harriot zus 
fhreibe, und daß man noch Feinem allgemeinen Beweis ders 
felben gefunden babe, Die Negel finder ſich aber gar 
nicht in Harriots Werke. Erſtlich weiß H. nichts von ne- 
Hativen Wurzeln, oder feßt fieganz bey Seite. Aber auch 
der Satz, daß eine Gleichung fo viele (pofitive) Wurzeln 
babe, als Abmechfelungen der Vorzeichen vorhanden find, 
ift nicht bey Harriot anzutreffen. Diefen Satz auch nur für 
die niedrigern Gleichungen.aus der Vergleichung der Com: 
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binstionen der Wurzeln Herzuleiten,, muß gezeiat werden, 
in welchen Fallen das Aggregat ähnlicher Combinationen 
das eıne oder das andere Vorzeichen befommt, wie es im 
dem Artifel, Gleichung, bey den cubifchen und biquadratis - 
fhen gefchieht. Auch hat Harriot das abfolute Glied der - 
Gleichung immer auf eine Seite des Gleichheitszeichens als 
kein geſtellt. Wallis hat in feiner Hiftorifchen Abhandlung 
ber Algebra einen ausführlichen Auszug aus Harriots 
Werke eingerückt, mit übermäßigen Lobeserhebungen, um 
die franzöſiſchen Analyften, als Vieta und befonders Des⸗ 
cartes, herabzufegen. Er glaubt, daß legterer, der zu. 
erſt jenen Lehrſatz vorgetragen hat, ihn aus der bloßen Ans 
fiht der von Harriot aufgeftellten Falle gezogen haben möge, 
ohne die dabey nothige Einfchranfung zu beachten. Das 
it in der That Fein Lob für Harriot, wenn diefer den Sag 
in feinem eigenen Werfe aus der Acht gelaffen hätte. Wals 
lie würdigt den Zehrfag felbft herab, weil Descartes ihn 
vorgetragen hat. Er fen trüiglich,, und Harriot habe zus 
berlafjigere Regeln gegeben, die Anzahl der pofitiven und 
negativen Wurzeln zu erfahren. Diefes ift eine ungegrlins 
dere und parthenifche Behauptung. Kin neuerer Englänz 
der, Horsley, der Herausgeber von Newtons Werfen, _ 
urtheilt hingegen fehr ungünftig von feinem Landsmanne. 
In der Anmerfung zu der Arıthm. univ. p. 166 fagt er: 
Harriotus de numero radicum nil plane fani habet, 
Vir magnae quidem diligentiae, fed mediocris in- 
enii, ea fere in Algebraicis intellexit, quae a Car- 
dee et Vieta acceperat, et radices, ſicut illi fece- 
rant, cuilibet aequationi totidem tribuit, quot 
illa politivas habeat, negativarum ne in ullo qui- 
dem calu ratione habita, utpote quas femper inu- 
tiles judicavit, cum earum naturam minime per: ' 
fpexillet — p. 180. Harriotus, qui arcte adeo 
ad lumen connivebat, ut quantitates —c, — d, 
aequationum, quae ex illis procreatae eflent, ra-. 
dıces elle conftantifime negaret, qui fieri potuit, 
ut ille intelligeret coeſſicientium genefin eradicum . 
multplicatione, — 


= 
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Die meiſten Verdienſte um die Algebra hat in dieſen 
altern Zeiten ein wenig befannter niederländifcher Mathe⸗ 
matifer, Albert Girard, der um das Jahr 1633 ge: 
ftorben ift. Won ihm iſt: Invention nouvelle en 
YAlgebre, tant pour la folution des equations, que 
pour recoignoiftre lenombre des folutions qu’elles 
regoivent, avec pluheurs chofes qui [ont necellai- 
res a la perfection de ceſte divine [cience. A Am. 
fierdam M DCXXIX, in fl, Qu. Bogen A bis-H, 


ohne Seiten⸗ Anzeige, _ 


‚ Diefe Fleine, aber merkwürdige, ſeltene Srift ent⸗ 


halt drey Abhandlungen. Die erſte iſt eine kurze Einleir 


tung in die Arithmetik; die zweyte liefert manches Neue 
über die Algebra; die dritte betrifft die von dem Verfaſſer 
entdeckte Meffung des Slachen » Inhalts fphärifcher Dreys 
ecke und Vielecke. Hutton giebt in feinem Wörterbuche 
eine umftändliche Nachricht von dem Inhalte den, beiden 
eriten Abhandlungen; auch habe ieh durch die Güte des 
Hrn. Prof. Pfleiverer einen von Hrn. Repetent Hauber 
verfertigten ausführlichen Auszug v6 algebraifchen Theils 
erhalten. 

An der Bezeichnung der Potenjen und Wurzeln folgt - 
Gitard meiſtens feinem Landsmanne Stevin; doc gebraucht 


er auch für die Wurzeln die Zeichen Y oder V ; * v Fo 
u. ſ. w. Für die Gleichheit-hat er fein Zeichen, ſondern 
ſetzt das Wort ſelbſt hin; das Zeichen — bedeutet bey ihm 
einen Unterſchied unbeſtimm. Die mehrtheiligen Großen 
ſchließt er in Kammern () ein, wenn fie wie eine eins 
theilige behandelt werden ſollen. Die Ungleichheit be⸗ 
zeichnet er durch die Charaftere ff und $; 

‚Die Ausziehung der Cubikwurzel aus einer inomifchen 


-Größe von der Form a + Y’b lehrt Girard an einem mumes 


rifchen Beyſpiele, wie er glaubt, aufeine von ihm zuerſt ge: 
fundene Art. Ich finde fein Verfahren abe, fchon in Epris 
ftoph Rudolphs Coß am Ende derfelben, (f. Eubifwurzel). 

Zur Berwandlung der Öfeichungen bedient Gırard fich ins⸗ 
befondere des von Vieta mit der Benennung Llomoeria 
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angewandten Verfahrens. Es beſteht darin, daß die Tem. 
mini einer Gleichung, auch die fehlenden,als vorhanden be⸗ 
frachtet, in die Glieder einer: geometrifchen Reihe multi⸗ 
plieirt werden, wodurch die Coefficienten verkleinert, und 
von Brüchen und Irrationalität befreyt werden können. 
Die Wurzeln der Gleichung werden dadurch in einem ges: 
gebenen Verhaältniſſe verändert. Bey den quadratifchen 
Gleihungen hemerft er, daß man die Wurzeln (lolutions) 
mit — nicht bey Seite fegen dürfe. Ergiebt auch die Form 

der unmöglichen Wurzeln ganz beſtimmt an. Man muß, 

fagt er, alle Wurzeln einer.Gleichung fuchen, weil man . 
daducch zum beſſern Verftänpniß deflen, was man fucht, 

gelangf, und erläutert diefes durch Das Beyſpiel der Gleie 
chung x⸗ —ı6x — 28. Daraus Fönne mar die Auf⸗ 
gabe machen, zwey Zahlen zu finden,. deren Summe x6, 

und deren Product 28 iſt. Diefe feyn 2 und 14, jede ein 
Werth von x, und mehrere Werrhe gebe es nicht. Bon 
den unmeglichen Wurzeln giebt er den Mugen, ben’ fie 
haben, richtigan. Die cubifchen Gleichungen mit drey 
möglihen Wurzeln loſet er durch Hülfe der Sinustafeln 
auf. Er wird der erſte ſeyn, der eine Regel für dieſes 
Verfahren gegeben bat, da Vieta nur die frigonomerrifche 
Formel anführt, ohne daraus eine Pegel für die Auflsſung 
eubifcher Gleichungen zu ziehen. Girard aber hat noch 
nicht bemerft, daß alle drey Wurzeln durch Drentheilung 
eines Winkels gefunden werben können. Denn nachdem er 
eine Wurzel, die er die vornehmſte (principale) nennt, 
durch den Sinus des dritten Theils eines Winfels gefunden 
bat, fucht er die beiden andern durch Aufloſung einer. 
quadratifchen Gleichung , auf welche die cubifche herunter: 
gebracht wird. - Die Gleihung, die er zum Xenfpiele. 
nimmt, it x? —ı3x +ı2. Die gefundene Wurzel 
ft ->4 Die Summe bet beiden andern ift nun 


=—4, ihr Produet ift — == — +3. Daher iff die 


Gleichung fürfiex* —— 4 x— 3, deren Wurzeln find 
— 3 und — ı. Dieta findet in der cubifchen Gleichung 
zwiſchen dem Sinus eines Winkels und dem des dreyfachen 
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zwey Werthe jenes, wenn ber letztere gegeben iſt, läße 
aber den negativen unbeachtet. Girard richtet ſeine Regel 
auf eine Gleichung von der Form, wiex® —13x 412, 
ein, und gebraucht einen Winkel über 180 Gr., der 

‚in drey Theile gerheile wird. Jene Gleichung gehört eis 
gentlich für die Relation zwifchen dem Cofinus eines Wins 
feld und dem des dreyfachen. Hingegen die Gleichung 
bon der Form, wie x? — 30x — 36, die flir die Sinus 
des einfachen und drenfachen Winkels gehört; verwandelt 
er in eine von der Form wie die erftere, indem er die Vor⸗ 
- zeichen von x ändert, von den Wurzeln aber das Intges 
gengefegte nimmt, (f. Goniometrie, V.). Kür die cubis 
fhen Gleihungen mit einer möglichen Wurzel giebt Gis 
rard eine finnreiche Auflöſung durch die Trigonometrie an, 
Sie berußt darauf, daß ein Winkel w gefunden werde, 
von der Größe, daß sin 2u +2m —2tange fey, 
Denn diefe Gleichung führt auf diefe: ain w ® 

| x 
+ m*sins„* —m*zz0, und; wenn sin = ge⸗ 

nommen wird, auf dieſe: xz5-- m!r®x— ers =—o, 
' mit welcher die gegebene Sleichung zu vergleichen ift, Gi⸗ 
rard zeigt feine Merhode an einem Benfpiele, (nicht auf die, 
bier gebrauchte allgemeine Art), und fucht durch wieder« 
holte Verbefferungen, nach einer Art von pohtio falfi, 
ben wahren Werth des Winkels. Er nimmt gutdünklich 
einen Winfel, den ich « nenne, und ſucht aus der Gleichung 
sin2« +m 2 tangß, den Werth von, fest dieſen 
für den zuerftgenommenen æ, und fucht nun einen andern 
verbefferten Werth für 4, mit welchem er auf diefelbe Art 
und dann fo weiter verfährt, bis daß die beiden Winkel 
® und 2 einander gleich werben. Die Differenzen :Rechs 
nung zur fehnellen Annäherung anzumenden, Fonnte ihm noch 
nicht einfallen. Gleichungen mit rationalen Wurzeln löſet 
er dadurch auf, daß er die Divifionen des gegebenen Glie⸗ 
des verſucht. Er nenne diefes Verfahren neu. Den, 
Gleichungen mit ircationalen Wurzeln gebraucht-er eine 
Annaherungsmerhode, die faft diefelbe mit der von Stevin 
gebrauchten i ſt. Die Glieder der Gleichung werden mit 


* 
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den Gliedern der Progreflion, z, 200, 1009, u. f. muls 
fiplicirt, wodurd die Wurjeln ın einem gegebenen Ver⸗ 
bältnifje vergrößert werden, fo daß man aus den Wur⸗ 


jeln der verwandelten Gleichung die der urfprünglihen - 


leicht Herleiten kann. 


Girard war dererfte, der die Zufammenfesung ber 
Eoefficienten ineiner Gleichung aus den Combinationen der 
Wurzeln jeder Art zeigte, da Vieta fie bloß für pofitive 
Wurzeln bemerft hatte; und Harriot in der That zwar 
negative Wurzeln in die Combinationen aufnahm, aber 
fie nicht ald Wurzeln der Gleichung betrachtete. Der Sag 
lautet bey Girard folgendergeftalt: Toutes les equa- 
tions d’ algebre regoivent autant defolutions, que 
la denomination de la plus haute quantite le de 
monftre; excepte les incomplettes: et la premiere 
faction des folutions eft efgale au nombre du pre- 
mier melle, la ſeconde faction des mefmes eft elga- 
le au nombre du deuxiefme melle, la troifiefme au 
troifiefme, et tousjours ainli, tellement que la der- 
niere faction eft efgale à la fermature, et ce felon 
les fignes qui fe peuvent remarquer en ordre.al- 
ternatif. Der Ausdruck faction bedeutet die Summe 
der Combinationen, und mele ift ein Glied einer Glei⸗ 
&ung, die aus verfchievdenen Potenzen der unbefannten 
Größe zufammengefest oder gemifcht ift, zwifchen dem 
böchften und niebrigften Gliede; fermature ift das letzte, 
oder das gegebene Glied der Gleichung. Der ordre al. 
ternatif bedeutet, daß die Porenzen mit ungeraden Er⸗ 
ponenten auf der einen Seite des Gleichheitszeichens, die 
mit geraden auf der andern ftehen. Daß Girard die un: 
vollftändigen Gleichungen ausnimmt, weiß ich nicht zu 
erflären, da er in den Beyſpielen auch unvollitändige 
Gleichungen aufführt, und diefehlenden Glieder mit dem 
Eoefficienten o einfchaltet. Diefergikt auch füreine faction. 
Die unmðglichen Wurzeln fiehter auch als Auflöfungen an. 
Denn von ber Öleihung x? — 4x — 3giebt er vier facti- 
ons an, O, o, 4, 3, und daher ihre vier ſolu ˖ 
tens, 15; 13 —ı FU, —23 ro ya; mit ber 


’ 
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Demerfung, daß dad Produet der beiden Testen 3 ifk; 
Girard if auf den angeführten wichtigen Gag vermuthlich 
durch die fehr gute Anſicht der Gleichungen gefommen, daß 
fie überhaupt die Aufgabe. enthalten, aus den Factionen 
mehrerer Zahlen diefe zu finden. Ein ſolches Benfpiel iſt 
ſchon angeführt, und es kommen mehrere in ſeiner Schrift 
vor. Die Natur der Gleichungen, fagt er, beitebe darin, 
‚ baß ihre Glieder aus Factions zufammengefegr find-, und 
alle Aufgaben hätten Fein anderes Band unter fich als 
- Diefes. Die ganze Lehre von den Gleichungen wird ang 
vorrpeilhafteften auf dieſe Vorſtellung gegründet, mie es 
in dem Xrrifel, Gleichung, geſchehen wird. Girard 
bat fich mit den Combinationen befchaftigt, Die Menge 
- berfelben von irgend einer Gattung ben einer gegebenen Ans 
zahl von Dingen flellt er durch ein Zahlen s Drepedi,. wie 
es nachher Pascal gethan hat, dar, auf folgende Art, 
ı and nenne es trĩ · 
a DE angle. d! extrac. 
ton, z. B. wenn 
4 Zahlen find, fa 
Ey hat man die vierte 
464 ı Reihe zu nehmen, 
in welcher x den Eoefficienten ver: höchſten Potenz in eis 
ner Gleichung vom vierten Grade bedeutet; 4 die erfte 
Faction ald Summe von vier Zahlen; 6 die Anzahl ber 
Producte von je zwehen, u. f fe Auf jenem Gage beruht 
auch das Verfahren Girards, ‚wenn eine Wurzel gefuns 
denift, die Gleichung zu erniedrigen, weil dadurch die 
Combinationen der übrigen Wurzeln befanne werden, 
Aus demfelben Sase muß Girard auch die merkwür⸗ 
digen Formeln für die Summen der Potenzen der Wurzeln, 
ausgedruckt durch die Coefficienten in ber Gleichung, das. 
ift, Durch die Combinationen der Wurzeln, hergeleitet has 
ben. Er führt fie zum Beweiſe an, daß die Eoefficienten in 
“einer Gleihung nicht auf eing andere Art als buch die 
Eombinationen der Wurzeln gebildet werben Fönnen. In 
feiner Sprache und mir feinen Bezeichnungen find die For— 
meln folgendergejtalt agusgedruckt. „Soit A premier: 





Algebra | 57 


meſlᷣ B fecond, C troifiefme, D quatriefme, etc: 
alors en tourte forte d equations 


A fera la ſomme des \ folutions 

Ag — Ba | quarez 

Acub — ABz +05 cubes 

Agg—AgB4+ ——— — D4| quare - quarez 
etc, . 


Die — Coefficienten ſtehen hinter den Literal⸗ 
größen. 
Girard erklärt die Bedeutung der negativen Wurzeln 
in dee Geometrie ſehr gut als ſoiche, die Linien darftellen, 
deren Richtung die entgegengefeßteift vonder Richtung derer, 
diedie pofitiven Wurzeln angeben, — Bon ihm rühren die 
Ausdrücke, größer als Nichts, kleiner als Michts, her, 
Die unmäglichen Wurzeln nannte er indolvir?e, ‚auch un: 
mögliche. Er hat auch die Eintheilung der Zahlen in 
Millionen, Billionen, u. f. eingeführt, | 
Die - Verbindung der Algebra mit der Geometrie- der 
Erummen Linien ift dasjenige, wodurch Descartes feinen 
erfinderifchen. Scharffinn vorzüglich ‚gezeigt, und fich eis 
nen unbeftritenen Ruhm erworben hat, - Seine Gens 
merrie, Die zuerſt im J. 1637 franzefifch erfchien, ift ein 
kleines, aber an neuen Behandlungsarten reiches Werk. 
löfung ober Conſtruction der Gleichungen vom zieren 
Grade, wozu der Kreis mit der geraden Linie hinlänglich 
iſt. Die zweyte ſtellt die Natur aller krummen Linien 
durch eine Gleichung zwifchen zwey veränderlichen Größen 
dar. Diefe Darftellung warganz neu, und hat den Weg zu 
der Anwendung der Analyfis des Unendlichen auf die Geo⸗ 
metriegebabnt. In derdritten Abtheilung zeigt Descartes, 
wie bie hohern Öleihungen durch geomerrifche Zeichnung 
aufgelöfer werden, Zu diefem Zwecke fchickt er einen kurzen 
und neffen Begriff der wichtigiten algebraifchen Lehrſaͤtze 
und Verfahrungsarten voran, woben er aber nicht bemerft, 
wer fie erfunden habe, und mas ihm eigen fen. Die Be 
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weiſe der mehreſten Säge läßt er weg, weil fie ihm ſo 
leicht fchienen, daß er glaubt, der Lefer werde fie ohne 
Mühe finden, und davon mehr Mugen haben, als von 
der Frlernung des Vorgefagten, Die gegebenen Größen . 
bezeichnet Descartes durch die erften Buchftaben des Al: 
phabets, die unbefannten durch die legten , wie es gegen⸗ 
wärtig üblich ift. Auch die unveränderlichen und die ver: 
änderlihen Größen in einer unbeſtimmten Gleichung für 
eine Frumme Linie unterfcheidet er auf diefe Art, eine Ab⸗ 
weichung in einem gewiffen Falle ausgenommen. Die Po: 
tenzen bezeichneter durch die Wurzel mit dem Epponenten 
an der Spitze, welches Herigone in feinem mathemati- 
fhen Eurfus Fürz vorher auch gethan hat. — Die Gleich- 
beit zweyer Größen bezeichnet Descartes durch ein nicht 
mehr gebräuchliches Zeichen >. Die negativen Wurs 
zen einer Gleichung nennt er falſche Wurzeln, ein fehe 
unbequemer, leicht mißjudeutender Ausdruck, derfich, aber 
gar nicht durchgängig, ein Jahrhundert hindurch im Ges 
brauch erhalten hat. Descartes erklärt ihn aber vollig - 
richtig, daß dadurch Linien angezeigt werden, Die eine ent: 
gegengefeste Lage in Beziehung auf Diejenigen Haben, Die 
als wahre Wurzeln betrachtet werden. Unter den alge: 
braifchen Sägen, die Descartes vorträge, find hier nur 
folgende zwey nöthig bemerkt zu werden. Erſtlich fagt er, 
daß in jeder Gleichung fo viele wahre Wurjeln feyn koͤn⸗ 
nen, als Abwechſelungen der Vorzeichen da find, und fo 
viele falſche, als Folgen gleicher Vorzeichen. Er führe 
biefes ald eine Kolgerung aus dem Gage von der Entites 
Bung der Gleichungen -durch die Multiplication aus eins 
fachen zweytheiligen Factoren an. Ob er felbft oder ein ander 
ver diefen Sa erfunden habe, und wie er zu bemeifen fen, 
fagt er nicht. Vermuthlich bat er felbft ihn gefunden. 
Als nachher Noberval ihm durch ein Beyſpiel die Unrich⸗ 
tigfeit des Gates zeigen wollte, antwortete er, daß er 
nicht gefagt hätte, es find fo viele > und fo viele fal⸗ 
ſche Wurzeln vorhanden, fondern es Eönnen fo viele da 
feyn , beruft ſich auch deswegen auf eine andere Stelle feis 
ner Geometrie von den unmöglihen Wurzeln, die aber 
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von der Finfchränkung jenes Gases auf lauter mögliche 
Wurzeln nichts enthält. Descartes fcheint ihn zuerſt un: 
bedingt angenommen zu haben, da die Einfchränfung ‚ daß 
alle Wurzeln möglich feyn müſſen, leicht unbeachter bleibr, 
wenn bey der Multiplication der binomiſchen Wurzelfac- 
toren die Wurzeln jede durch ein Symbol-bezeichnet wer: 
ben. Denn einen Satz, der eine Einfhränfung nöthig 
bat, ohne diefe aufitellen, ift eine große logifche Unvor⸗ 
fichtigfeit, die ein guter Kopf nicht leicht begehen wird. 
Seine Worte laffen ſich auch ‚grammatifch von der Unbe⸗ 
bingtheit.des Satzes auslegen. Gie find: On connoit 
aufli dececi, combien il peut yavoir devrayes taci- 
nes et combien de faufles en chaque Equation. Es 
ift Hier nicht von möglichen und unmöglichen Wurzeln die 
Rede, fondern von den entgegengefegten, wie diele von - 
der einen und von der andern Gattung vorhanden feyn 
konnen. —— 

Die zweyte wichtige Bemerkung von Descartes iſt, 
daß eine Gleichung vom vierten Grade unter einer gewiſ⸗ 
fen Bedingung in zwey trinomifche mögliche Factoren zer⸗ 
fallt werden, und mittelft derfelben aufgelöfet werben kann. 
Diefes ift das erſte Benfpiel von der Merhode unbeftimms 
ter Größen, wenn man nicht das von Ferrari ſchon ger 
brauchte Verfahren bey ber Auflefung biquadrarifcher 
Gleichung als ein folches anfehen will. Descartes bemerfe, 
daß man die Merhode auch bey höhern Gleichungen anwen⸗ 
ben könne. Die Anwendungder Geometrie aufdie Gleichun⸗ 
gen vom dritten und vierten Grade beftehr darin, daß Des⸗ 
eartes eine Parabel und einen Kreis jeichnet, deren gemein⸗ 
fhaftliche Drdinaten die Wurzeln der gegebenen Gleichung 
find. Die Gleichungen vom fünften und fechiten Grade 
föfer er auf ähnliche Art mittelſt einer parabolifchen Con⸗ 
choide (oder Muſchelline) und eines Kreifes auf, (cf. Ans 
wendung der Geometrie auf die Algebra.) 

Fermat, der ſich mehr mir den höhern Gegenitänben 
der Analyfis ‚befchäftigte, als mit der. Algebra, gab eine 
Merhode an, die irrationalen Großen aus einer Gleichung 
wegzufchaffen, Er legte den Analyften ein ſchweres Err - 
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empel, das fünf Quadrat» Wurzeln 'enthält, zur Reduc⸗ 
tion vor, wovon er felbft aber Feine Auflsfung gegeben 
bat. eine Methode erflärt er nur an einem leichten 
Denfpiele, (Varia opera Fermatii, p. 58. Preiss 
fehrift von Genty, influence de Fermat fur fon fie. 
cle, pag. 67. Cartefii epiltolae T. III. ep. 75.) 

Die Algebra war nunmehr fo weit gebracht, daß es 
noch darauf anfam, die erfundenen Hauptlehren auf. das 
bündigſte zu verfnäpfen, fie in ihrer Allgemeinheit: gehe» 
rig zu erweifen,, noch verfchiedenes zujufüigen, was 5. B. 
die unmöglichen, und die gleich aroßen Wurzeln, auch die 
Elimination bey mehreren Gleichungen und unbekannten - 
Größen betrifft, unddie Auflgfung numerifcher Gleichungen 
möglichit bequem zu machen. Die Gleichungen über ven 
fünften Grad hinaus aufzuloſen, blieb auch noch eine For⸗ 
derung an die Machfolger jener erjten Pfleger diefer Wifs 
fenfchaft; allein diefe ift bisher noch unerfüllt geblieben, 
man müßte denn die Auflefung: dev Gleichungen duch 
kimfehrungs «Reihen als genugthuend anfehen. 

“ Unter ven Marbematifern , welche ven vor Descartes 
eröffneten Weg verfolgten, machten de Beaune und Hudde 
ein paar Zufäße zu der Theorie der Gleichungen. 

De Beaune, welcher Feniglicher Rath bey dem Pres 
fidial von Blois war, zeigte, wie in den Gleichungen bis 
mit zum vierten Grade die Gränzen der pofitiven Wurzeln 
aus den Coefficienten gefunden werben, Er geht alle Fälle 
mit verfchiedenen Borzeihen einzeln durch, auch alle Fälle 
unvollitandiger Gleichungen, Man fann daher feine Ar: 
beit benusgen, um in jedem gegebenen Kalle einer cubifchen 
oder biquadratifchen Gleichung die Größen, zwifchen wel⸗ 
chen die pofitiven Wurzeln enrhalten find, zu beitimmen, 
wenn Diefe auch den äußerſten Wurzeln nicht immer nahe 
fommen werden, Die Gränzen für die negativen Wurs 
zeln zu finden, muß man die Vorzeichen der Glieder in 
den geraden Stellen mit den entgegengefesten vertaufchen, 
als wodurch die Wurzeln fich in. die enfgegengefeßten vers 
wandeln. Die Abhandlung des de Beaune de limitibus 
aeqyationum iſt nebft einer andern über die Gleichungen 
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nad; feinem Tode ‘von Erasmus Bartholinus 1673. bes 
ausgegeben, und einer Ausgabe vonder. Geometrie des 
Descartes bengefügt. Für numerifche Gleichungen hat 
man noch ein anderes Verfahren, die nächſten ganzen 
Zahlen an jeder Wurzel zu finden, (f. Granzen einer 
Sladhun) Be 0 Bi 
Johann Hudde, der Bürgermeiſter zu Amſterdam 
war, und 1704 in einem hohen Alter geſtorben iſt, zeigte; 
wie bie gleich großen Wurzeln einer ‚Gleichung gefünden 
werden. Wenn namlich eine Gleichung zwey gleich große 
und gleichnamige Wurzeln hat, und ihre Glieder) die etwa 
fehlenden mirgezählt) durch die Glieder einer arithmeris 
fchen Reihe folgweife multiplieirt werben, fo hat die dar⸗ 
aus entftehende neue Gleichung eine Wurzel mit Der gege⸗ 
benen gemein, oder beide haben einen gemeinfchaftlichen 
Theiler von der Form x — p. Diefen gemeinfhaftli- 
chen Theiler lehrt Hudde finden. Hat die Gleichung.drey 
gleiche Wurzeln, fo wird nach Huddens Vorſchrift die 
Gleichung auf die beſagte Art mit einer arithmetiſchen 
Reihe multiplicirt, und die dadurch entſtehende Gleichung 
auf ähnliche Art wieder mit einer ſolchen Reihe. Die 
nun hervorgehende Gleichung bat einen gemeinfchaftlichen 
Factor mit dergegebenen, wiex — p, und die Wurzel 
p fomme diefer dreymahl zu. Auf ähnliche Art werden 
auch die Wurzeln gefunden, die in einer Gleichung bier 
ober mehrmahls vorhanden find. Hudde lehrer das Verfah⸗ 
ren in einer Abhandlung de reductione aequationum, 
die der vorher gedachten: Ausgabe von Descartes Geometrie 
angehängt ift. 2 

- Mit der Conftruction der Gleichungen befchäftigre man 
fich im i>ten Jahrhunderte viel. Descartes hatte Dazu 
‚ bloß den Kreis und die Parabel gebraucht. De Slüſe, 
Canonicus in Lüttich und Abt von Amas, erweiterte dieſe 
Methode, und zeigte, daß man fie auf unendliche Arten 
durch den Kreis und einen der Kegelfchhitte conftruiren 
und dadurch auflsfen könne. Seine Abhandlung hat den ' 
Titel: Mefolabum, feu duae mediae proportiona- 
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modis exhibitae, Leod. 1659. 4, und 1668, cum 
parte altera de Analyfi et Mifcellaneis, In ver 
. erften Ausgabe zeigt er nicht, wie er die Conſtructionen 
gefunden habe, welches in Der zweyten gefchießt, die zus 
gleich viele feine geomerrifche Linterfuchungen enthält. Tho⸗ 
mas Baker, ein Engländer, lehrte 1684 in einer 
Schrift: The geometrical key, or the gate of equa. 
tions unlocked (Geometrifher Schlüffel, oder dufges 
fchtoffene Thfir der Gleichungen) alle eubifche und. biqua⸗ 
dratifche Gleichungen, ohne vorgängige Verwandlung, 
mittelft eines Kreifes und einer einzigen angenommenen Pa- 
rabel zu verzeichnen. Diefes Verfahren ift noch unter dem: 
Damen, Bakers Centralregel, bekannt (f. Anwen 
dung d. Geom. auf die Algebra, III), Weil Bafers, 
Dorfchriften, wie von den Vorzeiher + und — bald das 
eine, bald Das andere zu gebrauchen ift, zu große Achtſam⸗ 
keit erfordern, fo fuchte Halley eine bequemere Verzeich⸗ 
nungsart, die er in den Philof. Tranf. 1687. nr..188, 
bekannt machte. Diefen Aufſatz hat ’s Gravefand feiner Aus⸗ 
abe von Newtons Arithm, univ, beygefügt. In vier 
em Werfe zeigt Newton, wie die Conchoide zur Verzeich⸗ 
nung eubifcher Gleichungen gebraucht werben Fonne, und 
auch, wie dazu jeder Kegelfchnirt diene. Halley zeigte 
ferner, wie die Anzahl der möglichen Wurzeln, ihre Gran⸗ 
zen und ihre. Vefchaffenheit für alle Falle eubifcher und biz, 
quadratifcher Gleichungen geometriſch dargeitellt werden, 
fennen. Philof. Tranf. 1687. nr. 190, | 
Newton gab in feiner allgemeinen Arithmetik eine-fei« 
ne Megel, die Anzahl der unmöglichen Wurzeln einer Gleichs, 
ung ju finden, ‚die inzwifchen bisweilen in fo fern trüs 
- gen Eann, daß mehr unmögliche Wurzeln vorhanden 
find, als fie angiebt. Sie beruht darauf, daß gewiſſe ale 
Hebraifhe Zufammenfegungen größer over Fleiner ſeyn 
müflen, als andere, wenn alle Wurzeln möglich find. 
tan darf aber dieſen Satz nicht umfehren, da das Bröfs 
fere oder Kleinere einen Spielraum zulaft, fo daß diefelde 
Ungleichheit aucdy bey unmoglichen Wurzeln Statt haben 
kann. Newton hat den Veweis feiner Regel nicht mit: 
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gefheilt. Maclaurin bat den Beweis mit andern Vor: 
fheriften zur Entdeckung der unmöglichen Wurzeln in ven 
Phil, Tranf, 1726 und 1729. nr. 394. und 408 vorges 
tragen. Auch Campbell Hat daſelbſt nr. 404 einen Be: 
weis der Regel geliefert.  Diefe Abhandlungen find in der 
angeführten Ausgabe von Newtons allg. Arithm. anzus 
treffen. Maclaurin hat in feiner Algebra P. 11. ch, 11. 
einen Beweis gegeben. De Bua hat fich auch damit 
befchäftigt in den Mem.: d. Paris 1741, und dw 
Sejour in denſelben für das Sjahr 1772. (ſ. unmögliche 
Wurzeln). ... 2 | 
Die Gränjen der Wurzeln einer Gleichung zu finden, 
gab Newton eine neue Methode in dem gedachten Werke, 
wozuer die Säge von den Summen der Portenzen der Wur⸗ 
zeln benugte, die er vielleicht, felbft entdeckt har, wenn 
gleich fchon Albert Girard darauf lange vor ihm gefoms 
men ift, Sie wurden wenigitens durch Newton befannt; 
und daher ihm zugefchrieben.. Er hat ihnen auch eine anz _ 
bere Form gegeben, als fie bey Girard haben, (f. Comes 
bination VID. J 
Tſchirnhauſen trug in den Actis Erud. 1683 eine: 
allgemeine Methode zur Aufloͤſung der Gleichungen vor, 
von melcher er ſich aber zu viel verfptah. Sie erfordert, 
oft die Auflöfung einer höhern Gleichung als die vorge⸗ 
gebene ift, cf. Gleichung V). te 
Abraham de Mioivre zeigte in den Tranfactionen 
1698, mie. aus einer Gleichung mie unbeſtimmt vielen. 
Öliedern die Wurzel gezogen werben kann, ‚das ift, wie 
eine Reihe umgefehrt wird. Diefes hatte Newton auch 
fhon gefunden (Newt. epilt. ad Oldenburgium 1676. 
Opufc,I,p. 354), aber noch nicht befannt gemacht. Ä 
De Lagny gab allgemeine Gränzformeln für bie. » 
Wurzeln , nachdem biefe bis auf einen Bruchtheil in gan⸗ 
zen Zahlen gefunden find. Methodes nouvelles et 
‚ abregees pour l’extraction et 1’ approximation des 
racines et pour refoudre par le cercle et la ligne 
droite plulieurs problömes folides et furfolides, 
etc, par M. deLagny. Seconde edition, à Paris 
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1692. Diefes veranlaßte Halley, bequeme Granzfor⸗ 
meln für die Wurzeln aus dem Binomium a” + b.zu 
fuchen, deren eine irrational iſt, und die Wurzel (für ein 
poſitives b) zu groß anyiebt, Die andere rational und zu 
klein ft. Zugleich zeigt er auch, wie die Annäherung zu 
dem Werthe einer Wurzel ſchnell bewerkſtelligt werden 
fann, in den Phil, Tranf. 1694. n. 210. | 
Baphſon lehrte ein allgemeines Berfahren die Wur- 
jeln durch Näherung zu finden, in feiner Analyſis ae- 
quationum univerfalis 1690 (zweyte Ausg. 1697), 
welches Werf Halley rühmt. Brook Taylor rheilte in 
den Tranfaetionen für 1718 eine VBerbefferung der Annahe⸗ 
rungsmerhode mit, die er darin im Jahre 1700 vorges 
tragen hatte. | | Pe: | 
Wie die Cardanifche Negel für eubifche. Gleichungen 
auch auf ven Fall; da alle drey Wurzeln möglich find, anz 
zuwenden fey,; blieb den Algebraiften dunkel, ehe man. 
nicht die Wurzel aus einer zweytheiligen Größe durch eine 
Reihe darftellen Fonnte. Sie konnten nur in jolchen Fal: 
len fie anwenden, da die Eubifwurjeln die Form ihrer Eu: 
borum haben, indem alsdann das Unmögliche ſich hebt. 
Das hatte Bombelli ſchon gefunden. Die Methode iſt 
aber indirect. Leibnitz, machte zuerſt die Bemerkung in 
einem Briefe an Wallis, vom Jahr 1698, daß die Car⸗ 
daniſche Formel in jenem Kalle eine wahre Große iſt, ob 
fie glei) die Form einer unmöglichen hat, weil nämlich 
das Linmögliche ſich virtualiter, wie er fi) ausdrückt, 
aufhebe; es verſchwinde, wenn die Cubikwurzel aus je⸗ 
dem der beiden Theile. der Kormel gezogen werde, in dem 
Aogregat der Wurzeln. CWallifii Opp. T. III: coll, 
epift. 27. und Leibn. Opp T. III. p, 126; vergleiche 
einen Brief an Divenburg vom Jahre 1675: Opp T. II. 
p. 35, wo Leibnitz von einer Megel redet, Die feine Ver: 
fuche erfordert, "und das Unmögliche begreift.) Allein - 
erit lange nachher nahm man dieſe Rechnung wirflich vor, 
Nicole that es in vier Abhandlungen, die in den Mem, 
de l’Acad, des Scienc. 1738, 174: und 1743 befinde 
lich find. In einer Abhandlung in dem Jahrgange von 
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1744 giebt er den cubifchen Gleichungen zweyerley For⸗ 
men, die gefchickt find, alle drey Wurzeln durch Nahe⸗ 
rung zu finden, (fe Cardans Pegel). Man hat fich noch in 
den neueften Zeiten viel mit der Cardanifchen Regel be: 
fhäftige. Die mehreften Schriften darliber find in dem 
gleih vorher angewiejenen Artikel angeführt. 

Wenn man die Cardanifhe Formel allgemeiner macht, 
und die Wurzel einer Gleichung fest x— 5 (Y (ı + a°) 

zZ 
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var— ı1))" +3(@a— YV (a — 1))”, won eine uns 
gerade ganze’ Zahl ift, fo führe diefes zu einer rationalen 
Gleichung für x, in welcher bloß die ungeraden Potenzen 
bon x vorfommen, und die Coefficienten gewiffe reguläre . 
Functionen von n find. Diefe Gleihungen gab Moivre in 
den Phil. Tranſ. 170%, n. 309, Anhang zu Newtons 
Arithm. univ. p. 270. Die Wurzel iſt der Sinus oder 
Cofinus eines hyperboliſchen Gectors, (f. Goniomes 
trie VII.) 

Die Pegel des Descartes über die Anzahl der pofie 
tiven und negafiven Wurzeln einer Gleichung erwies zuerſt 
de Gua in den Mem. de F. Acad. des Se 177415 hernach 
auf andere Arten Segner, Baͤſtner, Apinus, Milner. 
(5, Sleihung VI 5). | 

Sontaine gab in den Mem del’ Acad. desSc, 1747, 
eine Merhode an, die Wurzeln durch Näherung zu finden, 
welhe ganz allgemein feyn foll, aber befchwerlich und 
langfam ift, auch eine weitläufige Vorarbeit erfordert, 
weil es auf Bedingungen wegen der Möglichkeit und Un: 
meglichfeit der Wurzeln anfomme, die für jeden Kal zur 
Hand fen müſſen. Die Methode ift nicht in Gebrauch 
gefommen, In der Encyclopedie methodique, partie ma- 
them. art. Equation, macht d' Alembert Erinnerungen wegen 
iprer Zuverläffigkeit, Eine genauere Prüfung derfelben hat 
Ia Srange in feinem Werfe de la refolution des Equations 
numcriques (4 Paris an VI.), p. 153 — 164 angeftellt, 
Er finder fie für höhere Gleichungen als die vom vierteu 
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Grade nicht anwendbar, und in gewiſſen Fällen trüglich. 
in den Pariſer Mem. für 1747 iſt nur ein Abriß der 
Methode enthalten. Bollftändiger, aber auch ohne Beweiſe, 
findet fie fic) in der Sammlung von Memoiren des Ver: 
faſſers, die im Jahr 1764 berausgefommen iſt. 

Euler bar manche zur Algebra gehörige Abhaudlungen 
‚geliefert. Eine merfwürdige ift : de formis radicum aequatio- 
num cujusque ordinis conjectatio. Comm, Petr, T. VI. a. a. 
1732. Darin ift eine neue Methode zur Auflsfung bi: 
quadratifcher Gleichungen enthalten, die in dem Artifel; 
Gleichung IV. befindlich ift. Won Euler find zwey Ab: 
handlungen Über die unmeglichen Wurzeln, eine in den 
Mem, de Berlin 1749, die andere in den Nov. Comm, 
Petr. T. XII, 1768; ferner über die Auflsfung ver 
Gleichungen jedes Grades, N, C, Petr, T. IX, 1762; 
und Bemerkungen über die Wurzeln der Gleichungen, 
N. Comm, Petr. XV, worin die Sätze von den Summen 
ber Potenzen der Wurzeln bewiefen werden; auch eine 
Mäherungsmerhode für die Wurzeln Nova Acta Petr, 
1788. In der Introd. in Anal, Infin. zeigt Euler, wie 
die rücklaufenden Reihen zur Berechnung der Wurzeln ges 
Braucht werben Fonnen, und handelt darin auch die Eon- 
feuetion der Gleichungen ab. Tin den’Inflitt, Calc. diff. 
lehrt er eine Anwendung der Differentialrechnung zur Auf: 
lofung der Öleichungen durch den Gebrauch des Zaylors 
fchen Lehrſatzes, ferner wie mittelſt der Lehre vom Groöß— 
ten und Kleinſten die wirklichen Wurzeln entdeckt werden 
konnen, und welche Kennzeichen der unmöglichen Wur- 
zeln fich angeben laffen, 

Lambert hatlinterfuchungen über die Gleichungen je⸗ 
bed Grades in den Mem. de Berlin 1763 angeftellt. 
Eine lehrreiche Abhandlung über die Verwandlung und 
Auflöfung der Gleichungen ift in feinen Beyträgen zur 
Mathematik, im zten Theil enthalten. - - | 

2a Grange hat dur Hülfe einer feinen Theorie die 
numerifche Auflöfung der Gleichungen fehr erleichtert, 
In den beiden Abhandlungen über diefen Gegenftand, 
Mein, de Berlin 1767 und 1768 wird gezeigt, wie man 
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bie den Wurzeln nächiten ganzen Zahlen finden, die un: 
möglichen Wurzeln entdecken, und die Wurzeln naherungs- 
weife durch Kettenbrüiche, deren Theorie bier zugleich erwei- 
tert wird, angeben feine, Dieſe beiden Abhandlungen 
find mie ſehr wichtigen Zufägen neu herausgegeben, unter 
dem Titel, delarefolution des Equations uumeriquesde tous 
les degre&s, par J. L. Grange, à Paris An VI, 266 p. in 4. 
welches Werk die Diaterie erfchöpfen möchte, Auch die 
literalen Gleichungen durch Reihenausdrücke für die Wur— 
zeln aufzulsfen zeigt la Grange eine neue Methode in den 
Mem. de Berlin 1768. Gehe tieffinnige Bemerfungen 
über die Natur der Gleichungen find enthalten in feinen 
reflexions fur la refolution algebrique des Equations, Nouv. 
Mem. deBerlin 1770. 1771. _ —— 

Die Form der unmöglichen Wurzeln mit völliger 
Schärfe zu erweifen, bemühten fih d' Alembert, Euler, 
la Brange, Soncener, Gauß. (©. Gleichung VI.) 

Die Reduction mehrerer, für.eben fo viele unbefannte 
Größen gegebener, Gleichungen auf eine Gleichung für 
eine diefer Größen allein, oder die Lehre von der Elimina— 
tion, iſt in den neuern Zeiten mit Sleiß betrieben worden, 
Die Reduction für zwey Gleichungen lehrten Euler, Crar 
mer, la Grange; und für mehr als zwey Gleichungen 

out in einem großen Werke: Theorie generale des 
Equations algebriques, ä Paris 1769. 469 p. in 4. (f. 
Elimination). — 

Algebraiſch, was zur Algebra gehört oder damit in 
Verbindung ſteht. | | 

Algebraifche Aufloͤſung ift, die durch Hülfe der Age: 
bra gefunden, und nach den Regeln derfelben ausgeführt 
wird, im Gegenfag gegen eine geometrifche. 

Algebraiſche Sormel ift der ſymboliſche Ausdruck 
einer Größe durch diejenigen, aus welchen fie zuſammen— 
Hefegt wird. 3. B. die Formeln für die Wurzeln einer qua: 
öratifchen oder eubifchen Gleichung. ** 

Algebraiſche Gleichung iſt entgegengeſetzt der ana⸗ 
lytiſchen. jene enthalt die — wie eine Große aus an⸗ 


68 Allgebraiſch 


dern zuſammen geſetzt wird; dieſe iſt eine Verknüpfung 
zweyer verſchiedener Formen von gleicher Quantität. (©. 
Gleichung im Anfang.) Eine Gleichung heißt auch algebra⸗ 
iſch im Gegenſatz gegen Die transſcendenten, welche trans⸗ 
feendente Größen, als Kreisbogen, Exponentialgrößen mit 
veränderlichen Exponenten, und die Integralgrößen zu 
unintegrirbaren Differentialen enthalten. Dieſe alle kön- 
nen nur durch unendliche Reihen dargeſtellt werden. 


Algebraiſche Größe iſt eine ſolche, die aus einer 
endlichen Anzahl von Gliedern, es ſey in der Form ganzer 
Zahlen oder von Brüchen, zuſammengeſetzt wird, im Ge⸗ 
genſatz gegen transſcendente, die gleich vorher namhaft ge= 
macht find. I 

Algebraiſche krumme Linie, oder Curve, iſt dieje⸗ 
nige, deren Natur durch seine endliche algebraiſche Gleichung 
zwiſchen ihren Coordinaten dargeſtellt werden kann, im 
Gegenſatz gegen die transſcendenten, deren Gleichungen 
Kreisbogen und Exponentialgrößen enthalten, oder aus 

unendlich vielen Gliedern beſtehen. S. krumme Linien. 


Algebraiſche Zahloder Coſſiſche Zahl war in der 
alten numerifchen Algebra eine Zahl, welche das Zeichen 
einer Potenz ober Wurzel vor fich bat. Die Alten 
hatten für jede Potenz oder Wurzel eigene Zeichen. 


Algebraifche Zeichen find die Symbole, die in der 
Algebra und der allgemeinen Rechnung überhaupt gebraucht 
werden. ie bezeichnen theild die Größen felbit, theils 
‚ihre Formen, theils ihre Verbindung. ©. Zeichen. 


Algorithmus, auch Algorismus, bedeutete in den 
mittleren Zeiten, als die Rechnung mit den defadifchen Zifz - 
fern in Europa eingeführt ward, diefe neue Rechnungsart. 
Das Wort iſt aus dem arabifchen Artifel, AL, und dem 
Griechifchen, Arithmos, Zahl, zufammengefegt, wie Al- 
mageſtum u. a. ine Arithmetik in Werfen, welche der 
Arithmetik des oh. de facro Boſco beygefügt ift, fange 
fih mit folgenden Zeilen an; 
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Haec Algorismus ars praeſens dicitur, in’ qua 
Talibus Indorum fruimur bis quinque figuris, ete. 
mit den beygezeichneten Ziffern. Von einem unbekannten 
Verfaſſer, vermuthlich aus dem 13ten Jahrhundert, iſt 
ein Werk: Opuſculum de praxi numerorum, quod Al- 
gorisınum vocant, mit des Jac. Fabri Epitome feu brevis 
Introd, in Boethii Arithmeticam von Nodocus Clichtovaus 
1503 herausgegeben. Bon Georg Purbach oder Peur: 
bach im ızten Jahrhundert ift eine Arithmetik vorhan⸗ 
den, welche den Titel hat: Algorithmus de numeris in- 
tegris, fractis, regulis communibus et de proportionibus, 
im ı6ten Jahrhundert mehrmahls gedruckt. | 
Don den Meuern wird Algorithmus bisweilen für je» 
de Art der Nechnung gebraucht, als Algorithmus infinite- 
fimalis, exponentialis, finvum, etc, In ber Encycl. 
method, heißt es pleonajtifch: Algorithme du calcul in- 
tegral, du calcul exponentiel, du calcıil des finus. | 
ii Aufgabe, ©. zweyte Abcheilung dieſes 
erks. 


Aliquantus wird von einem Theile einer Zahl 
oder einer Größe gebraucht, wenn der Theil ſich zu dem 
Ganzen nicht verhält, wie die Einheit zu einer ganzen 
Zahl. So ift 5 eine pars aliquanta von 16. | 

Aliquotus wird von dem Theile eines Ganzen ge⸗ 
braucht, wenn er- fich zu diefem verhält, wie die Einheit zu 
einer ganzen Zahl. So ift 5 eine pars aliquota von ze.-. 


Alıza regula ift ver Titel, welchen Cardan einem 
Buche giebt, worin er ſchwerere Tragen aus der Arirh: 
metif und Algebra vorträgt, ingsbefondere die cubifchen . 
Gleichungen und den fehrierigen Fall bey feiner Formel 
für diefelben. Die Abſtammung des Wortes ift nicht bes 
fannt. ©. Kaäftners Gefchichte der Mathematik, Th. J. 


©. 162. | 
Allgemein ift, was niche auf 'eine beſtimmte 


Größe oder beſtimmte Formen ber Größen einge⸗ 
ſchränkt wird, In der- Geometrie wird ben Größen 
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mie eine beſtimmte Ouantität gegeben, fondern bie gezeiche 
nete Figur dient als Nepräfentantiun für alle — bey 
welchen dieſelben Bedingungen der Conſtruction ſich finden. 
Die angewandte Geometrie giebt den geometriſchen Größen 
eine beſtimmte Quantität. In der Wiſſenſchaft ſelbſt find 
die Sätze nur ihrer Ausdehnung nach verſchieden. Der 
pythagoraiſche Lehrſatz z. DB. iſt ein beſonderer Satz. All⸗ 
gemeiner iſt ver Satz: wenn Über den Seiten eines recht⸗ 
winflichren Dreyede ähnliche Figuren verzeichnet wer: 
den, fo iſt die Figur über der Hypotenuſe fo groß, 
als die beyden über den Katheten befchriebenen zuſam— 
men genommen. in allgemeiner geometrifcher Gaß ift, 
daß alle ähnliche Körper fich verhalten, wie die Würfel 
der daran oder in denfelben auf einerlen Art gezogenen Lis 
nien. Kreis, Ellipſe, Parabel, Hyperbel, find Jia 
nien bon derſelben Ordnung, und haben gewiſſe allgemeine 
Eigeffhaften neben den beſondern, die jeder biefer Linien 
allein zukommen. 
In der Arithmetik pflegt man Säge und Auflsſungen | 
- an beftimmten Zahlgrößen zu erweiſen, doch fo, daß dar⸗ 
aus die Allgemeinheit; derfelben erhellt. Für "Anfänger 
lege man eine Aufgabe in beſtimmten Zahlen vor, um fie 
für die Auflöfung in unbeſtimmten Zahlen — 
Wenn man die Potenzen eines Binomium, a -+ b, nach 
ber Reihe entwickelt, fo erhält man Sätze, die der Quan: 
tität nach allgemeine, aber der Form nach befondere oder 
vielmehr individuelle find. 

Wird der Erponens unbeftimmt gelaffen, fo erhält 
man ein allgemeines Theorem, entweder mit Einfchrän- 
fung auf ganze Werthe ver Erponenten, wie es die ältern 
Analyſten vortrugen, oder — allgemein, wie es durch 
Newton gefunden iſt. Das allgemeine Glied einer 
Reihe iſt der Ausdruck irgend eines Gliedes derſelben durch 
gewiſſe gegebene Größen und die Stelle deſſelben. Eine 
meine Gleichung für Die Kegelfchnitte ijt eine folche, 
Die jeden derfelben, bey jeder Lage der Abfeiffenlinie, und für 
jeden Ordinatenwinfel darjtellen fan, In diefen, fo wie 
in den allgemeinen Öleichungen für Linien höherer Ordnun⸗ 
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gen, entſteht die Allgemeinheit daher, daß alle mögliche Be⸗ 
ſtimmungen für die krummen Linien darin aufgenommen 
werden. In andern Fällen entſteht die Allgemeinheit das 
her, daß die beſondern Beſtimmungen weggelaſſen werden. 
Die allgemeinen Sätze für die Quadratur, Cubatur und 
Reectification der krummen Linie, die Beſtimmung des 
Schwerpuüctes, des Schwingungspunctes, und manche 
andere enthalten gar feine gegebene Größen. - Das Theo: 
tem von la Grange, wenn y irgend eine Function von x 
ift, jede Function von x durch y auszudrucken, ift eines 
der allgemeinften in der Mathematik. Ä 

Die Mathematik ſucht allenthalben Allgemeinheit in 
den Säßen und Mufgaben, in den Beweifen und Auflös 
fungen. Die befondern Sätze und Aufgaben find deswe— 
gen aber nicht unwichtig; denn fie enthalten oft ſehr 
ſchöne Beziehungen der Großen gegen einander, 

Im Lateiniſchen hat man zwey Worte für das deutſche 
Wort, allgemein, nämlich generalis und “ univerlalis. 
Das erfte fcheint von Sätzen gebraucht zu werden; das 
zweyte von dem, was allgemein anwendbar ift. Man fagt 
demonftratio univerfalis, problena univerfale, conftructor 
aeguationum univerfalis; in der angeswandfen Marbematif, 
menfura wniverfalis, horologium univerfale. Newtons 
Perf über die Algebra und ihre Berfnüpfung mit der Geo⸗ 
metrie führt den Titel, Arithmetica univerfalis, Dach 
einigen Schriftitellern giebt es auch eine Mathefis-univer- 
falis, welche aber nur ein Eleiner Theil der mit mehrerm 
Rechte fo zur nennenden Analyfis ift. | 


Altigationd: Regel oder Allegationsregel (Regle 
d’ alliage) ift eine Nechnungsregel, welche lehrt, wie viel 
von jeder unfer zweyer Sachen, die mit einander vermifcht 
oder zufammen gethan werden follen, zu nehmen ift, Damit 
die Mifchung oder das Ganze einen beftimmten Werth eve 
halte. Sie iſt folgende; iz J 

Man ſchreibe den gegebenen höhern und niedrigern 
Werth unter einander, und den beſtimmten Mittelwerth 
jur Seite linker Hand, dann fubtraßire man den Mittel⸗ 


+ 
x f 
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werth von dem böhern, und fege ben Linterfchied neben 
den niedrigern Werth rechts; den Unterſchied des Mitz 
telwerthes von dem niedrigern fege man neben den hohern; 
fo zeigen dieſe Linterfchiede an, wie viel von jeder der bei: 
den Sorten im Berhältniffe gegen die andere zu nehmen ift. 

3. B. Es verlangte jemand ızlörhiges Silber, habe 
aber Fein anderes als 1o= und zslöthiges, mie viel muß 
er von jedem nehmen, daß die Mifchung ı3lechig werde. 
Der Werth der Silbergattungen wird durch die Anzahl 
ber 2othe fein Silber in einer Mark, oder durch das }es 
thige angezeig, Man mache nun den Anſatz, wie folget: 

1513 j 
13 | 
| — 102 

Von dem beſſern Silber find 3 Theile gegen 2 Theile von 
dem fchlechtern zunehmen. Theilt man alfo das ganze Ge: 
wicht des zu verferfigenden Werks in 5 Theile, fo Eommen 
3 dieſer Theile an feinem Silber, und 2 an fchlechtem zu 
demfelben. 

Den Beweis diefer Pegel giebt die Nuflöfung der sten 
Aufgabe in dem Artikel, Gleichung. I. 

Man Fann den Beweis an dem gegebenen Benfpiele 
auch folgender Geftalt führen. Der Goldſchmied büßet 
auf jede Mark des feinern Gilbers 2 Loth fein ein, wenn 
er es für ıglöthiges rechnet, gewinne hingegen auf jede 
Mark des rolöthigen 3 Loth fein, wenn eresals 13löthiges 
verfauft. Damit weder er nody der Käufer Schaden leiden, 
muß die Menge von der einen und der andern Art Silber 
Tich umgekehrt verhalten wie der Gewinn und Verluft an 
demjelben. - | | 
Ä Die Probe der Rechnung ift, daß man aus den beredh: 

neten Mengen und ihren Werthen den Werth der Mi— 
hung berechne, und daraus den Werth der Einheit für die 
Menge der Mifchung, welcher ver beftimmte feyn muß. 

3. B. Man habe in dem Benfpiele 20 Mark Silber 
zu. der Mifchung beftimmt, fo find dazu zu nehmen 12 
Mark des beffern und 8 Mark des ſchlechtern Gilbers, 
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Jene enthalten ı2. 15 Loth fein Silber oder 180 Loth; 
diefe enthalten go Loth fein Silber, zufammen 260 Loth 
fein Silber in 20 Mark, alfo 13 Loth in 1 Mark, wie es 
feyn ſoll. Du j 

Die Allegationss Pegel könnte ihren Namen von dem, 
Falle haben, bey welchem fie am meiften gebraucht wird, 
dem Legiren der edlen Metalle mie einander oder mit uned: 
In. Don Elausberg nennt fie ſo. Es fcheint aber Allie 
gationsregel gewöhnlicher zu feyn. Stifel, nennt die beiden 
gegebenen Zahlen numeros alligandos, und die mittlere 
Zahl, vumerum, ad quem fit alligatio. So bedeutet Als. 
Igation das Verfnüpfen zweyer Zahlen mit einer dritten. 

Zweytes Erempel. Es hat jemand 457 Marf 40th 
Eilber, welche die Mark zu 11 Thlr. gerechnet. werden. 
Diefes will er mit Rupfer befchicfen, von welhem F Pfund 
oder ı Mark 4 Ggr. oder 4 Thlr. koſtet, fo daß die Mar 
auf zo Thlr. komme; wie viel iſt an Kupfer zujufegen? 
Nach ver,obigen Art ift der Anſatz: | oh 


12193590. 
«0 | 
31 ı 6 

bas heißt: auf 59 Theile Gilber find zu nehmen 6 Theile 
Kupfer an Gewicht. Demnach find auf 4574 Marf 
Eilber zu nehmen 464 Mark Kupfer. Br. 
Wenn mehr als zweyerley Materien zu vermifcher 
find, fo ift die Aufgabe unbeflimmt, und man hat die 
Freyheit, noch irgend eine Beſtimmung zuzufügen. Die: 
DVorfchriften der Nechenmeifter find nicht Teiche zu faſſen. 
Ein wenig Buchftabenrechnung ftelle das Verfahren ganz 

deutlich dar. | ne 
Die Materien feyn breyerley Silber. Das erſte ift ım. 
föthig, das zweyte m löthig, das dritte p löthig; die Mi- 
fhung ſey x löthig. Die ganze Mifchung habe das Ger 
wihr a Mark. Bon den drey Arten Silber feyn zu neh⸗ 


men nad) ber obigen Ordnung x, y, 2 Mark, 
iſt nun 


Br 7 Alligations⸗xRegel 


.mx-ny+pz=ra 
I, xt y—- za 
Man nehme an, daß von dem zweyten und dritten Silber 
gleich viel genommen werden folle, oder daß y — 2 fen, 
fo ift 
ILmx+(+py=ra 
I. x + zy=a 
Multiplicirt man die zweyte Gleichung mit r, fo iſt 
II. rx P 2ryra 
alſo a : J 
II, mx + (a+p)y =rx-+ary 
oder 
IL (m—-nD)x=(zr—n—p)y. 
und. = 
. gty=2r—n—p:m—r 
oder En 
x: 2y — 2 — n — pram — Ar 
Diefe Proportion zeigt, wie das Gewicht des erſten Sil⸗ 
bers fich zu dem Gewichte der beiden andern Arten Silber 
zufammen genommen verhält, Yus biefer Proportion folge 
' (f. Berbältniß.) ; 
x--2ay:x = 2am—n—p: ar—n—p 
oder 
axm2m—n—p2t—n—p. 

Srempel. Kür das Silber A ſey m—153; für fey 
n=11; fürCfyp=73; die Miſchung foll 1316. 
thig feyn, fo daß r— 13. Hier ft am—n— = 11453; 
2r — n — p — 785, folglich a:x — 114: 75* 
— 23: 15. Den dem Silber B und dem C find zu neh⸗ 
men von jedem 4 Theile, 

Dover man nehme eines der Gewichte wie z nach Bes 
lieben an, z. B. fo viel als davon vorhanden ift, Die 
beiden Gleichungen für x und >y find nun - 

IJ. mx -ny> ra —pz | 
I.x + yzıa-z 


\ 


- “* 
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Die zweyte mit n multiplieirt iſt 
I.nx + ny=na —nz. 
Diefe von I, abgezogen, wenn ıl Fleiner ald m iſt, giebt 
III. (in —)xs=t—mM)a+(n—p)z 
(—n)a+ n—p)z | 


il x 
mn . 
Eben ſo iſt y= mn amp. 
m—n 


Wenn r fleiner als n ift, fo iſt das Stuck des Zählers, 
(r—n)afubrractiv. Eben fo iff(a-—-p)z und (m =r)a 
fußtractip, jenes, wenn n Fleiner als p, Ddiefes, wenn 
m Fleiner alsrift. Hingegen ift (m — p)z additiv, wenn ' 
mfleiner als p iſt. Alle Fälle werben durch den Gebrauch 
enfgegengefegter Größen aus dem bey der Rechnung zum 
Grunde gelegten leicht hergeleitet. 

Exempel. Es ſey m = 143 n = 11; p=9g; 
r—= ı2. Das Gewicht der Miſchung a 50 Mark. 
Von dem dritten Silber wolle man nehmen, - 16 Mark, 


1, ı0 2. 16 2 | 
3 . 3 
+ — . 6. r 
= rs == == 63, Beide Ge⸗ 


wichte geben mit z — 16 das Gewicht 50. 

Man feße, daß m=ıı; n—=9; p=14; unb 
wie vorher r — 125 a 505 z— 16 fen, fo daß nun 
die Menge des beften Gilbers beftimme it, Nun ift 

3,50 — 5, 16 
x: = Io 2 = 355 und 


. L, 50 4 3,16 


ı= —— — m I, 

Da bier y negativ ift, fo paßt die Annahıne der Größen 
nicht auf eine Mifchung, fondern auf einen Taufch, Aber. . 
35 Mark ıılörhiges Silber und 16 Mark 1alsrhiges 
erhält, und dagegen eine Marf 9 löthiges zurückgiebt, hat 
nun + 385 + 224 - —29 oth fein Silber = 600 Loth 
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fein, und + 35 + 16 — ı Mark legirtes Gilber — 50 
Mark. Die Menge des feinen Silbers 600 Loth dividirt 
durch die Zahl der Marke giebt 12. — Kände fich x odery- 
größer, als die Menge des von der erften oder zweyten Cat: 
‚tung vorhandenen, fo müßte man die Annahmen ändern, 
‚wie ed auch gefchehen muß, wenn Fein Taufch gefchehen,. 
fondern eine wirkliche Mifchung vorgenommen werben foll, 
Auf ähnliche Art verfähre man, wenn vier oder mehr 
Materien zu vermifchen gegeben find, fo daß ein Maaß 
(Pfund, Mark u. dgl.) der Mifchung einen beſtimmten 
Werth erhalte. Bey vier Materien Fann man zwey Ver 
ſtimmungen nach Gutduͤnken machen, bey fünf drey u ſ. f. 
Bon Elausberg demonſtrative Rechenkunſt Th. IV. $. 1319 — 


354: 
Käftners Fortfegung der Rechenkunſt, ©. 396. 


Almucabala iſt eine alte Benennung der Algebra, 
fo.fern fie die Relation der Größen durch Öleichungen aus> 
druckt. Lucas Paciolus nennt den Theil feines Werfs, 
der. von dee Algebra handelt, 1’ Arte maggiore, ditta dal 
volgo la Regola della Cofa, over Alghebra e Alınuca- 
bala, und erfläre den letztern Ausdruck durch Oppofitio, 
©. Algebra. | | 


Alterna ratio (verwechfeltes Verhältniß) ift, wenn 
in einer Proportion die mittlern Glieder verwechſelt werz 
den, in dem Kalle, daß in derfelben alle Glieder gleichz 
artig find. - 

Alterni anguli (Wechfelwinfel), ſ. Parallelen. 


Ambe, eine Verbindung von zwey Nummern im 
Lotto. In der Combinationslehre heißt eine Verbindung 
von zwey Größen eine Bimon. | 

Ambigena hyperbola iſt der Name, welchen 
Newton dem. buperbelfsrmigen Theile einer Linie von der 
dritten Ordnung giebt, wenn der eine Schenfel innerhalb 
des Aſymptotenwinkels liegt, der andere aber außerhalb 
diefes Winkels, fo daß diefer feine Afympfote irgendwo 
fhneider, ‚und von da an außerhalb des Aſymptotenwin⸗ 
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kels ſich an derſelben bin erſteckt. Newt. enumeratiò 
lineatum tertii ordinis ſ. Linien der dritten Ordnung. 


Amblygonium triangulum, ein ſtumpfwink⸗ 
lichtes Dreyeck. 


Amicabiles numeri, f. Befreundete Zahlen, 


Amplitudo arcus, Weite eines Bogens, ber 
durchgehends nach einer Geite hin hohl ift, iſt der Wins 
fel, welchen die Normalen an den Eindpuneten mit eins 
ander machen. Diefer Winfel ift gleich dem Außen 
Winkel der Berührungslinien an den Endpuncten des Bo: 
gend. Die Weite eines parsbolifchen Bogens ift 
die auf die Axe der Parabel ſenkrechte Sehne, In diefer 
Bedeutung kommt der Ausdruck befonders vor, wenn 
die Parabel als die Bahn einer Bombe oder Kugel be- 
trachtet wird. Die Weite iſt hier die horizontale Linie von 
den Wurfspuncte an bis an den Punet, wo die Bombe den 
Horizont. beym Miederfallen trifft. Sie heißt die Wurfs⸗ 
seite oder Schufweite, auch für die Linie, die in der 
Luft, 'als einem woiderftehenden Mittel, befchrieben wird 
(. Parabeh). Sin der Aſtronomie kommt der Yusdrucz 
amplitudo, auch vor, \ 


Analogie (Analogia) ift gleichbedeutend mit Propor⸗ 
tion. Es ift das griechifche Wort, 2veAoyie, wodurch Euklides 
die Gleichheit zweyer Verhältniſſe ausdruckt, ſ. Proportion. 


Analyſis, als wiſſenſchaftliches Syſtem, 
iſt die allgemeine Darſtellung und Entwickelung der Zu: 
fommenfegungsarten der Größen durch Rechnung. Gie 
behandelt alle Größen wie Zahlen, aber als unbeftimmte 
in Abſicht auf die Einheit und die Menge der Einheiten. 
Dadurch unterfcheider fie fich von der Geometrie, welche 
die ausgedehnten Größen, fo wie die tagen ber Linien und 
Ebenen, im Ganzen mit einander vergleicht, ohne fie als 
Vielheit von irgend einer Einheit und Theilen der Einheit 
ju betrachten, felbit bey proportionalen Größen diefe Bore 
ftellung nicht erfordert. Da aber die ausgedehnten Größen 
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und die Winkel ſich als Zahlgrößen anſehen laſſen, ſo 
kann die Analyſis auch zur Darſtellung und Entwickelung 
geometriſcher Verbindungen von Größen angewandt wer—⸗ 
Den, nur daß diefe, wo es auf Die Sage ber Linien und 
Ebenen ankommt, oft umftändlicher und ſchwieriger iff, 


als die geometrifche Zufammenfegung, die Durch ein der _ 


Geometrie eigenthümliches Verfahren gefchiebt, f. die. Ars 
tifel: Anwendung der Algebra auf die Geometrie; Krumme 
Linien. 

Da die analytifche Behandlung der. Verbindungen 

der Srößen allgemeine Lehrſätze und Aufloſungen liefert, fo 
ift ihr eine allgemeine Vezeichnungsart der Größen und 
ihrer Sormen (Arten der Zuſammenſetzung) nothwendig. 
Diefe wird in ver Buchſtabenrechnung gelehrt, welche 
zugleich die leichteften und gemeinjten Nechnungsarten 
pder Umwandlungen der Formen enthält, ¶ · Buchſta⸗ 
benrechnung). 
Die Verbindungen der Großen mit einander werden 
durch ſymboliſche Formeln, durch Gleichungen, ausgedruckt, 
(ſ. Gleichung.) Die Eigenfchaften dieſer Formeln, die 
Zuſammenſetzung mehrerer Gleichungen und die Auf öſung 
derſelben (die Entwickelung des Unbekannten aus dem Be: 
Fannten) find der Gegenftand der Algebra. Diefe ift 
der erfte Theil der Analyfis. Zuweilen wird Dadurch aud) 
die ganze allgemeine Rechnung veritanden, fo daß Alges 
bra und Analnfis als gleichbedeutend genommen werden. 
Es ift aber beſſer, die Algebra fo einzuſchränken, wie hier 
geſchehen. 

Die Analyſis im engern Verſtande, oder die eigent⸗ 
liche Analyſis, und zwar fofern fie ſich mit endlichen Größen 
beſchäftigt, iſt die Wiffenfchaft von den Formen der Größen, 
und lehre theild die Limmwandlung einer Form in eine an« 
dere, theils die Darftellung der Glieder einer fterigen Forte 
fohreitung von Größen durch die zugeordneten Glieder einer 
andern Meihe nach irgend einem Geſetze. Man nennt fie 
gumeilen auch) die Theorie der Sunctionen, weil Func« 


tion der Ausdruck einer Größe durch andere if. Die Als. 


gebra und Analyfis betrachten die Größen auf verfchiedene 
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Art. Jene unterſcheidet fie in befannte und unbekannte, 
diefe in unveränderliche oder beſtimmte, und in veränder ⸗ 
liche oder unbeftimmte, Weide gebrauchen zur Darftels 
lung oder Zufammenfeßung der Größen Öleichungen, die 
fi) aber wefentlich unterfcheiden. 3: DB. in der algebrai- 
(hen Gleichung x5 —ax? +bx —c —o mird die 
Relation einer oder. Dreyer Größen zuden gegebenen a,b, c, 
auf eine noch nicht entwickelte Art ausgedruckt. - In der 
analyrifchen Gleichung (a + x)? —a° +3a’x +3ax* 
+ x5 werden jweyerley Kormen mit einerley Beftand: 
theilen aufgeftellt, woraus diefelbe Größe entſteht. Es 
ift Die Verwandlung eines Products in ein Aggregat, Die 
analytiſche Sleihung y=A + Bx + Cx? + Dxs 
+ etc, giebt das Gefeß der gemeinfchaftlichen Bildung 
aller durch y bezeichneten Größen durch Die zugehörigen x 
mittelſt der unveränderlichen Größen A, B, C, D, etc, 
juerfennen, Die algebraifche Gleichung = A +Bx 
+Cx? +Dx5 +etc, enthält die Relation zwifchen den 
gegebenen Größen und denjenigen x, für welche y=o iſt. 
Überhaupt ift die Analyfis im engern Verſtande der wich 
tigere Theil, ſowohl wegen des Inhalts, da die Betrach— 
tung der Formen eigentlich das Intereſſante in der Mas 
thematik ift, als wegen ihrer mannichfaltigen Anwendung, 
"Die Algebra macht fih durch ihre Dienfte bey der Frfin- 
dung des Linbefannten mehr norhwendig, als Durch die 
Behandlung ihres Gegenftandes angenehin, | 

Der nachftehende Entwurf der Analyfis endlicher Gröſ⸗ 
fen, mit Ausfchluß der Buchftabenrechnung und der Alges 
bra, wird dem !efer den großen Umfang diefes wichtigen 
Theils der reinen Mathematif zeigen, und ihm behülflich 
feyn, fich die dahin gehörigen Unterſuchungen in einer 
guten Ordnung aus diefem Wörterbuche befannt zu 
machen. Zr. Ä | ’ 

1. Die Lehre von den Sunctionen oder Formen ber 
Größen. nn 
‚2. Berfchiedene Arten der Sunetionen, 
3. Verwandlungen der Functionen, 

a) Der Aggregate in Producte. 
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b) Gebrochner Functionen in Reihen. 

) Zerlegung eines Bruchesin mehrere Drächemic 
jweptheiligen einfachen Mennern, border Form 
a+x, wenn fich folche aus dem Nenner des 
vorgegebenen Bruches abfondern laffen. 

d) Berwandlung einer Function durch Subſtitu⸗ 
tion einer andern Größe für die darin befindliche. 

e) Darftellung einer gebrochenen Function durch 
einen Kettenbruch. 


11. Anfang der Theorie der Reihen. 
1. Verſchiedene Arten, wie Reihen entftehen. 
2. Wie die Coefficienten einer aus mehrerern Reihen 
zufammengefeßten Reihe beſtimmt werden. 
3. Reihen vom häufigften Gebrauche, 
a) arithmetifche. 
@. gemeine, ' 
6. höhere. 
b). Geometriſche. 
c) Rücklaufende. 
III. Lehre von ven Combinstionen. | 
1. Berfegungen einer gegebenen Menge von Dingen 
oder Elementen, entweder durchgehends verfchie= 
denen, oder mit untermifchten gleichen. I 
2, Yufjäplung der Combinationen jeder Claſſe ohne 
oder mit Wiederholungen. 
3. Aufſtellung der Combinationen mit beſtimmten 
Namen der Zahlenſtellen ihrer Elemente. 
4. Andere Anordnungen der Combinationen. 
5. Relationen zwiſchen den Combinationen und 
den Summen der Potenzen von den combinirten 
Größen. 
IV, Die combinatorift be Analyſis im Agemeinen. 
1. hr Zweck. 
2. Ihre Methode. | 
3. Ihre Charakteriſtik. 
V. Producte von gleichen zweytheiligen, vielthei— 
ligen und unendlichen Factoren; wie auch Zerlegung einer 
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Function in gleiche Factoren. — Der binomiſche und 
polynomiſche Lehrſatz. 
Eigenſchaften der Binomial⸗ Coefficienten. 


VI. Producte aus ungleichen binomiſchen Factoren. 


(C#, Euleri Introd, in Anal, Infin. P. J. cap. 15. 16.) 
1. Summirung der Potenzen reciprofer Zahlen und 
anderer Reihen. 
= an der Zahlen in ihre aliquanten ganzen 
Theile ( (partitio numerorum), 


VII, Producte aus binomifchen Factoren, bie in arithe 
metiſcher Progreffion genommen werden, eine Urt der 
von Euler fogenannten Functionum inexplicabilium. Ioftie, 


Calc, diff. P. II, cap.ı6, Kramps numerifche Sacub- 


töten. (Analyfe des refractions , Chap, 3.). 
VIII. Logarithmifche Sunctionen. ' 


1, Reihen, den Logarithmen durch die zugehörige 
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Zahl oder eine Function derfelben ‚und die Zahl 


durch ihren Logarithmen darzuſtellen. 
2. Methode zur leichten Berechnung der Logarith⸗ 
men. (Logarithmotechnie). 
togarichmifche oder Erponentialgleichungen , "der 
Hyperbel angeherig, and Gleichungen zwiſchen 
den: hyperboliſchen Sinus, Cofinus und Duers 
finus, deren zugehörige Seetoren ein gegebenes 
Berhältnig haben. Entlehnt aus der Integral⸗ 
zechnung, wegen des Zuf. ——— mit der 
Theorie der Logarithmen, und ihrer Verwandte 
ſchaft mit den. gleichartigen Formeln für die zu 
Kreisbogen gehörigen —* 


Anm. Die Deduction der logarithmiſchen Functionen durch 
Huͤlfe der Analpſis des Unendlichen wird darum nicht zu⸗ 
ruͤckgeſetzt, wenn fie bier der. Analyſis der Endlichen zus 
geeignes werben. Die andere Derhobe hat auch ihre Vor⸗ 
zuge. "Man muß eine Theorie von mehr als einer Seite 

anſehen, und alle Zugänge zu ihr kennen. Eben dieſes gils 
auch von ben circularen Funckionen. 


3 


* 
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IX. Circulare Functionen. 

1. Formeln für die Sinus und Tangenten —— 
mengeſetzter Winkel aus den Sinus und Tangen⸗ 
ten der Theile dieſer Winkel. Die Sammlung 
derfelben heiße Goniometrie. 

2. Neihen für die Winfel oder Bogen und ihre zu- 
gehörigen Linien, und für diefe durch jene, was 
man Cyklometrie nennen mag. 

3. Cyklotechnie, d. i. die Methode alle am Kreiſe 
vorkommende Größen leicht und mit der über— 
flüffigften Genauigkeit zu berechnen. 

4. Vergleichungen der eitcularen und byperbolifchen 
oder logarithmifchen Zunctionen. 


Kun. Der Kreis gehört freplich urfprünglich ber Geometrie 
zu, allein durch die analytiſche Behandlung wird er ein 
Gemeingut der Geomerrie und Analyfid. Die zum Kreife 
gehörigen Formeln und Functionen erfordern, auffer bey 

. ber erften Gründung, gar Feine weitere Hülfe der Geometrie, 
und werden ganz durch analyeifche Rechnung : entwickelt, 
Man könnte, wenn man von ber Differentialgleichung zwi⸗ 
feben Sinus und Winkel, ald bloße Größen betrachtet, aus⸗ 
gienge, die Beomerrie bey den circularen Functionen ganz 
entbehren. Dieſe werden oft gebraucht, wo gar nicht 
von Linien und Winkeln die Rede ift, als allgemeine 

““ Größen. ' 


X. ‚Anwendung ber circularen Functionen auf die Zer⸗ 
legung einer Sunction in dreytheilige mögliche Fac⸗ 
toren, wenn fie in zweytheilige einfache und mögliche nicht 
zerlegt werden Fann. 

Coteſiſcher Lehrſatz. | 

xl. Reiben , jur Sortfegung des zweyten fönic, 

1. Verwandlung der Reiben. 

2. Allgemeines Glied einer Reihe, oder. das Geſetz 
derſelben. 

3. Summirung der Glieder einer Ref Bernoulli⸗ 
ſche Zahlen. 

4. Umkehrung einer Reihe. 
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5. Interpolation der Glieder einer Reihe. 


XI, N en jwen oder mehreren. 

veränderlichen Groͤß | 

ı. Eintheilung in ——— und transſcendente. 

2. Eintheilung der algebraiſchen Gleichungen in 

Ordnungen und Claſſen. 

3. Entwickelung des Werthes einer von zwey berän- 

derlichen Größen durch eine Reihe, die — den 
Potenzen der andern geordnet iſt. 

Newtons Parallelogramm. 


XIII. Analyfis der krummen Linien, in welcher 
alle Säge aus den Eigenfchaften ver Gleichungen mit Zus 
ziehung der analyfifchen Trigonometrie und der Formeln 
für eireulate Functionen hergeleitet werden. Sie iſt zur 
Verfinnlichung der allgemeinen Theorie in dem vorhergee 
henden Nbfchnitte nothwendig, und verfchafft dem Geifte 
eine jo wohl für die Anwendung nügliche, als auch ohne 
Rückſicht darauf angenehme Belchäftigung. Die Bes 
handlungsart fegt fie mic der Analyfis in die engjte Ver— 
bindung. 


XV. Endliche Differenzen - Rechnung. 
Die. Vorbereitung zur Differentialrechnung, ſehr 
wichtig zur genauern Einſicht in die Veſchaffenheit 
der Functionen. 


XV. Verbindung der Analyſis endlicher Größen 
mit der Differentialrechnung. 

1. Durch den Taylorſchen Lehrſatz, und einige An⸗ 
wendungen in der Lehre von den Reihen. 

2. Durch den allgemeinen Satz von la Orange, für 
diellmfehrung und Verwandlung der F Sunctionen, 
(f. la Grange's Sat), 

3: Durch die Beſtimmung der größten und Fleinften 
Werthe einer Function. 

4, In der Geometrie der krummen Linien durch Yes 
flimmung der Berührungslinien, der Mormalen 
und ausgezeichneter Puncte; durch die Kormeln 
für verfchiedene Erjeugungsarten ber Linien, * 
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Evolution, Rotation, Zurückwerfung der aus 
einem gegebenen Puncte oder auch unter ſich pa⸗ 
rallel an eine Linie gezogenen geraden Linien, 
Trajection, u. a. 


XVI. Unbeſtimmt⸗ oder diophanteiſche Analytik, 


welche man auch als das zweyte Hauptſtück der Algebra 
anſehen mag. 

Der zweyte Haupttheil der Analyſis, welcher durch 
die große Allgemeinheit und Fruchtbarkeit der Methoden 
die Quelle fo großer Entdeckungen in der neuern Mathe: 
matik geworden ift, iſt die Analyfi is der unendlichen 
Größen. Sie beſchäftigt ſich mit den Gränzverhältnif- 
fen der Uinterfchiede der veraänderlichen Größen in zwey 
oder mehrern zufammen geordneten Reihen. ie beiteht 
aus zwey Haupttheilen. 

1. Die Differentislrechnung fucht die Gränzver: 


bältniffe aus der gegebenen Relation der Größen, (ſ. Dif: 


ferentialrechnung). 

2. Die Integralrechnung fucht diefe Relation aus 
den Gränjverhältniffen. Sie iſt der bey weitem ſchwerere, 
aber auch höchſt wichtige Theil, der immerfort noch Er 
weiterungen erhält, (ſ. Integralrechnung). 

Die Analyfis wird durch die Vorſchriften zur Auflö— 
ſung dei Öleichungen, durch ihre Merhoden zur Umwandlung 
der Formen und Entwicfelung der Größen, durch ihre allı 
gemeinen Sätze über die Nelationen der Größen in ihren 
mannichfaltigen Verbindungen unter einander felbft, und 
die .gegenfeifige Abhangigfeit derfelben von der Melation 
der Unterſchiede oder Veränderungen, ein vortreffliches 
Hülfsmittel zur Nuflöfungs - und Erfindungsfunft. - Da: 
her hat die neuere Mathemarif, ſowohl die reine als die 
angewandte, in einem Seitraume von meniger als zwey⸗ 


Hundert Jahren, befonders in dem Testen Jahrhundert, 


fo große und fchnelle Korffchritte gemacht. Wo die ſchon 
bekannten Methoden nicht zureichten, gaben fie doch Ver» 
anlafjung zur Erfindung neuer Wege. Wer aber aud) 
nur die leichtern Merhoden zu benugen zufrieden feyn muß, 
hat durch die Analyfis das Vergnügen manches. felbit zu 
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erfinden, ohne es andern „ vielleicht auf eine flir ihn nicht 
bequeme Art, fchuldig zu feyn. Man braucht nicht ſehr 
viele Formeln und Methoden im Gedächtniffe zu behalten, 
um ſich gewöhnlich felbft Helfen zu können, wohin man 
immer zu ſtreben hat, um die Analyſis ſich recht eigen zu 
machen. Die Kunſt, welche zur Erfindung aller analy⸗ 
tifchen Lehrſatze und Methoden angewandt iſt, verdient ſeht 
die Aufmerkſamkeit des Philoſophen, weil man dadurch von 
einer beſondern Art der Unterſuchungskraft belehrt wird, 
und des Marhematifers insbefondere darum, weil er da⸗ 
durch diefe Kraft mit Überlegung anwenden lernt. Die 
Mezeichnungsart macht es allein möglich, : weifläufige 
und verwickelte Berhältniffe zu überſehen. Dadurd), daß. 
Die verfchiedenen Großen durch beſtimmte Symbole, und’ 
die Arten ihrer arithmetifchen Verbindung durch gewiſſe 
Zeichen, nach unberänberlichen Vorſchriften angedeutet 
werden, kann man in wenigen Zeilen eine Unterſuchung 
foffen , die in Worten vorgetragen ganze Blätter einneh— 
men, und in den meiften Källen fich durchaus gar micht vorz 
tragen lafjen würde. 

Das wichtigſte Werf für die Analyfis endlicher Gröſ⸗ 
fen ift noch immer Eulers Introductio in Analyfın Infıni- 
torum, 2 Tomi. Laufannae 1748 , und zu Leiden 1797, 
2 Bde. Es enthält in dem erften Theile zwar Fein völlie 
ges Syſtem ver eigentlichen Analyfis endlicher Großen, 
aber viele wichtige Capitel derſelben. Wegen der Verbins 
dung, worin diefe Unterfuchungen mit der Analyfis der 
unendlichen Größen flehen, und wegen des Gebrauchs, 
der bier felbit von der fdee des Unendlichen gemacht wird, 
hat das Werk den Titel befommen. Der zweyte Theil ent: 
hält eine fehr lichtvolle analytifche Theorie der Frummen 
"Linien, welche man aus’ feinem Werfe beſſer als aus Die: 
fem erlernen wird, deſſen VBerfaffer immer Tieffinn mit 
Deutlichkeit zu vereinigen wußte. in zweytes hierher 

. gehöriges Werk von Euler iſt feine Differentialrechnung 
(Infitutiones Calculi differentialis, Petrop, 1755), wovon 
der zweyte und größere Theil: die Anwendung der Differ 
rentialrechnung auf die Analyfis endlicher Größen, beſon⸗ 
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der3 auf die Theorie der Reihen, enthält. Diefes muß 
man vorzüglich zur Hand nehmen, wenn man tiefer in die 
Analyſis dringen: will.. Michelfen hat es ins Deutfche über- 
feßt. Die genaue Verbindung der Analyfis endlicher 
Größen mit der Rechnung des Linendlichen kennen zu ler= 
nen, dient seinmeues fehr fcharffinniges Werk, Theorie 
des fonctions analytiques par I, L. la Grange, & Paris 
an V. Es enthält ſchätzbare Anwendungen auf die Geo: 


metrie und reine Mathematik. Man muß dazu gute 


Fertigkeit für allgemeine und fehr abftracte Nechnungen 
mitbringen. Das neueite Werk über die Analyfis endlis 
cher Größen ift: Du calcul des Derivations par L, F. A. 
Arbogalt, aStrasbourg, An, VII, (1800). 404 pag. 4. 
Die wichtigften und ſchwerſten Nechnungen werden darin 
nach einer neuen Methode ausgeführt, die mit der Combi: 
nations » Theorie in enger Verbindung ſteht, (ſ. Deriva⸗ | 
tions Rechnung. ) 


Analyſis, als Methode bey mathematiſchen Liners 
ann, ift die Entwickelung des Zufammenhanges der 
sefuchten Größen mit Den gegebenen, oder der veränderlis | 
hen unter einander und mit den unveränderlichen Größen: 
Zur Auflöfung irgend einer Aufgabe ift es nothwendig, den 
Zufammenhang der dazu gehörigen Örsßen, auch derer, die 
nicht unmittelbar gegeben werden, zu erforſchen. Die Erfin⸗ 
dung ber Lehrſatze beruht eben darauf. Die mathematiſche 
Analyſis vollſtandig kennen zu lernen, muß man die von den 
Alten gebrauchte, und die bey den Neuern uͤbliche unter: 
ſcheiden. ‚Die Analyfis der Alten bezog fich auf die 
Geometrie, und bediente ſich alſo bloß geometriſcher Hülfs⸗ 
mittel; die Analyſis der Neuern erſtreckt ſich-auf alle 
meßbaren Gegenſtände, und gebraucht die allgemeine 
Arithmetik, indem fie den Zuſammenhang der Größen in 
Gleichungen bringt. 

Bon der Analyfis der Alten giebt Pappus in feiner _ 
Sammlung geometrifcher Llnterfuchungen, in der Vor: 
rede zu dem. 7ten Buche einen guten Linterricht. Diefer 
Theil feines Werks enthält die Hülfsfäge und manche Bey⸗ 
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fpiele aus den analytifchen Schriften der Alter, Lemmata 
de loco refoluto, (Asuper« rs ’avalvouevs roms). Er 
ſcheint unter aufgeloͤſeten Ort die Sammlung von Lehr⸗ 
ſatzen, die zur Auflöfung dienlich find, zu verftehen, unter 
a aber die Methode. Hier folgen feine Worte 
ſelbſt. | 
„Was man die Lehre (den Ort) von der Auflöfung 
nennt, ift ein Vorrat von Sägen, der denjenigen zum 
Gebrauch beftimmt ift, welche fich mit den Anfangsgrüns 
den befannt gemacht haben, und nun die Auflefung der 
ihnen vorfommenden Aufgaben felbft zu finden wünſchen. 
Zu dieſem Zweck allein iſt die Sammlung eingerichtet. 
Drey Manner haben dazu ihre Beyträge geliefert, Eus 
Flives, der DVerfaffer der Elemente, Apollonius von 
Perga, und der ältere Ariftäus. Das dabey gebrauchte 
erfahren ift theils analytiſch, theils ſynthetiſch. Die 
Analyfis it diejenige Methode, da man von dem Ge⸗ 
fuchten, als zugeftanden angenommen, durch die Daraus 
gezogenen Folgerungen auf etwas Gegebenes kommt, wels 
ches zu der Syntheſis führt, Bey der Yuflöfung nämlich 
- betrachtet man das Gefuchte ald gefunden, und forfcht, 
woraus es junächft folger; dann, moraus diefes fich ergebe, 
und fo immer weiter, bis daß man auf diefem Rückwege 
etwas frifft, das gegeben ift, oder zum Grunde gelegt 
werden Fann. Diefes Verfahren heißt Analyfis, gleich - 
fam eine umgefehrte Auflöfung. Bey der Syntheſis 
hingegen macht man mit demjenigen, was bey der Anae 
Infis zuletzt erhalten ward, als etwas gegebenen, den Ans 
fang, und läßt das, was bort folgte, nun vorangehen, . 
in der natürlichen Ordnung nad) einander, bis man ju der 
Darftellung des Gefuchten gelangt. Diefes nennt man 
die Syntheſis. Cs ift aber die Analyfis von geboppele 
ter Ari, die theoretiſche, welche richtige Säge fucht, und 
die problematifche, welche Aufgaben aufzulöfen bemüht iſt. 
Nach der theoretiſchen Analyſis ſieht man den Gag 
den man prüft, als wahr an, und zieht aus dieſer 
Vorausſetzung Folgerungen, bis daß man auf einen aus⸗ 
gemacht wahren. oder falſchen Satz kommt. Iſt das 
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erſte, ſo iſt auch der Satz, von dem die Frage iſt, wahr, 
und der Beweis geht den umgekehrten Weg der Analyſis. 
Iſt der gefundene Schlußfag falſch, fo iſt auch der ange- 
nommene Gag irrig. Beyder problematifchen Gattung 
wird man von demGefuchten als befannt angenommen, duͤrch 
Das, was Daraus eind nach dem andern richtig gefolgert wird 
auf etwas beſtimmtes geführt. Iſt dieſes etwas mögliches,  . 
was fich darftellen läßt (ropıcoy), was die Mathematiker ein 
Datum nennen, fo ift die vorgelegte Aufgabe aufzulofen mög: 
lich, und der Beweis nimmtden Weg der Analyſis rückwaärts. 
Komme man aber auf erwas offenbar unmsgliches, fo iſt 
auch die Aufgabe unmöglich, Diorismus iſt die Beſtim⸗ 
mung, ob und wie, und auf wie mancherleg Arc einer 
Aufgabe Genüge geleiftet werden mag.“ | 
Hierauf macht Pappus die zur Analyfis gehörigen 
Schriften namhaft. Sie find: die Data, die Porismata, 
und die Schrift von den Örtern an einer Oberfläche, von 
Euflides, die Schriften des Apollonius de fectione ratio- 
nis, (eine bon Newton fehr geſchätzte Schrift) de fectione 
fpatii, de fectione determinata, de tactionibus, de in- 
“clinationibus, de locis planis, und von den Kegelfchnitten; 
die Schrift des Ariftaeus de locis folidis, und des Era- 
tofthenis de mediis proportionalibus. Aus dieſen Schrife 
ten hat Pappus viele Beyſpiele in dem 7ten Buche feiner 
Sammlung angeführte. Gie find alle, auffer die Data 
des Euflides , die in einer arabifehen Überfesung erhaltene 
Schrift des Apollonius de fectione rationis, und das 
Hauptwerk deffelben von den Kegelfchnitten, verloren gez 
gangen. In dem r’7ten Jahrhundert, vor der Anwendung 
der Analyfis des Unendlichen, wurde die geometrifche Ana= _ 
Infis mit Fleiß bearbeitet, ald von Vieta, Fermat, Viviani, 
Sheraldi, Snellius, Huygens, Burrow, u. m. Man be: 
mühte fich die verlorenen geometrifchen Schriften! der Alten 
wieder herzuitellen. Die Engländer lieben die geometriſche 
Analyfis fehr, und find gegenwärtig die Meifter in derfelben, 
Newton, der in feinen ſchweren Linterfuchungen über die hö— 
here Mechanik die geometrifche Einkleidung und Syntheſis 
‚gebraucht, pflegte die Anwendung der algebraifchen Rechnung 
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auf Die Geometrie zu tadeln. In dem ıgten Jahrh. Haben 
ſich Die Engländer noch häufig mir den verlornen Schriften 
des Apollonius beſchaftigt. Halley gab die Bücher de 
fectione rationis und fectione ſpatii heraus, Orford 1706; 
Nobert Simfon, die loca plana, Glasgow 1749 (deurfch 
von Samerer in eıpjig 1796), Horsley, die Bücher de 
inclinationibus, Orford 17705 Jamfon, die Bücher 
de tactionibus, Lond, 1771. und die de determinata fec- 
tione Lond, 17725 Walis, die legtern gleichfalls, 
London 1772. Dicfelben find von Robert Simfon wieder 
bergeftellt und mir zwey Biichern vermehrt, nach deſſen 
Tode auf Koften des Grafen Stanhope, nebft dem Euflis 
diſchen Werfe über ‘die Porismata, und: einigen dndern 
von Simſon nachgelaffenen Schriften, zu Glasgow 
3776 berausgefommen, Burrow gab die Bücher de 
inclinationibus, Lond, 1779 heraus, 

Die Erfindung der geometrifchen Analyſis wird von 

. Diogenes Laertius und Proflus (Commentar über das 
‚ erfte Buch des Euklides) dem Plato zugefchrieben. Wir 
haben von diefem berühmten Philofophen feine mathema⸗ 
tiſche Schrift, daher man fein Verfahren nicht beffimme 
fennt. Einige merfwürdige Anwendungen der geometri- 
Shen Analyfis finden fich in dem zwenten Buche von ber 
Kugel und dem Cylinder ‘des. Archimedes, beſonders 
ben der dritten Aufgabe oder sten Satze (S. 76 ber fchäß: 
baren Ausgabe diefer Archimedifchen Schrift von Hauber, 
Tübingen 1798). Archimedes vergleicht die Größen mit 
einander , ohnelinterfchied, ob fie gegeben oder unbekannt 
“ find, und kommt durch eine Verbindung von Sägen, die 
auf.den Eigenfchaften der Kugel und des Kegels berußen, 
endlich auf eine Proportion, die in die algebraifche Spra⸗ 
che überfest, unmittelbar eine Gleichung vom dritten 
Grade geben würde, von melcher die Auflöfung der Auf⸗ 
‚gabe abhänge. Man fieht aber auch hier, daß die Anas 
Infis der Alten in jedem Falle eigenthümliche Kunftgriffe 
erforderte. | - 
Die theoretiſche Analyfis, deren Pappus erwähnt, wird 
kaum anders. brauchbar ſeyn, als ben dev Prüfung eines - 
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Satzes, den ein Schriftſteller aufſtellt oder anwendet, ohne 
ihn zu beweiſen. Denn man wird nicht leicht durch Ver— 
muthung auf einen mathematiſchen Satz gerathen. Man 
pflegt ſich auch dieſer Beweisart in mathematiſchen Schrif⸗ 
ten nicht zu bedienen, kaum anders als bey der Umkehrung 
eines erwieſenen Satzes, da man zeigt, daß das Gegen- 
theil des aufgeitellten umgefehrten Satzes falſch ift, (ſ. 
Beweis). Der Leſer würde nicht einſehen, welcher Weg 
zu dem aufgeſtellten Satze geführt habe, dagegen man 
bey einem directen Peweife bemerken kann, welche Gäße 
zu dem gegenwärtigen geleitet haben, Ein Benfpiel einer 
theoretifchen Analyfis findet man in .Pappi Coll. math. L. 
VII. prop. 26, worauf aber in prop. 27. eine fpnrhe= 
tiſche folgt, 

Zu der Anwendung der alten. Analyfis auf geometri⸗ 
fche Aufgaben laffen ſich Feine beſtimmten VBorfchriften gez 
ben ; man kann Hier Feine ſo unveränderlichen Anweifungen 
ertheilen „daß dadurch in allen Fällen das Gefuchte gefuns 
den würde. Immer iſt eine gewiſſe Vorbereitung nöthig, 
die Aufſpürung und Einführung der Hülfsgroßen oder 
Mittelglieder, um die gegebenen Größen mit den geſuch— 
ten zuberbinden. Man muß aufmerffam auf dasjenige feyn, 
‚was durch das unmittelbar Gegebene beitimme wird, uns 
dadurch fich den Weg zu dem Öefuchten zu bahnen. Hier 
bleibe e8 der Erfindungskraft eines jeden überlajjen, wie er 
fich zu helfen habe," da die Mittel zum Zwecke mancherley 
find, fo wie die Befchaffenheit der Aufgaben fehr verfchieden 
ift. Übung ift hier Hülfreicher als Negeln. Man muß, ehe 
man die Auflöfungen geometrifcher Aufgaben von andern 
lernt, feine Kräfte daran verfuchen. Die Säge der Elemens 
tat Geometrie muß man vollfommen gegenwartig. haben, _ 
befonders die Eigenfchaften des Kreifes, die haufig große 
Dienfte thun. Folgende Bemerfungen werden ben dieſem 
Gefcbäfte von Mugen feyn. Sie find von einem mit dem 
Verfahren der alten Geometern . fehr befannten Manne, 
Newton in der Arithm, univ, pag, 87. edit, Lugd. 
Man hat oft einige der gegebenentinien zu verlängern, 
bis fie andere ſchneiden, oder von einer beſtimmten Länge 
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wenden. Oder man ziehe vom; einem ausgezeichneten 
Puncte Parallelen oder Perpendikel, oder verbinde Punere : 
durch Linien. Wenn zweyn nicht parallele Linien mit einer 
driften gegebene Winfelmachen, fo verlängere man fie 
bis zu ihrem Durcchfchnitte, wodurch ein der Art nad) ge 
gebenes Dreyeck (fpecie datum) erhalten wird , worin 
die Verhaltniſſe der Seiten gegeben find, Wenn ein Win- 
fel gegeben wird, oder einem andern. glei iſt, fo bilde 
man mit demfelben ein Dreyerf, das der Art nach gegeben, 
ober einem andern- ähnlich ift, entweder durch Verlänge⸗ 
rung einiger Linien, oder dur eine andere Legung der. ge 
geniiber ftehenden Seite, Iſt pas Dreyeck fchiefwinklicht, 
fo iſt es oft in zwey rechtwinflichte zu zerlegen. Vielſei— 
tige Figuren find duch Diagonalen in Dreyecke zu zer 
theilen. Überhaupt bat man dahin zu fehen, daß man die 
ganze Zeichnung in Dreyecfe, gegebene, ähnliche oder recht⸗ 
winflichte zerlege. N | 
Einige Beyſpiele werden zur Erläuterung nöthig 
eyn. | I 
x. Aufg. Eine gegebene Linie AB Fig. 2. (Tab.I,) 
fo einzutheilen, daß das unter der ganzen und einem der 
Beiden Abfchnitte enthaltene Rechteck dem Quadrate des 
übrigen Abſchnittes gleich fev. ® Ä 
Aufl. Es fen P der gefuchte Puner. Uber AB undBP 
beichreibe man vie Quadrate ABCD, PBNO, und 
verlangere OP bis M auf CD, fo ift das Rechteck AM. 
— Duadr. PN, oder AP<PM=—PBq, daher das 
Rechteck CO oder CN X NO BC, oder eine geges 
bene Größe. Es werde BC in E halbirt, fo ift (Eufl.11.6) 
CN<NO-+BEqg=ENg, das it ABq-+BEgq 
—=ENg Mau ziehe AE, it AEg=ABg+BEq, 
Daraw it AE=EN, alfo BN ver gefuchte Abs - 
fhnitt BP, z Ä 
Hieraus wird man leicht die ſynthetiſche Auflöfung 
— ‚ die Euklides in feinen Elementen IL 11. 
giebt, 
22. Aufg. In dem gegebenen: Kreisabfchnitte APB 
(Fig. 3. Tab, L) von den Endpunsten der Chorde AB 


# 
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an einen Punet des Umfangs p zwey tinien AP, BP 
zu ziehen, deren Verhaltniß einem gegebenen F: G 
gleich fen. 

Aufl. Es fey P der gefuchte Punct. Der Winfel APB 
iſt gegeben, weil der Abfchnitt des Kreiſes cegeben ift, 
worin alle Winfel am Umfange fich gleich find. Man 
verlangere AP, und mache ven W. ABC=APB, fü 
erhält man die ähnlichen Dreyecke APB und ABC, in 
soelhen ftTAP:BP—= AB:BC, Allſo ift das Verhält: 
niß AB: BC gegeben, und dadurch die Linie BC, welche : 
ben Kreis in dem verlangten Puncte fchneidet. 

Hieraus ergiebt fich die ſynthetiſche Auflofung ganz 
leicht. Pappus giebt L. VII. prop. 155 eine andere 
Auflsſung, die nicht fo leicht ift. Er zieht Durch. P eine 
den Kreis berührende. Der Durchfchnittspunet derfelben 
mit der verlängerten AB ift gegeben. - 

3. Aufg. Zwey Linien AB, AC, (Fig. 4. Tab. 1.) 
find der Lage nach gegeben, nebft einem Puncte D inners 
halb des fpigen W. BAC; es foll ein Kreis befchrieben 
werben, ber durch D geht, und- bie beiden Linien be> 
rührt. 

Aufl. Es ſey P der Mittelpunct des geſuchten Rreifes, 
und PM, PN feyn fenfreht auf AB, AC, fo find 
PM, PN Halbmeſſer des Kreifes, M, N die Berüh—⸗ 
ımgspuncte der Linien AB, AC mit dem Kreife, und 
der Mittelpunct P liegt auf der Linie AE, welche den 
Winfel BAC halbirt. Mean verbinde die Puncte A,D, 
und P, D durch AD, PD. In dem Dreyefe APM 
iſt das Berhältniß AP, PMogegeben, weil der W. PAM 
nebſt dem rechten Wintel darin gegeben find: Daher auch 
in dem Dreyecke APD’das Verhältniß AP: PD. Es ift 
alſo nun die Jage der durch. den gegebenen Punct D gehen⸗ 
den DP zu fuchen. Man nehme auf AE irgend einen 
Punct F, ziehe FG parallel mit PM, oder ſenkrecht auf AB, 
and FH parallel mit DP, voifAP:PM=AF; FG; 
‚wie auch AP: PD=AF:FH, daher FG=FH, 

"Hieraus wird bie Eonſtruction der Aufgabe hergelei⸗ 
rit. - Denn - mon siehe, wie hier geſchehen iſt, FG 


' 
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ſenkrecht auf AB, und lege von Fan AD die Linie FH, 
welche FG gleich ift, fo ift DP mit diefer parallel, und 
der Durchfchnitt der mit FH parallelen DP und der ges 
gebenen AE ift der gefuchte Mittelpunft des Kreifes; 
Weil FH nod eine dage, nach A hin, haben fann, fo ift 
auch noch ein DP, und ein Mittelpunct eines Kreifes mög: 
lich, wodurch die Forderung erfüllt wird. 


4. Aufg. Aus dem Winfelpuncte A eined Quadrats 
ABCD (Fig. 5. Tab. I.) eine Linie zu sieben, auf wel«- 
cher Die Seite BC und die verlängerte DU ein gegebenes 
Stuück MN abfchneiden. 


Aufl. Man muß auf der —— AB. einen 
Punet fuchen, deſſen Abſtand von A oder RB durch die ge» 
gebenen Sinien AB und MN gegeben fen, und durch wel⸗ 
chen zugleich einer der Puncte M oder N gegeben werde, 
Es fer gefchehen, was verlange wird, und N def Durchs 
ſchnittspunct mit der verlängerten DC. Man ziehe von N 
auf die verlängerte AB die lochrechte NP, und zugleich 
durch N auf AN die fenfrechte N Q, welche Die verlängerte . 
ABin Q treffe. Da der W. NO QGAN, un PN 
— AB, fo find die rechtwinflichten Dreyecke NEO und 
ABM fich gleich, und PQ—=BM. 


Nun iſt ar CMq=MNg, alfo eine — 
bene Größe. Da CM ein Theil einer gegebenen Linie O—B 
iſt, fo addire man das Quadrat der legtern zu den gleichen 
Größen. Es it CRq = CMgq-+BMq +2CMXMB, 
alfo it CNg + 2CMgq + BMq + 2CMXMB 
— MNg + CBg, eine gegebene Größe, oder 
CNq + BMq +2BEXCM=MNg + Cha 
—MNg-+ ABq. In den äßnlichen Dreyecken ABM, 
NCM ift AB:BM=CN:CM, alfo ift AB< CM 
(=BCx CM) =BM< CN. Daher it CNq 
+BMgq +2BMXxCN=MNg-+ ABgq,bas iſt, 
(wil CN —=BP, ud BM=PO if) BPgq-+ PQgq 
+2BPXxXPQ = MNg + Abg, over BQqg 
=MNg-+ Abba. — F BQ eine gege⸗ 
bene Größe, 


94 Analyſis 


Hieraus folge num die Conſtrͤction. Man nehme auf 
AD das Stück AE gleich der gegebenen MN, ziehe BE; 
made BQ — BE, befchreibe über AQ ald Durchmeſ— 
fer einen Halbfreis, welcher DN in N fchneide, ziehe 
AMN., fo st das Stüf MN auf AN der gegebenen 
AE glei. | | 

Der Kreis ſchneidet die Jinie DN noch in einem Puncte 
R.. Zieht man durch A und R die Linie ARS bis an die 
‚verlängerte BC in S, fit RS—= MN. Denn weil 
die Bogen QN und AR gleich find, fo find auch die Bo⸗ 
gen OR und AN gleih, und daher der W. RAQ 
—NQA, und ihre Somplemente zum Rechten, DAR 
— — BAM. Daher iſt DR=BM, md RC= CM. 
Ferner iſt de W.SRC—=DRA=AMB =CMN; 

apitASCR—=NCM, und RS—=MN. 
Die Aufgabe, durch den Winfelpunet A eines Dua- 
drats ABCD eine dinie zu legen, auf welcher von den 
Schenfeln des Winfeld BCD ein Stück von gegebener 
Länge abgefchmitten werde, wird auf diefelbe Arc wie die 
vorgefragene aufgelöfee. Die Aufgabe kann unmöglich 
feyn. | 

Pappus trägt den erften Fall der Aufgabe, auf wel⸗ 
chen bier die Analyfis gerichtet iff, allein vor, L. VII. 
-prop. 72. eine Analyfis gründet fi auf einen vorher 
bewiefenen Saß, daß BQ®— BC? + MN? ift. 

5. Aufg. Ein Kreis PMN undeine geradetinie AB 
(Fig. 6. Tab. I.) find der age und Größe nad) gegeben ; 
e3 ift auf dem Umfange des Kreifes der Punct P zu finden, 
der fo liegt, daß die Durchſchnittspuncte M, N der Linien 
AP, BP mie dem Kreife in einee mie AB parallelen Linie 
MN [iegen. | 

Aufl. Es liege AB ganz aufferhalb des Kreifes, 
und es fen P der gefuchte Punet. Da ein Winfel amt Lim: 
fange, wie hier-MPN ift, dem Winfel der Berüßrungss 
linie mit der. Chorde des Bogens, worauf jener Winkel 
ſteht, und zwar auf der entgegengefegten Geite, gleid) 
ift (Eucl, III, 32.) fo fey MO die. berüßrende in M. 
Dadurch ift ver W. NMQ == MPN, Wegen der 
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parallelen MN, AB it -W. NMQ — AQM, alfo 
W. MPN=AQM. Demnad) ift das Dreyeck P A Bähns 
lich dem Dreyecke QAM, und sit AB: AP—=AM: 
AO. Man ziehe aus A die berührende AC an den Kreis, 
ſo iſt AP:AC=AC:AM (Eucl, HI. 36.); alfo ift, 
durch Zufammenfesung der Verhältniffe (ex aequo, Eucl; 
V. 22.), AB:AC= AC:AQ. .Da AC gegeben 
wird, fo iſt nun ACauch gegeben, und dadurch M, der 
Berührungspunet einer durch Q_ an den Kreis gezogenen 
Berührungslinie. Die mit AB parallele MN ift — 
auch gegeben. 


Da durch Qnoc) eine berührende An den Kreis gejoe 

‚gen werden kann, fo giebt es für die Linien AB, BP no . 

eine lage, bey welche der Punct P auf derfelben Seite 

der mit AB parallelen ER liege, auf welcher AB ſich 
befindet. 


| Andere Auflöfung. 


Man ziehe noch durch B die berührende BD an 
den Kreis, fo ft BP;BD = BD:BN. Aus diefer 
Proportion folgt BP:BN = BPg;:BDog, (durch die 
Zufammenfegung des Berhältniffes BP ; BN. aus den beis 
denBP:BDund BD : BN, oder BP: :BD undBP: BD), 
Eben ſo iſt AP: AM—=APg:ACq, Da wegen der 
beiden Parallelen it AP;AM = BP: BN; fo if 
APq : ACq —=BPg ; BDg; und daher AP: AC 
—BP:BD, over derwechfelt, AP:BP =:AC:BD, 
Solglich liſt über ber gegebenen AB ein Dreyef APB 
zu zeichnen, worin bie Geiten AP, BP ein gegebenes 
Verhältniß haben, und deſſen Spige in ‚den Umfang 
bes gegebenen Kreifes falle, Tür die erfte Bedingung iſt 
ein Kreis, deffen Größe und Jage durch AB und das ges 
gebene Verhältniß beftimme wird, der geomerrifche Ort 
(f. Kreis und Ort, geometrifcher.)., Die beiden Durche 
fhnitte diefes Kreifes mit dem gegebenen find jeder der 
verlangte Punct, wie 7 an welchen die Linien AB, BP 

ju ziehen find, 


‚96. . Analyfis 
6. Auf. Ein Kreis PMN und eine gerade Sinie, 
(Fig, 7. Tab.-I.) find der Lage und Größe nach gegeben, 
es ift auf dem Kreife der Punct P zu finden, der fo liegt, 
daß die Linie durch die Durchſchnittspuncte M, N ber Sir 
nien AP,.BP mit dem Kreife nach einem gegebenen Punete 
€ auf den verlängerten AB gehe, | 
Aufl. Es fey gefchehen., was verlangt wird, Man 
jiehe MR parallel mit AB, und verlängere die Linie zwi— 
fchen R und N bis nah Q auf AB. Es ift ver W. MPN 
— MRN (Eucl. Ill. 27.) und der W. MRN-—=ROB 
wegen ver parallelen MR, AB; alfo iff ver W. MPN 
=—NQB, und die beiden enfgegengefeßten Winfel APN, 
AQN des Vierefs APNC find zwey Rechten gleich, 
wodurch auch die beiden Winfel A und PNQ zjwey Ptech- 
ten gleich find. Die Puncte A, P, N, Q, Jiegen daher auf 
dem Umfange eines Kreifes (Euch, III, 22.) und daher ift 
BAXBQ=BPXBN, indem beide Rechtecke oder 
Producte vem Quadrate der aus B an den Kreis duch 
A, N, P ge genen Berährungslinie gleich find, 
fEucl. III: 36.) Nun fen an den Kreis MPN von B 
aus die berüihrende BD gezogen, fo it BPxBN=BNDa; 
alio it BAX<BQ == BDg, und daher ift, weil BD 
gegeben wird, auch BQ gegeben, oder der Punct Q, Folg⸗ 
lid) find von zen gegebenen Pımeten C und,Q_ zmwey Li⸗ 
nien CN, QN an den Kreis gelegt, fo dag MR, vie. 
Linie durch ihre beiden andern Durchſchnittspuncte mit dent 
- Kreife, der dinie ABC parallel iſt. Wie dieſes bewerf- 
ftellige wird, ifbin der sten Aufgabe gewiefen. Demnach 
ift der Punce N gegeben, und da B gegeben ift, fo iſt vie 
tinie BP der Lage nach gegeben, alfo der Punct P 
in. dem gegebenen Kreife , und dadurch auch die Lage 
von AP. | 
Die Syntheſis ift Dadurch folgende: Man ziehe von 
B an den gegebenen Kreis die berüßrende BD, und fuche 
zu BA und BD die dritte Proportionallinie B Q, Aus: 
den Puneren C und Q lege. man die Linie CN, QN an peu 
Kreis fo, daß die Linie MR durch ihre beiden andern. 
Durchfchnittspunete parallel mit CQ_fey, siehe BN, und 
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— ſie bis an den Kreis in P. Zieht man nun 


AP, fo geht dieſe durch M. Denn da die Rechtecke oder 
Producte BPx BN und BAX<BQ, dem Quadrate von 
BD gleich find, fo'find fie einander gleich, und die Puncte 


P,N,0, A, liegen auf dem Umfange eines Kreifes, 


In diefem ift der Winfel der geraden Linie durch A und P 
mit PN: gleich vem Mebenwinfel von AQN oder dem W. 
NQB. Es ift aber auch in dem gegebenen Kreife der W. 
MPN=MRN, und wegen der parallelen MR, CQ, 
der Winfel MRN—R QB, oder NQB, glio der W. 
MPN —=NQB, Daher iſt der W. APN=MPN 


und die dinien AP, MP liegen in berfelben geraben 


tinie. 


Die Aufgabe ſteht in der Sammlung * —5 | 


L. VI, prop, 117, 

Diefes mag hinreichend feyn, einen Begriff von der 
geomerrifchen Analyſis zu geben, wenn gleich die Beyſpiele 
nur in einzelnen Aufgaben beftehen fonnten, worin der 
Geiſt der Alten nicht fo fichtbar feyn kann, als in einem 
Spitem von Sätzen. Die arithmetifche oder algebraifche 
Analnfis fucht ebenfalls die Verbindungen der Größen, 
ohne einen Linterfchied zmwifchen gegebenen und gefuchten 
zu machen. Sie ftelle die Are der Verbindung durchjeine 
Gleichung dar. Jede Gleichung iſt als eine Bedingung 
in Betreff der Verbindung einiger Größen anzufehen. 
Gicht es mehrere Bedingungen, fo wird man dadurch auf 
eben fo viele unabhängige Gleichungen geleitet, Diefe mie 
einander zu combiniren, daraus neue Gleichungen zu fchaf: 
fen, befonders zu dem Zwecke, eine der unbefannten Gröſ— 
fen allein in eine Sleihung mit den gegebenen Größen , 
zu bringen ‚und eine Gleichung aufzulöſen, lehrt die Al— 
gebra durch Vorfchriften. Die Bedingungen zu erfinden 
und fie rechnungsfähig zu machen, erfordert oft Erfin: 
dungskraft und Scharfſinn, wenn fie nicht unmittelbar 
gegeben werden. Die Jehrfäse für die Verwandlungen 
der Formen und andere Jehrfäse der Analyſis, beſonders 
die allgemeinen Formeln der Differential und Integral: 
rechnung find ein reicher Vorrath von a 
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um fehr verwicfelte Pelationen zu entdecken und aus ein: 
ander zu fegen., Die Analyfis der Alten bat Feine allge: 
meinen Methoden zur Entdeckung von Lehrfägen und Auf: 
löfung der Aufgaben; fie hat auch wenige und geringe 
Hilfsmittel: defto finnreicher mußte fie aber auch in der 
Anwendung derfelben feyn, und in jedem Kalle faft ein ei: 
genes Verfahren gebrauhen. Darum ift das Studium 
der alten Geometrie jur Ubung des marhematifchen Geiftes 
fehr wichtig. Die Gewandtheit, welche man fich dadurch 
verfchaffen mag, ift Gewinn genug, wenn auch viele Säge 
von feinem Mugen weder in der fheoretifchen noch ange: 
wandten Mathematik feyn werden. | 
Einer der größten Analyften unferer Zeit fagt von der 
geometrifchen Methode der Alten, die man fehr uneigent: 
lich Synthefis nenne, daß fie in eimigen Fällen der alge: 
‚braifchen Analyfis vorzuziehen feyn möchte, fowohl wegen 
ihrer einleuchtenden Darftellungsart, als auch wegen ber 
Eleganz und Leichtigkeit ihrer Auflöfungen. Es gebe fo- 
gar Fälle, wo die algebraifche Analyfis gemwiffermaßen un: 
zureichend, und die geomefrifche Merhode allein ans 
wendbar fcheinen möge. Gr führe als Benfpiel die Auf: 
gabe an, die Anziehung eines elliprifhen Sphäroids auf 
einen innerhalb deſſelben oder auf der Oberfläche befindli: 
chen Punct zu beftimmen. Maclaurin har diefe Aufgabe 
nach einer rein geometrifchen Methode aufgelöfer, wobey 
er bloß einige Eigenfchaften der Ellipfe und der elliptifchen 
.Sphäroiden zum Grunde legt. Seine Auflöfung (in der 
Preißſchrift über Ebbe und Fluth) ift ein Meiſterſtück, 
das man ben fchönften Werfen des Archimedes zur Geite 
ftellen fan. (La Grange in den Mem. de Berlin 1773, 
wo er diefe Aufgabe rein analytiſch auflöfer). 
Die algebraifche Rechnung macht nicht die analytifche 
Methode aus. Man kann auch bey der Anwendung der 
Rechnung fonthetifch verfahren, wenn man bey Lehrſätzen 
ihren Beweis bloß aus den vorher erwiefenen Sätzen con: 
firuire; und bey der Auflöfung von Hufgaben, wenn man 
zeigt, wie man bloß aus gegebenen Größen zu den unbe⸗ 
Fannten gelangte, Die theoretifche Analyſis wird man 
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auch beym Gebrauche der Rechnung nicht zum Vortrage, 
ſondern nur für ſich anwenden, wenn man unbewieſene 
Sätze eines andern prüfen will. Zu der Auflöſung von Auf⸗ 
gaben pflege man fich faft immer der Analnfis der Alten zu 
bedienen, wozu man gewöhnlich dadurch genöthigt wird, 
weil fhon in. wenig fchwierigen Källen das Lnbefannte 
mit dem Bekannten zugleich in Gleichungen und Reihen 
eingehüllt it, oder erft durch. Integrationen gefunden 
werden muß, _ | | 

Wenn man fid) die Analyfis der Alten geläufig machen 
will, fo ſtudiere man die Anfangs angeführten Schriften 
berfelben. Die Sammlung des Pappus , befonders das 
te Buch, ift dazu fehr brauchbar. 

Der deutfchen Überfegung von den Datis des Euflides, 
nach der Ausgabe durch Robert Simfon, bat der Übers 


feßer, J. C. Schwab, eine lehrreiche Sammlung geomes 


trifcher, nach der analytifchen Methode der Alten aufge 
löfeten Probleme beygefügt, die zugleich als Beyſpiele 
der Anwendung von den Datis dienen, Stuttgardt 
1780, in 8. | : 
Ein weitſchweifiges Werk über die mathematifche Ana⸗ 
Infis und Syntheſis find: Caroli Renaldinii de relo- 
lutione et compofitione mathematica Libri duo, 
Patavii 1668. 535 pag, Fol, Es ift ein reicher Vor⸗ 
rarh von DBenfpielen, auch aus der. angewandten Mas 
thematif, darin enthalten. . Die Data des Euflides find 
darin aufgenommen, 


Die Lehre von den geometrifchen Örtern. thut große 
Dienjte bey der geometrifchen Analnfis. Sie find das, 
was die Gleichungen zwifchen zwey veränderlichen Größen. 
in der Analyſis. So wie in diefer die Verbindung zweyer 
folder Gleichungen eine determinirte Aufgabe auflöfer, fo 
geſchieht folches, in der Geometrie durch die Durchſchnitts⸗ 
puncte zweyer Orter, | 


Anslyfis der Erummen Linien, ſ. Erumme 
Linien, | | 
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Analyſis der Potenzen wird bisweilen das Vers 
fahren genannt, aus einer Zahl, die als Potenz eines ge: 
gebenen Grades betrachtet wird, Die Dazu’ gehörige Wur: 
zel zu finden, oder fie auf diefelbe Art zu zerlegen, wie fie 
als Potenz aus den Theilen der Wurzel zufammengefege 
wird. Man nennt dies fonjt auch Eyolution. 


Analyfıs Diophantea, f unbeftimmte 
Analytik. | | 


Analyfis endlicher Größen, f. Analyſis. 
Analyſis unendlicher Groͤßen, ſ. Unendlich; | 


- Differentialrehnung; Integralrechnung. 


Analytik, entweder einerley mit Analyfis, oder 
ber Inbegriff aller Verfahrungsarten bey der Entwicke— 
lung der Verbindungen der Größen, der Auflöfung der 
Aufgaben, Entdeckung neuer Methoden, und Erweiterung 


der Ulnterfuchungen in der Marthematif, kurz die analys 


— 


tiſche Bunſt. Dieſe läßt ſich nur unvollkommen in Be⸗ 
merkungen, Maximen oder Vorſchriften faſſen. Man 
muß fie durch fleißige und genaue Beobachtung des Ver: 
fahrens der Meifter in der Kunſt fich erwerben. voraus: 
gejegt, daß man marhematifches Talent beſitze. 


Analytiſch, was zur Analyfis gehört, oder wo— 
bey die Analyfis gebraucht und angewandt wird, oder was 
als Hülfsmirtel in der Analyfis dient, als analytifche 
Sleihung, Formel; analyeifhe Aufiöfung, Rechnung, 
Beweisart, Unterfuhung, Methode; analyfifche Geo— 
metrie, Trigonometrie, Mechanik, Optik; analytiſches 


Parallelogramm, Dreyeck; analytiſche Tafeln, 


Man ſehe insbeſondere die Artikel: Gleichung, For⸗ 
mel, Methode, Geometrie, Trigonometrie, Newtoniſches 
Parallelogramm. — 


Anatomie der Zahlen (anatomia numero- 
zum) iſt eine Tafel, worin alle Factoren der ganzen 
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theilbaren Zahlen neben denſelben verzeichnet find. Eine 
folche hat zuerft John Pell im 17ten Jahrhundert gelies 
fert, f. Theilbare Zahl. | En 


Angewandte Mathematik f- Mathematif. 


Anguinea hyperbola iff ein Name, den New⸗ 
ton einem hnperbelartigen Zweige mehrerer Frummen Li⸗ 
nien aus der driffen Ordnung der Linien giebt, weil der 
Zweig mit beiden Schenfeln an derfelben geradlinichten 
Aſymptote, die er irgendwo fchneidet, mit entgegengefeß- 
ten Wendungen, der eine Schenfel auf der einen Seite, 
‚der andere auf der andern, fich ins Unendliche hin erſtreckt. 
Die Frumme Linie hat entweder diefe einzige Aſymptote, 
oder noch zwey andere. Newton giebt dem hyperboliſchen 
Zweige auch den angeführten Namen, wenn er zwiſchen 
jroey parallelen Aſymptoten nach entgegengefegten Rich⸗ 
tungen hin fich erftrecfet. Die fchlangenfsrmige Hyperbel 
finder ſich in den Gattungen 9, 26, 27, 33, 34, 35, 36, 
52, 58, 59, 61,62. — 


Anliegende Theile eines ſphäriſchen rechtwinklich⸗ 
ten Dreyecks. S. Nepers Regel für ſphäriſche Dreyecke. 


Anliegender Winkel, iſt der Winkel, der eine 
benannte Seite einer Figur zu einem ſeiner Schenkel hat; 
oder auch der neben einem andern Winkel liegt, insbeſon— 
dere, wenn beide zuſammen zwey Rechte ausmachen, in 
— Falle ſie am gewöhnlichſten Nebenwinkel 

eißen. 


Anmerkung (Scholium) iſt in dem förmlichen 
Vortrage der Mathematik, wenn jeder Satz mir dem ihm 
sufommenden Damen, Lehrſatz, Aufgabe, u. f. bezeichnet 
wird..eine Einfchaltung, worin dasjenige, was Dunkelheit, 
oder Zweifel, oder Mißverftand veranlaffen Fonnte, gebe 
ben wirb worin ; man ferner bey wichtigen Sätzen den Bang 
der Erfindung’bemerflih macht, Hiltorifhe Nachrichten 
von derfelben und der Erfindung mittheile, andere Beweiſe 


* 
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und Auflsfungen anzeige, Die Anwendung eines Satzes 
lehrt, Schriften, die eine weitere Ausführung enthalten, 


‚empfiehlt, Inſtrumente befchreibt, u. dergl. 


Antecedens rationis, das Vorderglied eines 
Verhälenifies, wie 7 in 7:5. | | 


Antecedentalis Calculus ift Differential: oder 
Rlurionen: Rechnung auf eine andere als die gewöhnliche 
Art aufgeftellt, von einem Engländer, James Ölenie, 
der fie in einer Schrift befchrieben, betitelt: The ante. 
cedental Calculus: or, a geometrical methodus 
of reafoning, without any confideration of motion 
or velocity, applicable to every purpofe to which 
Fluxions have been, or can be applied, London 
1795, ı6 pag. 4. Die Schrift bezieht fidy auf eine 
Abhandlung des Verfaflers in den Tranſactionen 1777, 
und eine andere lateinifche, die 1776 berausgefommen ift, 
wie auch auf feineDoctrine of univerlal Comparifon, 


or general Proportion, 1789. worin der Grund ju ber - 


Theorie in jener Schrift gelegt ift. Glenie glaube, daß Ber 
wegung, Zeit und Geſchwindigkeit Begriffe feyn, die nicht in 
die reine Geometrie und abitracte Theorie gehören. Darum 
will er eine Methode, die allgemeiner als die Fluxionen⸗ 
rechnung, und zugleich aud als die Differentialrechnung 


fen, gebrauchen. In der That ift Glenie's Verfahren 


nur eine ganz unmwefentliche Veränderung in der Herleitung 
ber Differentialeechnung mit einer neuen Benennung. Es 
ift folgendes: 
Es ſey x:B=A”:Bm 
und x-+e:B=(aA + N)=:B=,' 
ſo ift | 

mA=m—ıNı RZ Am—aNt Leto, 


.._ 
— 
* 








gar 
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Iſt aber 

xpe+B=An:Bb", | | 
und x; B=(A—N)":B", 


fo iſt 
man N u Am—EN® etc. 
em Bm . 








Henn num die Verhaͤltniſſe A + N:B und A — N;B 
der Gleichheit näher Fontmen, als nur * angebliche 
Groͤße eben der Art, ſo wird jeder der beiden Werthe 


2 nn -  Diefen Werth nennt, Glenie the 
antecedental der Größe, welche zu B vaffelbe Verhãl⸗ 
niß bat, als das Verhaͤltniß m: 1 zu dem Verhältniſſe 
A:B. Man redet fonft nicht von einem Verhältniffe eis 
nes Verhältniſſes zu einem andern. Doch fieht man wohl, 
was es hier bedeuten foll, nämlich die Vervielfachung eines 
Verhaltniſſes. Die Bezeichnungen find in diefer Vor⸗ 
ftellung etwas geändert, um fie bequemer zu machen. 

Archiv der reinen und angewandten Mathematik, ar 
und 4ted Heft. ©. 352 und 481. 


Ant - Evoluta einer krummen $inie ift eine ſolche, 
die dieſer auf eine entgegengeſetzte Art zugeordnet iſt, als 
es die Evolute iſt. Die Cvolute iſt dee Ort aller Mittel: 
puncteder Krümmungskreiſe an einer krummen Linie. Wer⸗ 
ben die Krümmungshalbmeſſer über die krumme Linie hin⸗ 
aus verlängert, fo weit ald es bie Länge jedes beträgt, fo 
liegen die Endpuncte der Verlängerungen guf der Ants 
Evoluta. Jakob Bernonlli hat diefe Erzeugung einer 
Erummen Linie erdacht, Die aber nur bey der logarithmi⸗ 
* Spirale ‚angewandt werben mag, deren Ant-Evee⸗ 
ute, fo wie ihre Evolüte, dieſelbe Spiral-Linie iſt. Ja . 
Bernoulli Opp. T. I, nr. 49. Acta Erud, 1692. 

Anthapfologarithmus ift eine nicht üblich 
gewordene aus der griechifchen Sprache genommene, (pom. 
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> dyrı und — Benennung des Logarithmen der. Cotan- 
gente eines Winkels, in ver Trigonometria Sphaerico- 
rum logarithmica, adornata a Nicolao Kauffmann 
Holfato, 1651, in 8: Der Logarithme der'Zangente 
heißt daſelbſt Hapfologarithmus; der Logarithme des 
Cofinus Antilogarithmus. Der Herausgeber diefer 
Tafeln iſt der wegen feiner Eonftruction Ben be= 
rühmte Mercator. 


Anticauflica einer Frummen Linie eift eine folche, Die 
diefer auf eine enfgegengefegte Art, als die Cauſtica, zit: 
geordnet iſt. Die von einer krummen Linie nach Art der 
Lichtſtrahlen zurückgeworfenen Linien berühren die Cauſtica. 
Verlängert man dieſe über Die zurückwerfende Linie hin- 
‚aus, und nimmt die Verlängerung fo groß als den zurück— 
geworfenen Strahle, von dem Zurückwerfüngspunete bis 
an ben Berüßrungspunct an der Cauſtica, fo ift der End⸗ 
punct der Verlängerung auf der Anticauftien. Auch diefe 
- Entjtehungsart .einer Frummen Linie aus einer andern hat- - 
Jacob Bernoulli erdacht, (a. a. O.). Die Anticauftica - 
ber logarithmifchen Spiral linie, ift, fo wie ihre Eau: 
ſtica, fie ſelbſt. 

Antilogarithmus iſt eine von Neper RER Be: 
nennung des. Logarithmen eines Cofinus, in Beziehung auf - 
den Logarithmen des zugehörigen Sinus, die darin ihren 
Grund hat, daß in den Tafeln die Cofinus und ihre Lo— 
garithmen den Sinus und. deren Jogarichmen gegen, tiber 
ftehen. Neperi-logar. canonis defcriptio L, 1. c. 3. 
Kepler bedient fich auch Diefer Benennung. - Tabularum 
Rudolphin, praecepta, Cap. VIII. Sie iſt jetzt nicht. 
üblich. 

Wallis verſteht unter Canon Anti - -Logarithmicus ſol⸗ 
che logarithmiſche Tafeln, worin die Logarithmen in arithme⸗ 
tiſcher Progreſſion verzeichnet wären, von o bis 100, 000, 
mit Beyfügung der zugehörigen Zahlen, zu dem Ende, daß 
man daraus eben ſo leicht zu jedem Logarithmen die Zahl 
finden könnte, als man aus dem gewöhnlichen Canon zu 
einer Zahl dem Logarithmen, und die Proportionaltheile 
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durchs Einſchalten findet. Walliſũ Algebra in Opp.. 
Vol, 11. p. 63. Er ſcheint fich nicht beftimmt genug aus⸗ 
gedruckt zu haben, da er die Kennziffern welche die, Logas 
rithmen haben follen, nicht feitjegt. 
In dem Dictionnaire encyclopedique wird Antilo⸗ 
garichme erklärt als das Complement des Logarithmen ei⸗ 
nes Sinus, einer Tangente oder Secante, das iſt, als 
der Unterſchied dieſes Logarithmen von dem Logarithmen 
des Sinus totus. Dieſes hat Hutton nachgeſchrieben. 


Antiparallele Linien find ein Syſtem - von vier 
geraden convergirenden Linien in einer Ebene, A, B, 
C, D, von welchen A und C fich unter denfelben Pin: 
kein fchneiden wie B, und D, als in (Fig. 8. Tab. I.) 
die finien PA, PB, QC, QD. Pier ift der W. 
PEQ = QHB, und weil der W. CQOD den beiden 
dregefen EQF, GQH, gemein ift, auch der W. 
QFE=QGH. Die äußern Winkel QGH, QHG 
find den innern vberwechfelt genommen, namlich QFE 
und QEF, gleih, Wären PA, PB parallel, fo wür⸗ 
den Der äufere und innere Winkel auf derfelben 
Seite der fehneidenden QC, OD fich gleich feyn.» Das 
ber die Benennung, antiparallele, Leibnitz hat fie zuerſt 
gebraucht. “Acta Erud, 1691. p 279. 

Der Fall ift Häufig, daß zwey Linien von zwey andern 
auf die bier angegebene Art geſchnitten werben.” Es entftes 
ben dadurch ähnliche Dreyecke, in welchen aber die gleich 
namigen Glieder ber Verhältniffe ihrer Seiten nicht eine 
gleiche Lage haben, Es ift 

TEIFG=ELH : PF, 
QE:QF=RQH: RC. 
Ein Kreis, der durch drey der vier Puncte, E,F,G,H, bes 
fhrieben wird, geht auch durch den vierten. Denn an dem | 
Kreife haben eben diefe Proportionen zwifchen den Seg— 


menten zweyer Linien bon ihrem Durchſchnittspuncte an 
genommen Statt. 
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Wenn ein fehiefer Kegel durch eine- mit der Grund: 
fläche antiparallele Ebene gefchnitten wird, fo ift der 
Durchfchnitt ein Kreis wie die Grundfläche. Gewöhnlich 
nennt man einen folchen Schnitt eine fectio [ubcontra- 
rian (Wechſelſchnitt). Die ftereographifche Projection 
beruht darauf, 


Antithefis ift Berfegung der Glieder einer Gleis 
‚hung aus einem Theile derfelben in den andern mit ver: 
wechfelten Vorzeichen. Vieta und nach ihm Harriot ges 
brauchen diefes nicht mehr übliche Kunſtwort. 


Anwendung der Analyfis auf die Geome⸗ 
trie Heftcht darin, daß man die geomekrifchen Größen 
durd) Rechnung, für eine angenommene, oder unbeſtimmt 
gelafjene Einheit bey jeder Art der Größen, findet. | 

Die reine Geometrie findet alle Größen durch Conſtrue⸗ 
fionen, das ift durch intellectuelle Zeichnung von Linien, 
deren Durchſchnitte die verlangten Größen geben. Ihre 
Hilfsmittel find vorziiglich die Lehre von der Gleichheit 
und Äpnlichfeit der Dreyecke, einige Lehrſätze liber die 
Zufammenfegungen der Seiten, Segmente und anderer 
Linien in den Dreyecken, und die Eigenfchaften der Linien, 
Die anftatt der unbeſtimmten Gleichungen mit veränbers 
lichen Größen dienen, und die geometrifchen Orter heißen. 
Die Analyfis kann alles diefes gebrauchen, und hat noch 
überdem die Eigenfchaften ver Gleichungen, die Methoden 
fie zu verbinden, die Mittel, die unbefannten Größen auss 
jufondern, und mancherley Rechnungsweiſen, wodurch 
das Geſuchte, auch bey ſehr verwickelten Relationen, leicht 
gefunden wird. Die Analyfis des Unendlichen macht 
manche Aufgabe zu einem Spiele, zur Übung flir Anfänger, 
wozu die Alten die ganze Kraft ihres Geiſtes anwenden 
mußten, Das Mechnen macht die Auflöfung leichter, als 
wenn man erſt fuchen muß, welche Hülfslinien zur Ver⸗ 
bindung des Bekannten und Unbekannten gezogen werden 
muüſſen, und läßt fich oft faft mechanischer Weife ausfühs 
ren, da man bey der geometrifchen Conſtruction immer die 


— 
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Augen auf die oft fehr durch einander laufenden $inien 
richten muß. Durch die Jehre von den enfgegengefeßten 
Größen fann man mehrere Kalle in einer Rechnungsformel 
begreifen, welche die Geometrie einzeln durchgehen muß. 
Zur Anwendung in der praftifchen Geometrie und allenthals 
ben, wo geometrifche Größen vorfommen, befonders in 
der Aftronomie, ift die Nechnung nothwendig, weil Con: 
fiructionen nie die erforderliche Schärfe geben, oft höchſt 
unfichee find, wenn Linien fich unter fehr Eleinen Winkeln 
fchneiden, und unausführbar werden, wenn die Durchs 
fchnittspunete, welche die gefuchten Größen beftimmen, 
fehr weit über die Gränzen des zu einer Zeichnung beſtimm⸗ 
ten Raums binausfallen. | | 
Die Anwendungen der Analyfis find, 1) die Berech— 
nung allee Formeln für die Sunctionen der Winfel, oder 
die trigonometrifchen Linien; 2) in der Trigonometrie, der _ 
ebenen und fphärifchen, wenn darin alles auf Gleichungen 
gebracht wird, 3) bey der Berechnung der regulären Biel: 
ecke, ſowohl ebener als fphärifcher; 4) auf die Cyklometrie; 
5) in der ganzen Theorie der Frummen Linien, worin die: 
Eigenfchaften derfelben aus ihren Gleichungen entwickelt 
werden. Die Eintheilung der Linien in Ordnungen, 
Claſſen und Gefchlechter gründet ſich allein auf die ana: 
Iytifche Betrachtung der Gleichungen. Die Theorie der 
frummen Linien bey den Neuern tritt an die Stelle der 
geometriſchen Orter der Alten. 6) In der Lehre von den 
Projectionen, daher eine analytifche Perſpectiv entſteht, 
welche der zeichnenden oft zu Hülfe fommen muß. Die 
ſtereographiſche Projection verbindet in-der NAustibung das 
geometrifche und analytiſche Verfahren. 7) Ben vielen eins 
zelnen Lehrſatzen und Aufgaben, die durch Hilfe der Al- 
gebra mit Vortheil behandelt werben. 
‚Memton bat in der Arithm, univerfali, in dem Ab⸗ 
fehnitte, wie geometrifche Fragen auf Gleichungen gebracht 
werden, fehr gute Vorfchriften und Bemerfungen zu diefem 
Zwecke vorgetragen. Die allgemeine, auch bey andern ana⸗ 
Intifhen Unterfuchungen zu beobachtende, Vorſchrift ift, 
daß man den Anfang damit mache, zu unterfuchen, wie 


/ 
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die Größen, welche die Aufgabe betrifft, von einander abs 
bangen, ohne darauf zu fehen, ob fie gegeben find, oder 
geſucht werden, damit man erfahre, welche unter ihnen | 
Diejenigen find, wodurch die übrigen, mittelſt einer forts 
_ fchreitenden Verknüpfung, gefunden werden können. Un—⸗ 
ter diefen zur Syntheſis fehicflichen Größen nehme man 
Diejenigen als befannt an. bon welchen es fich ergiebt, daß 
man durch fie am leichteiten auf! die übrigen kommen 
möge. Mit diefen macht man den Anfang der Rechnung, 
und fchreitet zu den übrigen Größen fort, fo wie es ihre 
Verbindungen, zufolge der Bedingungen der Trage und 
anderer Limjtände, an die Hand geben, bis man zwey Wer⸗ 
the derſelben Größe erhält, es fey nun daß einer Diefer 
Werthe eine in der Aufgabe als gegeben oder gefucht mit 
einem Buchſtaben bezeichnete Größe iſt, der andere ein 
durch die Rechnung gefundener, aus ven Größen der Frage 
zuſammengeſetzter Werth, oder daß beyde zwey ſolche, auf 
verfchiedene Art zufammengefeste Ausdrücke von- gleicher 
Duantität find. Man muß hiebey wohl in Acht nehmen, 
welche Verbindungen fich am leichteften algebraifch aus: 
drücken laffen, da es nicht felten ſich ereignet, daß Größen, 
welche ſich durch die Geometrie leicht aus einander beſtim⸗ 
men, der Algebra fchwer fallen. | 
Den der Berechnung hat man zuerſt darauf zu fehen, 


wieieie die Größen aus andern, als aus Theilen, zufammenges 


fest werden, oder Durch Abziehung einiger Großen von an« 
bern entſtehen. 

Die Proportionalirät der finien iſt für die Rechnung 
ein wichtiges Hülfsmittel , da das vierte Glied einer Pro: 
porfion durch Die, drey andern gegeben wird, und da 
das Producer der beiden äußern Glieder dem Producte 
der beiden mittlern gleih if. Darum muß man bie 
Säge, aus welchen gleiche Winfel, für ähnliche Dreyecke, 
ſich ergeben (1. und 3. Buch des Euflides), wohl gegens 
wärtig haben. 

Zur Ausführung der Nechnung dient oft, daß Duas 
drate von Linien addirt werden, oder eins von einem andern 
ſubtrahirt wird, Dazu muß man fi) rechewintichee Drey⸗ 
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ecke durch Perpendifel verfchaffen. Hierher gehören auch 
die Sätze 4 bis 10 im 2ten Buche Euklids. Die beiden 
Sätze ı2 und 13 daſelbſt find oft zu Vergleichungen diens 
ih. Auch find folgende Säge brauchbar: Wenn der 
Scheitelwinfel eines Dreyecks halbirt wird, ſo ſind die 
Segmente der Grundlinie in dem Verhältniſſe ver Seiten 
Eukl.VI. 3.)3, und das Rechteck der Seiten iſt gleich der 
Summe von dem Rechteck der Segmente und dem Qua⸗ 
drat der den Winfel halbirenden Linie, (ſ. Dreyed.) Auch 
ift in einem Dreyerf das Rechteck zweyer Seiten, fo groß, 
als das Rechteck von dem Perpendikel auf die dritte Seite 
und dem Durchmeffer des umfehriebenen Kreifes. Wo Ti: 
auren in einem Kreife eingefihrieben vorfommen, iſt der. 
Satz braudybar, daß das Rechteck der Diagonalen einer: 
eingefchriebenen vierfeitigen Figur gleich ift der Summe 
ber beiden Mechterfe aus ben einander gegen über liegenben 
©eiten. 


Um diefe Sätze anzuwenden, find oft noch Hilfs: 
jeichnungen zu machen, wodurch die Größen mit einander 
verbunden werden... Die Bemerfungen, welche Newton 
wegen diefes Gefchäftes macht, find fchon in dem Artikel 
Analnfis, als Methode, angeführt. 

Die Abſicht bey der Anwendung der Analyfis auf die 
Geometrie ift oft, daß man in fehwerern Källen durch die 
Rechnung auf eine geomerrifche Conſtruction zu kommen 
ſucht, wie es Newton in ſeinen Principien gemacht hat, 
worin die Sätze und Aufloſungen durch Rechnung gefun— 
den zu ſeyn ſcheinen, aber darauf durch die Geometrie 
allein bewieſen und ausgeführt find. 


Die Benfpiele, welche num folgen, find Aufgaben, 
welche größtentheils mic andern Fragen und Sägen nicht 
in Berbindung jtehen, und hauptfächlich nur zur bung in 
der Auflsfungsfunft dienen. Die wichtigen Anwendungen 
der allgemeinen Rechnung fommen in den Artikeln vor, 
welche die Materien, wo fie gebraucht wird, enthalten. 


1. Aufg. Eine gergde Linie AB inP fo zu fheilen, 
daß BR’ = = ABxXx AP en = 
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Dieſe Aufgabe iſt in dem Artikel, Analyfis als Mer 
thode, geometrifch aufgelöfet. Die algebraifche ift fol: 
gende. Man feße, (Fig. 2. Tab, IL) AB = a; 
BP = x,pitap=a—x Es iſt beſſer BP 
durch x zu bezeichnen, ald AP, damit man nicht nörhig 
— das Quadrat einer Wweytheiligen Größe zu machen. 

er Forderung gemäß ift x" = ala — x), alfo 
x? + ax aa. Die Algebra giebt die Auflöfung 
‚diefer Gleichung, namlid x —=y(aa+ zaa)— ya, 
(f, Sleihung 11.). Daraus ergiebe fich fogleich die geo- 
metrifche Eonjtruetion. Zur Berehnungiffix—zav5— 1). 
Diefer Werth ift muh x — 2asinıg° (f. Geome- 
trie IX.) 

Die Algebra giebt für x noch einen Werth, und zwar 
einen negativen = — Jay 5 — za, ber hier nicht 
brauchbar ift, aber für eine andere Aufgabe, der Quans 
tität nach, gehört. Diefe ift folgende: 

— A B p 
— — —4 
Zu einer Linie AB eine BP zu ſetzen, daß BP2 AB>< AP 
ſey. Setzt man wiederum AB =a; BP=x, fo iſt 
x —a(aXx x) undx? — ax — aa, woraus fich er: 
giebt x — V(aa+za 2) + La, br x — 
43a(V5 +ı 1) = sa sin 54°. Diefer Werth ift die 
negative Wurzel in dem eriten Falle, entgegengeſetzt ges 
nommen. Die Algebra begreift Addiren und Subtrahiren in 
eine Nechnung , daher ihre mehrfache Antwort auf eine 
‚Stage. Die Geometrie ſondert die ragen von einander, 
welche verfchiedene Fälle in Abficht aufs Addiren und 
a enthalten. 

ufg. Es ift gegeben ein Halbfreis AEB (Fig. 
9. Tab, — ſoll an die berührende BD von A aus eine 
Linie AD ziehen, von welcher das Stück DE zwiſchen der 
berührenden und dem Kreiſe einer gegebenen Linie BF 
gleich ſey. 

Zwey geometriſche Sätze verhelfen zu einer Gleichung. 
Erſtlich iſt AD? — AB: BD:°:; jmweytens ift 
DAX<DE = DB“, (Eucl, ll, 36.) Man ſetze AB =a; 


y— 





Anwendung der Analyſis zır 


BF=-DE=b; DA=x, pif DB = x! —ar, 
und DB:—= bx, alſo x? — a® — bx, undx® — bx 
— as. Daraus iſt —æ b4V(G⸗44 be). 
Hieraus ergiebt ſich folgende Conſtruction. Man halbire 
BF in C, ziehe ACG, auf welcher man CG = CB neh 
me, befchreibe mit AG um A als Mittelpunet einen Kreis, 
welcher BD in D fchneide, ziehe AD, die den Kreis in E 
treffe, fo ift geſchehen, was verlangt ward, | 

Geometrifche Aufl. Es fen gefchehen, was verlange 
wird. Manziche BE, fo ift wegen des rechten Winfels 
E das Dreyeck AEB ähnlid) dem ABD, und es iſt AE: AB 
—AB:AD, daher AEXAD—ABg. Man befchreibe 
über BF als Durchmeffer den Kreis BGFH, und ziehe 
durch den Mittelpunct C die AC, welche den Kreis in G. 
und H fhneide, fpift AH X AG — ABg. Solglid) 
AEX<AD=AHXAG MahtmannunAD—= AG, 
fit AE=AH, und ED=HG = ber gegebe- 
nen BF. 

3. Aufg. Das Dreyef ABC (Fig. ro, Tab. 1.) 
aus der Geite BA, dem Werhältniffe der Geiten 
AC: BC, und dem Winfel C zu beftimmen. | | 

Diefes ift Die 2te Aufgabe in dem Artikel, 
Analyfis als Merhode; denn der gegebene Kreis: 
abfchnite beſtimmt den Winfel, welcher, AB gegen 
über liegt. Es fyAB=a; AC:BC=m:n, und 


AC=x, ſo iſt 30 = mx Dun ift.(f. Trigonome⸗ 


iſcheF gt. DR. 28 2 
trifche Formeln) a’ Sx — ** cof = 
— mm aa. 
Pam er, 
dratwurzel aus dieſer Größe ift der Werth von x, der hier 
einzig und poſitiv iſt. 

4 Aufg. Sin dem Halbfreife ACDB (Fig. ır, 
Tab, 1) find drey an einanderftoßende Ehorden einge: 
fhrieben, man foll die Gleichung zwifchen denfelben und 
dem Durchmefler finden, | | 
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Dieſe Aufgabe gebraucht Newton, umdaran zu zeigen, 
wie, man auf mancherlen Arten zu einer Gleichung zwi: 
ſchen den gegebenen und gefuchten Größen gelangen könne. 
Das 'eichteite Verfahren ift, daß man die Diagonalen AD, 
BC ziehe, fo hat man, zufolge der Anfangs angeführten 
Eigenſchaft des Kreifes der Gleichung | 
 AB><CD+ACXBD=-ADXBC. 
“ Kerner ift wegen der rechten Winfel ACB, ADB, 
ſowohl AB? = AC:+BC:, als auch AB’—AD: 
+XBD:. Es fen AB die gefuchte. Größe, fo würde man 
von den gegebenen nicht auf fie directe Fommen Fons 
nen. Behandelt man aber den Durchmeffer als gegeben, - 
fo wird man eine Öleichung für denfelben aus den drey ge- 
fundenen herleiten Fönnen. Es fy AC—=a:CcD=b; 
.DB=c,wAB=x;pifBC=vV(x’—a’); 
AD=YV(x°— c?), alfo ij 
co bx +tac=y@t— a’. y(t— c’ 
uud quadrirt 
b?x® + 2abeox+ ac = (x—a®!)(x!—c”), 
Das iſt 
xs — (a? + b? + c?)x = 2abc. 1J 
Aus dieſer Gleichung wird der Durchmeſſer gefunden, 
wenn die drey Chorden gegeben werden, und eine der Chor: 
den durch die beiden andern mit dem Durchmeffer. Die cu: 
bifche Gleichung für den Durchmeſſer hat, wegen der Bor- 
zeichen, wenn alle drey Wurzeln möglich ſind, zwey nega: 
tive Wurzeln, (ſ. Gleichung 11. 9). Ein negativer 
Werth des Durchmefjers hat Feine Statt, und die nega- 
tiven Wurzeln dienen nur die Sleichung für x rational zu 
machen. Drey gegebene Chorden Fonnen nur einen Halb: 
freis befpannen. Daher nur eine einzige pofitive Wurzel 
“der Gleichung. Eben ſo erhält.eine Chorde in der qua: 
pratifchen Gleichung , wodurch fie gefunden wird, zwar 
einen pofitiven und einen negativen Werth, lesterer aber 
kann hier nicht gebraucht werden. | 
Den Durchmeffer aus den Chorden durch eine gen: 
metriſche Conſtruction zu finden, wird in dem Artikel von 
der Anwendung der Geometrie auf die Algebra gezeigt, 
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5. Aufg. Zwey dinien AB, AC (Fig, 4: Tab. 1} 
find der Lage nach gegeben, nebſt dem Puncte D innerhalb 
des ſpitzen W. 6AC; es ſoll ein Kreis beſchrieben witden 
der durch ID geht, und die beiden Linien berührt. 

In dem Dreyecke APD ift gegeben der W. PAD, 
die Seite AD, und das Verhältniß Ber Seiten AP; PD 
— m;n, (f. Analofis als Merhode , 3» Aufg.). Kun 
iſt (ſ. Trigonom. Formeln) 

DP® — AD® + AP® — aAD, AP. col DAP, 
oder, wenn AD=a; AP=x, ud DAl — 2a ge 


fegt wird, da DP —= "if, 
—— 


'm’—n® 
—?"—2axcole Fa? =o, 
ın ? 


D fe Gleichung giebt zwey pofifive Werthe für x, wie 
die Conſtruction a. aD. Die Wurzeln der Gleichung 


— 





find möglich, wenn cof — 





oder 
coſ 2: coſ PAM:, welches — hat, wenn PAD 
Feiner ift, .alsPAB, Es ift == sin MAP, da 


| —— 
PM =PD if, ale — —— = oof PAM“, 
| m 
Setzt man A für MAP, fo iſt die Gleichung, 
colA?. x — 2acole.x ta! =o. 


6. Aufg. Zwey gerade Sinien Bb, Cc, (Fig. ı2, 
Tab, I.) die fich im A fehneiden, find der Lage nach gege: 
ben; auf Bb mird ein Punct D, auf Cc ein Punct E 
genommen, und innerhalb des Winkels BAC mird ein 
Punct F gegeben; es foll durch F eine Linie MN an die 
beiden Linien Bb, Cc gejogen werden, welche darauf 
bie Stücke DM, EN abfchneidet, deren Berhältniß eis 
nem gegebenen, der $inien, P, Q, gleich ift. 

Man ziehe FE parallel mic AC, und HF parallel 
mit AB,piTAN:AM = Gr: GM, Hier find 
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GF = AH, und HF = AG gegeben; und es ift 
AN=EN— EA; AM=DM — DA; 
6M=DM—DA— AG, alls für ven Fall der 
Figur. Man fge DA=a; EA—=b; AG— cc; 
AH=d; DM=x; EN=y, und x:y=ı;m, 
fo daß y=mx. Nun ift 

Ä y—bıx—-and: x—a—0, 
woraus bie Sleichung folgt, 

mx — (m(la+c)+b+d)x ba +) tad=o, 

Diefe Gleichung mag entweder durch Nechnung oder 
Durch eine Sonftruction aufgelöfer werden, Kür den Tall 
bee Tigur find entweder zwey pofitive Werthe von x oder 
gar feine möglich. 

Der in der Zeichnung angenommene Fall ift der Nor⸗ 
malfall, mit welchem alle übrigen Fälle in Abſicht auf die 
Lage der Linien zu vergleichen find. Diejenigen Linien, 
Die in einem andern Falle eine enfgegengefeßste Lage in Der 
ziehung auf die ihr gleichnamigen in vem Mormalfalle has 
ben, find negativ, und andern ihr Vorzeichen, wenn ihre 
Soymbole bloß die Duantirät anzeigen. Wenn alfo D 
und E auf der andern Seite von Aliegen, als in der Figur, 
fo find a und b negativ. Die age von AG und AH fann 
man immer als pofitiv anfehen, weil man dem Winfel, 
in welchem fich der gegebene Punct befindet, immer die 
Sage, welche er in dem Mormalfalle hat, geben Fann; 
Penn DM nad der Richtung vor AG, und DN nad 
ber Nichtung von AH genommen werden, fo find ſie po⸗ 
fitiv, in dem entgegengefegten Falle negativ. Iſt eine der: 
ſelben pofitiv, Die andere negativ, foift m negativ. 

Diefe Aufgabe ift von Apollonius_fehr umſtändlich 
behandelt worden, in einer Schrift de [ectione rationis 
(ep Aoyov dworoung), welche Halley aus einer arabiſchen 
Überſetzung lateiniſch herausgegeben bat, Oxford 1706. 8. 
Es werden darin alle Falle vorgenommen, daher bie 
— 138 Seiten ſtark iſt. 

Aufg. Zwey gerade Linien Bb, Cc, (Fig. 13. 
r 1), die ſ ich in A ſchneiden, nd der rage nach 
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gegeben, und innerhalb des Winfeld BAC ein Punct D; 
durch diefen!foll an die beiden Schenkel des Winfels eine 
Linie MN: gelegt werden, welche darauf die Stücke AM, 
AN abfchneide, {die ein Rechteck von einem gegebenen 
Inhalte einſchließen. | 
Man ziehe durch D mit AC die parallele DE an AB, 
und mit AB die parallele DF. Das gegebene Rechteck 
habe die Seiten P, Q, Mun fuche man zu der Linie AR 
und den Linien P, Q, die vierte Propottionallinie AG, 
fo it AFxAG—=—PXxQ. Es iſt aber auch 
AMXAN=PXUQ, alſo it AF<AG=AMAN, 
Ferner it AM: AN—=FD:FN, fo daß AMXFN 
—=FDXANIif ‚Dan fege AE=a, AF—b; 
AG=c; AM=x; AN=y, fo ift erſtlich be—xy; 
zweytens x (y — b) — ay, vderxy—bxızmay; . 
oder be — bx—ay. Dieſe Gleichung multiplicire 
man mit x, ſetze für xy feinen Werth, dividire alle Glie— 
ber durch b, und bringe fie zufammen auf eine Seite, fo 
erhält man die Sleihung | 
xt -cx+tacmo' 
Die beiden Wurzeln diefer Gleichung find die beiden Wer⸗ 
the von AM, durch welche der Aufgabe Genüge geleiftee 
wird. Soll fie möglich feyn, fo muß +c* größer als ac, 
oder c größer ald ga feyn, (ſ. Gleichung IL 4.). 
Nimmt man AM auf.dem Schenfel Ab des Neben, 
winfeld, fo erhält man die Gleichung x* — ex — ac=0; 
und nimmt man AN auf dem Schenfel Ac des andern 
Debenwinfels, fo erhäle man die Gleichung x? +.cx. 
— ac — o. Die Wurzeln beider Gleichungen find der 
Duantirät nach diefelben, aber ſich entgegengefeßt. Das 


her bedeutet die negative Wurzelder einen die pofitive Wurs | 


zel der andern, und die Algebra giebt. mit der Auflöſung 
für den Fall, da die Linie MN innerhalb des Winkels 
CAb gelegt wird, auch die Auflefung für den Sal, da 
MN innerhalb des W. BAc gelegt wird. 

Man Fann die Aufgabe allgemeiner nach Art der bten 
abfafien, Wenn nanrlih auf Bb ein Punct H, und 
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auf Ccein Punct K gegeben wird, fo foll das Rechteck 
don den Stücken HM und KN, welche die Linie NDM 
abfchneider, einen gegebenen inhalt haben. Apollonius 
hat auch diefe Aufgabe nach allen bejondern Fällen in einer 

Schrift abgehandelt,. die'den Titel hat, de [ectione ſpa- 
Ui (vepı Xwoov droroung). Holley bat fie nach ven 
Anzeigen bey Pappus wieder hergeftellt, und fie der 
Schrift de fectione rationis beygefügt. 


Die hier vorgetragene Aufgabe ift einerley mit fol: 
gender: innerhalb des gegebenen Winfels BAC ein 
Dreyaf MAN zu zeichnen, deſſen inhalt gegeben ift, und 
deffen Seite MN durch einen gegebenen Punct D geht. 
Denn das Dreyeck MAN ift gleich dem Dreyeck GAF, 
und diefes gleich dem Dreyeef von den Seiten P und Q, 
mie dem eingefchloffenen Winfel BAC, (Eucl. VI, 15.) 


8. Auf. innerhalb des rechten Winkels BCN 


(Fig. 14. Tab. 1.) eine Linie MN von gegebener Jänge 
zu legen, welche durch den gegebenen Punet A geht, der von 
dem Schenfel CB des rechten Winkels und der Verlänge— 
rung C D des andern Schenfels gleichen Abftand har. 


Die geſuchte Linie ſey AMN, welche CBinM ſchneide. 
Die Lage wird durch BM beſtimmt. Dieſe als die Größe 
zunehmen, für welche eine Gleichung geſucht werde, ift 
nicht rathſam, weil eben fo guet CM gefucht werden 
könnte. Aus diefem Grunde wähle man auch für die un- 
befannte Größe weder AM noch AN, obgleich durch jede 
derfelben die tage der gefuchten Linie beſtimmt wird. Viel: 
“ mehr nehme man AR, wenn MR=RN ift, als unbe: 
Fannte Größe an. Es fy AB=a; MR oder NR=b, 
und AR=x Dun haben wir die Gleichungen 

AN®—=AD!-DN?®, 

DN=DC +CN, 
und die Proportion 

AM;AB=MN;:CN, 


Aus der Proportion iſt CN — oab 





I 5’ daßer 
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DN = alx+b) und die erſtere Gleichung ift 
— x b 


2— 6)* 
646) Sa4 In 
oder (—b°)’— 2a’ x’ za:b:, 
das ift xt — 2(a® se ae, 


or Gleichung ift eine quadratifche für 
2° 
x—a +b?+tay la’ ab ). 

Demnach hat x vier Wetthe, von welchen zwey und zwey 
fich gleich und entgegengefegt find. Es kann namlich die 
tinie MN auf viererley Art gelegt werden, erſtlich in dem 
W. RCN, zweytens in dem Sheitelwiniei DCE, ganz 
auf diefelbe Art wie indem W. BCN, pritfens in dem 
Winfel DCB, nämlich die Linie nm — NM, deren 
Hälfte mr —nrift, wo aber Ar der Werth des an 
dern Paars der Wurzeln ift; piertens in demſelben Winfel 
bey Vertaufchung der Schenfel Cm, Cn. Die Doppel: 
heit der Lage derfelben Linie wird in der Algebra durch die 
Doppelheit des Vorzeichens angedeute- Die Wurzeln 
für die Lage innerhalb der Winfel BCN und DCE find 
immer möglich, es mag b für einen Werth haben, wels 
cher es auch fey. Allein innerhalb des W. DCB ift ver 
Fleinfte Werth von nm derjenige, der in einem gleich- 
fhenflihren Dreyecke an Cm ift. In diefem ift b— 2a”, 
Kleiner darf b* nicht fen. Daffelbe befagt der Werth 
von x” mit dem unfern Vorzeichen der Wurzelgröße. 
Diefer muß pofifiv feyn, wenn x möglıch ift. Alto it 
a:-+ b?>ay (a? + 4b°), odera* + za’b'-+- b* 
>at-+4”b?, dasiftb+ > ea*b* und b:”> ga*, 

Hieraus ergiebt fich die in dem Artifel, Unalyfis als 
Methode, 4. Aufgabe gefundene Sonftruetion der Aufgabe. 
In dem gefundenen Werthe von x* fege man b* N die 
andere Seite des Gleichheitszeichens, fo ift 


—b’martayfr+e) 
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oder (x—b) (x-+b)=afa-+ V(aꝰ + 4b°)) fürdem 
Fall der Fig. 5. Hieraus entjteht die ne. 
a: x-b=x+b: a-+ Va? + ab’). | 
Man ziehe N Q_fenfrecht auf AN in Fig. 5, meldhe 
bie verlängerte AB in Q fchneide, fo iſt, wegen der ahn⸗ 
lichen Dreyefe ABM, ANQ, 
AB:SAM=AN:AQ 


Alſo iſ AQ=a+yca’ + 4b Nimmt man nun J 


BQ=Yl(a:+ 4b’), und beſchreibt über AQ einen 
Halbkreis, fo liegt der Endpunct N von der einen der ge« 
fuchten Sinien auf dem Ilmfange des Halbfreifes. Er liegt 
aber auch auf dem Schenkel CN oder DC des rechten 
25. BCN ober BCD, alfo in dem Durchfchnitte deffelben 
mit dem Halbfreife. Die Lage der-gefuchten Linie in dem 
Winfel DCB wird auf ähnliche Art durch eine nn 
tion gefunden. Kür diefe Lage ift 
En x’ = ay(a -r 4b?) ER a’, 

unda: b—-xmb-+tı;ya +4b)—a, 
Eine ähnliche Auflsfung und Eonftruction findet auch 
Statt, wenn anftatt des Quadrate ein Nhombus genome 
men wird, Um ein Benfpiel zu geben, mie das Verfahs 
ren für einen befondern all allgemeiner gemacht werden 
mag, folgt die Auflöfung für diefen Fall mir einiger Abs 
anderung des Verfahrens. 

9. Auftgg. Aus dem Winkelpunete A eines Rhombus 
ABCD (Fig, 15. Tab, I.) innerhalb des äußern Wins 
feld BON eine Linie AN zu legen, auf welcher durch die 
Schenkel beffelben das Stück MN von einer gegebenen 
Länge abgefchnirten wird. 


Man macheden W. ANQ —=ABC, und verlangere 


AB bis an NQ. fo iſt das AABM ähnlich dem AAN 
Doc mache man den W. PNQ == BAM, fo ift da 

A ABM ähnlih dem APNQ. Wegen den — 
Winkel ABC, QPN find auch CBP und NPB gleich, 
und daher find in dem Vierecke BCNP, mit zwey parallelen. » 
Geiten die Heiden andern BC, PN fi gleich; daher 
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it APNQ —= BAM, fü uf NQ=AM, md PQ 
=—BM iſt. De: 
Iſt AQ gefunden, fo hat man nur Über AQ einen 
- Kreisbogen ju befchreiben, defien Segment über AQ den 
ftumpfen Winfel ANQfaßt. (Eud. III. 33.) Diefen 
Kreis berührt die Seite DA des Mhombus, weil ber 
Winkel, den die Chorde A Q. mit der berührenden in A auf 
der Seite des entgegengefesten Kreisabfchnittes macht, 
dem W. ANQ in dem Abfchnirte ANQ gleich ift. Eucl. 
ul. 32.) j 
Man fee Ab oder AD—=a; MN=eb; MR=-b; 
AR—x, und AQ=y. Jene unbefannte Größe ifl 
nur Hülfsgröße für die legrere. Der Winkel BAD fey 
A. Es iſt erſtlich ARBEAM=AN:AQ, jiventens 
AN + NQ? + 2ANXNQ, eol A, 
Zrigon. Formeln). Daraus haben mir die Gleis 
ungen, — 
x® — b°’ —zaY. 
y=c+yY +@—br 
+ 2(x + b)(x—b) cofA, | | / 
oder y?—=ax’+ 2b: + 2(x’— b’) cofA,: 
und für x? fein Werth ay + b* gefegt, | 
 y'mz2ay-+ gb’+2ay colA, 
Das Quadrat der Diagonale des Rhombus, BD, it 
2a” +2 a’colA, Diefes fen — c*, fo ift 
€’ 23° (1--co[ A), und es ift alfe 


y — a — 4b*, und 


c* a 
— 
Dieſen Werth von AQ fuche man nun durch eine Con⸗ 
ſtruction. Der erfte Theil ift die dritte Proportionallinie 
zu 2a und c; der zweyte iſt die Hypotenuſe eines rechts 
winflichten Dreyecks, deffen Katheten 2b, und jene Pros 
portionallinie find, Ä 


' —— 
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20. Aufg. Junerhalb des Winkels ECF (Fig. 16, 
Tab. 1.) durch den gegebenen Punct A einedinie MN von 
gegebener Jänge zulegen. 

Diieſe Aufgabe begreift beide ‚vorhergehende 
in ſich. Man siehe Durch A die Linie AB parallel 
mit CF, und AD parallel mit CE, fo ft BM : BA 
CM: CN um MN’= CM’: + CN* 
—2CM CN. ofEGF, Man feße AB=a; 


AD=b; MN=c; CM=x, fit cn— * 


X— 





* 
RE ——— N zax” 
und c’—x Te — 
Dieſe Gleichung gehörig reducirt, iſt 
x+ — 2(acofC+ byxs+ (a? +b?+ 2abcolC—c‘ x? 
u  +2be’:x— bc: =o, 
Man ziehe die Diagonale AC, fo ift 
AC’—=a’+b?+2ab coll, Es ſey AC— d, fo 
ift die Gleichung diefe, J 
xt 2(acolC +-b)x3 + rd? — 0) x⸗ + 2bc’x 
. ’ er ö —b2 02 — 0 
Diefe Gleichung hat aus den oben angeführten Urfas 
heit vier Wurzeln, von welchen zwey unmöglich feyn 
“ Tonnen. Denn wenn MN innerhalb des W. ECF von 
ber gegebenen fänge gelegt werden Fann, fo Fann diefes auf 
zweyerley Art gefchehen, es müßten denn die Winkel bey 
M und N gleich groß ſeyn. Ferner ift eine lage der Linie 
innerhalb ver Nebenwinkel MCE allemahl möglich; diefes 
giebt noch einen Werth der Wurzel, auf dem Schenkel 
CE, DViertens fann MN auch in dem Nebenwinfel FCe 
allemahl gelegt werden, flir welche Inge aber der Werth 
von x aufGe negativ iſt. Die drey Werthe von CM, 
‚welche von C nach E hinfallen, find die pofitiven Wurzeln 
der Gleichung, die nach e binfallende ift die negative, Die 
Verbindungen der Vorzeichen in ver Gleichung jeigen bey 
bier möglichen Wurzeln drey pofitive und eine negative 
an, (fr Öleihung IV. 6), | 


colC, 
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Diefe Aufgabe gehört unter eine noch allgemeinere, 
nämlıch die, zwiſchen zwey gegebenen Linien, geraden oder 
krummen, eine gerade Linie von gegebener Sänge zu legen, 
Die durich einen gegebenen Punct geht.. Mir diefer Auf: 

‚gabe haben fich die Alten viel beſchäftigt. Wpolloniug 
hat zwey Bücher darüber gefchrieben, die er nenne epr 
vevoswy, de inclimationibus, Sie find verloren geganz 
gen. Doc har Pappus in dem 7. DB. feiner Sammlun 
gen eine Anzahl Aufgaben , die dahin gehören, aufgenomz 
men, In der Vorrede giebt er eine kurze Nachricht von 
einigen unter der, allgemeinen Aufgabe begriffenen befonz 
dern, worunter auch die bier befindliche- 7te ift, welche er 
aber in feinem Werfe nicht vorträgt. Das Werk des 
Apollonius haben mehrere Miarhematifer wieder herzus 
ftellen verfucht; Ghetaldus in dem Buche, das er Apol- 
lonius redivivus betitelt, Venedig 1607; Anverfon 
in Supplemento Apollonüi redivivi, Paris, 16125 
Horsley zu Oxford 1770, und Burrow zu London 
1779 | 

ız. Aufg. Aus zwey gegebenen Puncten A, B, 

(Fig. 17. Tab.I.) an einen gegebenen Kreis die Linien AP, 

BP zu ziehen, welche fich in einem Puncte P des Lim: 

ſanges ſchneiden, und den Kreis aufjer diefem Puncte in 

zweyen Puncten M, N treffen, fo daß MN parallel mie . 

AB fey, Es ift die Lage der beiden Linien AP, BP durch 

Rechnung zu finden, Ä 

Man ziehe aus dem gegebenen Mittelpuncte die ſenk⸗ 

rehte CD auf AB, fo find AD, BD, CD, nebft dem 

Halbmeſſer CM oder CN gegebene Größen. Ferner ziehe 
man die berührenden AE, BF, ſo iſt AP = AMXAP, 
und BF? = BN><BP, (Eucl. Ill, 36.). Wegen der 
Parallelen AB, MN if AM:AP=BN,;: BP, alfo 
AM’:AMXAP=BN’:BNXBP, Daher ift 

AE::BF’—=AM°’+BNY _ 
per AE:BF=AM:BN=AP;BP/- 

Es kommt nun auf die Wahl der unbefannten Größe 


an, wodurch) die Puncte P, M, N, beftimme werden 


mögen. Die Linien AM, AP, BN, BP find bajtı nicht 
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ſchicklich, weil eine fo guf als die/andere genommen wer— 
den kann, und weil fie mit den gegebenen Halbmeſſer des 
Kreifes nicht: in Verbindung ſtehen. ‚Man nehme CQ 
bon C bis an MN auf.der fenfrechten CD für die under 
Fannte Größe, welche durch eine Gleichung gefunden wer; 
ben fol. Man ziehe MR, NS fenfrecht auf AB. Durch 
MC und CQ find MQ = QN gegeben, das iERD—DS; 
dadurh AR und BS; dadurch und durch MR=NS, 
fd? AM, BN gegeben, deren Verhältniß bes 
kannt iſte | - 

Es ſey a3; CD=b; AD==c;BD.=d; 
',AE=e;BF=f; CQ=x Es iſt nun 
MO=yl(a— x’); AR — VG- — x”; 
MR=b—x;BSs—=d— y(”—x’) Alſo iſt 
AM — a) b60 — obx—2cyYy (a!—x’), 
BNe — a — bde — 2abx — 2d — x, 

Wenn man noch die (in der Figur nicht ausgezogenen) 
Linien AC, EC, zieht, fo iſt AD? — DC? 
—AC’—AE?-CE?, alſo ift 
b2-- c?=e’-r a’; und ebenfpb’#d:=f?’-+a° 
Daher ift 
AM’=e’+ 222 — 2bx = 2cV a’ — x); 
BN’=i’+ 2a’ -obr— 2dVya’—x’) 
Zufolge ber anfangs gefundenen Proportion ijt nun 

e’rf’ +Haa—-abx—2dyYya’—x’)) * 
f’(ee +22? — abx—2cV(a?— x’), 
oder J | 
ea —br—dy (a? — x’))= 
f’a— bx—cyv(a’ — x’). 
oder Ä | 
(et — f) (a br) (ed— f’)yl(auxt), 


Man fee A —g, fo ift 


at—bxıgy(at— x’), 
elfo durch Quadrirung und Reduction 


’ 
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62 + g?) x? — 2atbx + a?a?— gt) mo, 

Aus diefer Gleichung werden zwey Werthe von CQ, 
gefunden , (f. Sleihung, I. 1.). | 

Die Auflöfung durch Nechnung ift Befchmerlich, wie 
es gewöhnlich der Fall iſt, wenn das Geſuchte die Bes 
flimmung einer Jage ıft. Die Geometrie giebt fie leichter 


an, Man fehe die Auflöfung in dem Artikel, Analyſis 5 


als Merhode, 5. Aufg. 
Boflut; in dem Cours des Mathem, T. II, p. 233. 


ſetzt AM=x; MQ == y, gerät aber dadurd) auf eine _ 


Gleichung vom vierten Grade für x, da AM nicht bloß 
die in der Figur dadurch bezeichnete, fondern auch AP, 
und noch zwey folche Linien, bey einer andern Chorde M N, 
bezeichnet. - 

12. Aufg. In dem rechtwinklichten Dreyecke ACR 
(Fig. 18. Tab, J.) iſt aus der Spitze des rechten Winkels 
C das Perpenbifel CD auf AB gejogen, und es ift darin 
gegeben AD-+- DC =a, ud DB + an, man 
foll das Dreyeck ACB beftimmen. 

Wegen der rechten Winfel ACB und ADC ift 


AD:DC=DC:DB (Euc, VI 8) auch iſt 


BC? —CD* +DB®. anfege DC=x, fo ift 

















7 


ADma—n; DIS - — 
a — x | 
abubr—xt 2 
= — ‚Aiſg * — u 
— In a) . Hieraus entſteht durch Mul⸗ 


tiplication mit dem Nenner, und gehörige Reduction bie 


Gleichung 

xt— 2/{a + b)x? + (at + — b?)x®. 

+ 2ab?x — 22b* — o, 

Das gegebene Glied hat die Sactoren a und b. Da 
es das Product aller vier Wurzeln der Gleichung iſt, (ſ. 

Gleichung IV, 7.) fo man, ob diefe Factoren für x 


\ 
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gefeßt der Gleichung ein Genüge thun. Setzt man x a, 
fo heben fich alle Glieder, auf, und es ift a eine Wurzel der 
Gleichung. Sie hat daher den Factor x— a (a. aO. 8); 
ben andern giebt die Divifion durch x—a, nämlich, 
x8— (a +2b)x? —b?x+abb. Weil nun nicht 


feyn fol x — a0, ba in diefem Falle CB mit AB _ 
parallel wäre, fo ift die Wurzel x—a unbrauchbar, und . 


es muß der andere Factor Null feyn, fo daß die gefuchte 
Gleichung iſt | | j 
x3—(ath2b)yx?—b?x Hab? —o, 
Die zuerſt gefundene Gleichung har durch die Quadrir- 
ung der beiden Werthe von BC einen höhern Grad eihals 
ten, als ihr zukommt, nach der Unzahl der Werthe, wel: 
che x haben kann; daher fle einen Factor befommen bar, 
der fich abfondern laßt. IL | 
- Die Aufgabe läßt nureinen Werth für x zu. Denn BD 
und BC wachfen beide mit. x zugleich, Daher giebt es nicht 
zwey verfchiedene x, für welche ihre Summe dieſelbe 
Größe befäme. Die eubifche Gleichung hat alfo entweder 
zwey unmögliche Wurzeln, oder, wenn alle drey möglich 


find, fo find zwey derfelben Antworten auf eine andere, | 


aber mif der vorgelegten verwandte Trage. _ zz 

Man veräandere die Aufgabe in die folgende: Es ift 
gegeben DC—DA =a, und BE—BD=b, fo 
foll das Dreyeck daraus beſtimmt werben, Setzt man 
wiederum DC —x, fo kommt man auf diefelbe Gleichung, 
wie vorher, da es bey dem Quadriren gleichgültig 
ift, ob die Wurzel das eine oder das andere Vorzeis 
hen hat. 

Noch verändere man die Aufgabe folgendergeftalt. Es 
fyAD—DC = a; BC+BD=b, mw DC=x, 
fo bleibt die Nechnung diefelbe, auffer daß die Vorzeichen 
des Gliedes, welches x 2 entbale, und des gegebenen fi 
andern. Die Gleichung ift nämlich) 

x® -(a+ob)x?—b?’x—ab?=o, 
Die Wurzeln diefer Gleichung find denjenigen ber zıf 
erſt gefundenen gleich, aber entgegengefeßt. 
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Die Gleichung für den erften Kal, FE 

xs— (a - ab9)x- — b2x* abt—o, | 
bat, zufolge der Verbindungen der x Vorzeichen, zwey pofis 
tive Wurzeln und eine negative. Jene beiden gehören für 
die erfte und zweyte Mufgabe; Die negative als pofitiv bes 
trachtet ift der Werth des Perpendifels DC in der dritten 
Aufgabe, Die Algebra begreift die Auflöfungen dreyer 
Aufgaben in eine einzige Formel, Zwey Tälle werden zu⸗ 
gleich unmöglid). 


Fine andere — 


Man ſuche das Verhältniß AD : CD, als woraus 
fid) auch das von DR ; BC ergiebt, und woraus ferner 
die Größen felbft, vermittelft ihres Verhältniſſes zu den 
Summen, gefunden werden. Da es hier; bloß auf die 
Verhältniſſe anfommt, fo laffe man ACB ein dem gefuch- 
ten Dreyecf ähnliches feyn, in welhen AD = ı if, und 
DC=t Nun iſt AC®=ı -+t?; DB=t?; 
BC =ty{(r+t?),wilAD:CD=AC :BC if. 
Zufolge der Bedingung in der Aufgabe ift 

DI — b, 
woraus ift 
b(i+y=att+ycar+ — 
Hieraus ergiebt ſich 
2abt?-+ (a? + ENDETE — 
Dieſe Gleichung hat zufolge der Vorzeichen ihrer Glieder 
nur eine poſitive Wurzel. Die negativen Wurzeln 
. find die enfgegengefesten der pofi itiven Wurzeln in der 
Gleichung 
zabti— (124 gab—b 2}t2 —2b2t-+-b3—o; 
auf welche man geräth, wenn DA — DC — a un 
BC+-BD==b gefegt wird, 


Man Eann vielerley Xufgaben tiber Dreyecke — 
wenn man aus den Seiten, Winkeln, Perpendikeln und 
Segmenten der Grundume und gewiſſer Verbindungen 
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derfelben gegebene Größen macht, die gerade zureichen, 
das Dreyeck zu beſtimmen. Die hier vorgetragene wird 
eine der lehrreichſten ſeyn. 


13. Aufg. Auf einem um den Mittelpunet C be: 
fchriebenen Kreife, (Fig. 19. Tab. 1.) neßme man einen 
Bogen AB, ziehe BD ſenkrecht auf den Halbıneffer AC, 
halbive den Bogen AB in E, und ziehe ED; es foll aus 
dem Winfel BDE das Verhältniß von BD ju AD (d. i. 

Des Sinus ACB zum Duerfinus) gefunden werden, 

Da AE die Hälfte des Bogens AB ift, fo find durch 
BD und CD für diefen Bogen EF und CF fiir den Bo— 
gen AE, nebft dem Unterfchiede DF der Linien GF, CD, 
gegeben, Hieraus wird erhalten tangBDE=tingDEF 


⸗ En eine gegebene Größe, Die Gleichung zwiſchen 


dieſer Tangente und dem Quotienten a zu erhalten 
dient der Winkel ACE als vermittelnde Größe, 
Man fege >> =uj3 um t, und ACE—=9; 


AD 
.sin2® 


ACB = 29, fo iſt ——— und t = 


col 9 '—cof29 
sin® 

- fen wegjufchaffen find. Es ift sin2® —= 2sinPscolp, 

und ı — cof2 == asin P?, f. (Goniometrie, 





wo die frigonomefrifchen Gröſ⸗ 


.c0o[l® . col2o 
R u nn [>> - 
35.36.), alſo u ns undt—u — — 


Ferner iſt cok29 = colP% — sinP®®, und 
u? »ı—= colp! + end —— auch 





sin $? sing ? 
tot ine — 
sin? 
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_ut—r. col2® = us — 1. 
ee on Tyan 


u?—1ı 

emnah tu — — — ,„ Durch Weofchafs 
Demnach t — ch Wegſchaf— 

fung der Irrationalität entſteht die Gleichung, 

a: "+3,02 Bert 

Da Nennen 
Diefe Gleichung als eine für zwey zufammengehörige 
Größen, t, und u, betrachtet, liefert für einen gegebes 
> "nen Duofienten u zwey Werthe von t, aber für ein geges 
benes t drey Werthe von u. Namlich, wenn der Bos 
gen AB durch den Quotienten BD: AD gegeben wird, 
fo ift die Hälfte deffelben nicht allein dverBogen AE==EB, 
fondern auch die Hälfte der Summe jedes Bielfachen des 
ganzen Umfanges und des Bogens AB. Bey geraden 
Bielfachen trifft die Halbirung immer auf den Punct E, 
- ben ungeraden auf den Punct e des Umfanges, der von 
dem Endpuncte a des Durchmeffers um den Bogen 





ae—AE abfleht, und für diefen ift = DE wenn ef. 


fenfrecht auf Aa iſt, poſitiv, wenn £ zwiſchen D und 
a liegt, x 


Daß u drey Werrhe für daffelbe t haben kann, Hat 
folgenden Grund. Der Werth von t ift —=o für = o 
und für 0 = 120°, Es giebt alfo für die zwi⸗ 

fhen diefen beiden befindlichen Werthe von P_ je zwey 
gleiche pofitive t, zu welchen zwey verſchiedene 9, alſo 
auc) zweyerley u gehören. Wird 0 zwifchen ıao und 
180 Grad genommen, fo ift t negativ, und wächſt von 
o bis zum Unendlichen, daher hier wieder Werrhe von 
t vorkommen, die in Abſicht auf die Quantität allein für 
Werthe von 9 unter 220° fich ſchon gefunden haben, In 
der Gleichung zreifchen t und u kann man aber, ohne fie 
zu andern, tund u bende negativ nehmen, daher auch 
umgefehrt zwey zufammengehörige negative Werche von 
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t und u beide als poſitiv betrachtet werden kͤnnen. Der 
Werth von u für ein negatives t iſt negativ, "weil 9 ale: 
Dann größer als ein Rechter ift. Der größte Werth von. 
den pofitiven t iſt = ı, 18 nahe, (f. Größtes und Klein; 
ftes), und das dazu gehörige @ == 68° 32"; haft einen 
größern Werth, fo hat die Gleichung für u mur eine mög. 
liche Wurzel. Iſt t Fleiner, fo hat fie drey mögliche Wurz 
jeln, und zwar alle drey pofitiv, wenn. t kleiner als ı 
iſt, aber eine negative mit zwey pofitiven, wenn t größer 
als ı iſt, (f. Gleichung II. 9), Man bemerfe, daß 
t = 1 für ® = 45° und = 90° iſt. 


Die Aufgabe kommt bey der Ulnterfuchung über die frheins 
bare Seftalt des Suftgemölbes dor. Smith in feiner Op: 
tif, (©. 56. der deutfchen Überf.) nimmt diefe Wolbung 

für das Segment einer Halbfugel, woran ein verticaler- 
Bogen durch eine Linie halbirt wird, die mit dem Hori— 
zont einen Winfel von 23° macht. Wenn demnad) ver 
Bogen BAb, deſſen Chorde Bb horizontal iſt, einen vers 
ticalen Bogen des Luftgewolbes darſtellt, fo foll aus dem 
Winfel BDE= 23° das Verhältniß BD: AD gefunden 
werden. Esiftt—0,424475;logt=9,62785 19; 
logt? — 9, 2557038, Wenn man hieraus die 
Eoefficienten der Gleichung berechnet, fo wird man 
finden 
us 3,74601 u +u-+0,96569=0, 
Gest man u — 3, 3, fo iſt derWerth der Sleih.S=— 0,592, 

⸗— um3,4 2 ⸗ ⸗ —790, 365 
alſo iſt nahe u— 3, 36. Smith findet u; 1=ı10:3; 
Käſtner u: 1 52 ; 180. 


14. Aufg. Ein Halbfreis ABC (Fig. 20. Tab. 1.) 
ift gegeben, und auf dem Durchmeffer ein Punct D; man 
foll dur; D einen Halbfreis wie DEF. aus einem Mit⸗ 
telpuncte G auf AC, befchreiben, fo daß auf der ber‘ h⸗ 
renden CEB das Stück EB von dem Beri ihrungsunete 
bis an den Umfang des gegebenen Kreiſes dem Sti; — aD 


gleich fen. 
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Es ſehy AD BERa; DC=b; DFmex, 
und der Mittelpunct von DEF in G, fo iſt FC 
—=b— 2x, G6C=b—x. Dun if erfilih CE*® 
—=CDXEF. Zieht man GEan ben Berührungss 
puhct, und AB von A nach B; fo find beide auf die Sinie 
O E Bſenkrecht, und es iſt zweytens, CE: CG—=EB:AG, - 
Daher entfteht die Gleichung N: 

bb— 2x) a + x? =’ b—x)*, 
weiche gehörig redueirt, dieſe wird | 
abx" + (a + gab— bY)x— 2abt’—o, 
Die Gleichung hat arithmetiſch betrachtet zwey mög⸗ 
liche Wurzeln, von welchen eine negativ iſt, da das letzte 
Glied das Vorzeichen — hat (Gleichung IL, 3.). Dieſe 
iſt aber hier nicht brauchbar. Denn wenn DG negativ 
genommen würde, fo würde AG Eleiner als AD. oder 
Fleiner ald EB feyn, welches nicht möglich ift. Durch die 
Duadeirung iſt die Gleichung auf einen höhern Grad ge= 
bracht, als der Trage zufommt. Sie ward zuerft felbft 
bom dritten Grade mit einer Wurzel, x = 0. Die negas 
tive Wurzel dient nur ale Mittel, die Nelation von x 
gegen a und b rational darzuſtellen, und ift für die geo⸗ 
metriſche Frage als eine fremde Wurzel anzuſehen. Dies 
ſes Beyſpiel dient zur Erläuterung von dem, was in dem 
Artikel, Gleichung VI, von Wurzeln dieſer Are geſagt 
wird. — 
Setzt man FC=x, fo erhält man die Gleichung 
(2a +Hb—xW bxmmal(b + x), 
und daraus — 
bxs —- (a? +4ab+2b’)x? + (20°b-- gab? + be)x 
— abo, | = 
Nimmt man x — b, fo werben die beiden Producte in der 
erftern Form der Gleichung identifh, und die Gleichung 
. wird durch diefen Werth von x auf Null gebracht, Sie 
laßt fidy daher durch x — b dividiren, und um einen. 
Grad erniedrigen, (Gleichung, VI.), Der Quotiene if 
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bx® — (a? + gab + b*)x-Ha®b = 0, 

wenn x nicht —= b feyn foll, als welches den Durchmefs 
fer des gefuchten Kreifes Null machen würde. Die Wur- 

zel b ift eine fremde zur Trage nicht gehörige. Die qua: 
dratifche Gleichung hat zwey pofitive Wurzeln, von we 
‚hen aber nur die Fleinere hier brauchbar iſt. Die brauche 
bare Wurzel ift Fleiner als b. Setzt man x = b, fo wird 
der Werth der Gleichung negativ. . Diefer Werth liege 
daher zwiſchen den beiden Wurzeln, Gleichung IL 11.). 


Manche Aufgaben von der Art, wie bie hier vorgetra⸗ 
genen findet man in folgenden Schriften: 


Franc. a Schooten exercitationum mathe- 
maticarum libri quinque, Lugd, Bat. 1657. 4. 
-Ejusd. Tractatus de concinnandis demonſtra- 
tionibus geometricis ex calculo algebraico, bey der 
Ausgabe von Cartefii Geometria, Amfteld. 1695, 
“ Newtoni Arithmetica univerfalis, Lugd, 
Bat. 1752, P- 52 — 179. 
26 uisnée Application de !/’ Algebre ala Geo. 
metrie, A Paris 1705. 4. Zweyte Ausg. 1733. | 
Thom, Simpfon’s Select exercifes for 
young proficients in Mathematicks, London 
1752. 8 | 


Anwendung der Gesinetrie auf die Al: 
gebra, ift die Auflöfung der Gleichungen durch Hülfe ver 
Geomefrie, der conftruirenden, - oder der ———— 
Die erſtere Art heißt insbeſondere die Conſtruction der 
Gleichungen. . | 


— die arithmetiſchen Ausdrücke einer Linie, als 
* ; Vab; V(æ + b*) und andre conſtruirt werden, 


wird in dem Artikel, Conſtruction, gezeigt. Hier ſoll 
von der Conſtruction der Gleichungen gehandelt werden. 
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Diefe befteht darin, daß zwey Linien gefunden erden, 
deren Durchfchnittspunere durch die zugehörigen Drdinaten, 
die für beide Linien in den Durchſchnittspuncten diefelben 
find, die Wurzeln der Gleichung geben. ine diefer Li⸗ 
nien Fann eine gerade feyn, die Frummz Linie muß alsdann 
von demjelben Grade fenn, von welchem die Gleichung ift, 
da eine krumme Linie von einer geraden in fo vielen Punc⸗ 
ten gefchnitten werden kann, als die Zahl ihres. Grades ans 
jeige, aber nicht in mehreren. - Zwey Kegeifchnitte, worz 
unter auch der Kreis gehört, Fonnen fich in vier Puncten 
fhneiden, und dienen daher zur Aufiöfung cubifcher und 
biquadratifcher Gleichungen. Höhere Gisichungen werden 
durch die Durchfchnitte zweyer Linien conftruirt, deren 
Grade mit einander multiplicire den Grad der Gleichung 
geben. Man hat überhaupt die Linien von einem fo nies 
drigen Grade zu nehmen als möglich iſt, wenn nicht, die 
Seichtigfeit der Zeichnung eine Linie von einem höhern 
Grade zu nehmen veranlaft. Go hat Newton die Con» 
choide, eine Linie bom vierten Grade, zur Conitiuction cuz 
bifcher und biquadrarifcher Öleichungen angewandt (Arith-: 
met. univ. p. 216,), weil diefe Linie fich leicht befchreis 
ben läßt. Bey höhern Gleichungen als denen vom vier, 
ten Grade ift die geomerrifche Auflöfung fehmieriger als 
die arithmetiſche, weil die Zeichnung der Frummen Linien. 
bon höheren Graden als die Kegelfchnirte zu mühfam iſt. 
Sie gewährt auch in der ſinnlichen Zeichnung nicht die 
Genauigfeit, Die man in der Rechnung erreichen mag. 
Die Conjtructionen der Gleichungen vom dritten und viere 
ten Grade durch zwey Kegelichnitte find zwar in der finns 
lichen Ausführung auch nicht ſcharf genug, allein fie Föng 
nen doch zur Annäherung in der Rechnung bequem dienen, 

und ftellen alle Wurzeln einer Gleichung auf einmahl in 
ihrer Verbindung dar, da fie durch die Mechnung ohne 
Zufammenhang einzeln gefunden werden. Der Kreis und 
die Parabel genügen für alle Fälle, und diefelbe Parabel 
läßt fih für alle Gleichungen vom dritten und vierten 
Grade gebrauchen: Bey allen Eonftructionen kann ſich 
die Linbequemlichfeit ereignen, daß man vie Einheit für 
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die Linien, als SHalbmeffer oder Parameter, entweder 
feßr Flein nehmen muß, oder nicht Raum genug für die 
ganze Zeichnung har. 

- Allgemein. ift da3 Verfahren folgendes. Man har für 
Die eine gewählte Linie eine Gleichung zwifchen ihren 
Coordinaten x und y, für die andere eineÖleichung zwi— 
fehen ihren Coordinaten x und z. Man fest z=y, fo 
bat man zwey Gleichungen jwifchen x und y; aus wel: 
chen man durch Die Wegfchaffung der x eine beſtimmte 
Gleichung für die gemeinfchaftlihen Ordinaten y in den 
Durchſchnittspuncten erhalt.  Diefe Gleichung halt man 
gegen die gegebene, fo laſſen fich die zur Zeichnung der 
beiden Linien nöthigen unveränderlichen Großen dadurch ber 
flimmen. Für Gleichungen vom zweyten Grade ift die- 
ſes Verfahren nicht nörhig. Sie werden. Durch die Durchs 
ſchnitte einer geraden Linie mit einem Kreife conftruire, 
und der Kreis fchneidee auf jener fogleich die gefuchten 
Wurzeln von einem gegebenen Pumere an ab. 

Descartes hat zuerft die geomerrifche Auflsfung der 
Gleichungen vom dritten und vierten Grade durch den 
Kreis und die Parabel gelehrt, in dem dritten Buche feis 
ner Geometrie. Hier jeigt er auch, wie Gleichungen vom‘ 
fünften und fechften Grade durch die Durchfchnitte eines 
Kreifes mit einer parabolifchen Conchoide, einer Linie vom 
dritten Grade, aufgelsfer werden. Mach ihm befchäftigs 
ten die Marbematifer fich viel mit der geometriſchen Aufs 
löfung der Gleichungen, und fuchten die Eonftruction der 
Gleichungen vom dritten und vierten Grabe noch auf man⸗ 
cherley Art abzuändern. (f. Algebra), Da die Geometrie 
von ihnen als der wefentlichjte Theil der Mathematik ans 
gefehen ward, fo fuchten fie auch arithmerifche Aufgaben 
auf geometriſche Art, als welche ihnen die vollfommenfte 
war, aufzulöfen. Gegenwärtig, da die algebraifche Auf: 
löſungskunſt weiter gebracht ift, wird die Conſtruction 
weniger geachter. ie ift aber ald eine Methode fchäg: 
bar, welche die Verbindung zweier unbeftimmten Sfeichune 
gen, durch die Elimination einer der veränderlichen Gröſ⸗ 
fen, und die Entjtehung der gegebenen deſtimmten Gleich: 


— 
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ung, auf einmahl anfchaulich darſtellt. Sie dient auch 
jur Srläuterung der Eigenfchaften der da 


I, Conſtruction quadratiſcher Gleichungen. 


1. Aufg. Die — x" —ax-+- bc='o iu | 
eonftruiren. 

Aufl Man ziehe (Fig. ar. Tab. 1.) zwey getade Li⸗ 
nien AP, AC unter einem beliebigen Winfel A, nehme 
auf AP die Theile AR b; Al c, und auf AQ den 
Theil AD—a. Man halbireBCinE, und AD inE, 
jiehe die Perpendife[EO, FO. welche fich i in O fchneibent, 
befchreibe aus O als Mittelpunct mit dem Halbmeſſer 
OB= OC einen Kreis, welcher auf AQ, die Theile 
. AG, AH abfchneider, fo find AG, AH die Wurzeln 
der Sleichung. - Denn nach ber Eigenjchaft des Kreifes 
(f Kreis), TKAGX<AH—=ABXAC, Gest man 
AG=x,fpit AH=a—x, alfo ax—xxbc, 
welches die gegebene Gleichung ift. Segt man AH =x, 
pitfHD=a— x, das iſt AG=a—x, alfo gleich: 
falls ax — xx —bc., 

Wenn der Kreis die Linie. AQ berührt, fo bat die 
Gleichung ziven gleiche Wurzeln. Teifft er fie gar micht, 
fo find beide Wurzeln unmöglich. 

2: Aufg. Die Gleichung x⸗ ı ax bc — o 
ju conftruiren i 

Aufl. Man siehe (Fig. 22. Tab. I.) zwey gerabe Si 
nien unter einem beliebigen Winfel in A; nehme auf ber 
einn AB=-b, und nad der entgegengefegten Seite 
AC=c; ferner auf der andern AD a. Nun halbire 
manBC in E, und ADinF, ziehe die fenfrechten OR, 
OF, die ſich inO ſchneiden. Aus O befchreibe man. mie 
dem Halbmeffer OB=.0OC einen Kreis, melcher die ars 
dere Linie in G und H fchneider, fo find AG, AH Die 
Wurzeln der Gleichung x’ +ax—be==o, und zwarAG 
die pofitive,und AH die negative. Es ift zufolge einer Eis 
genfchaft des Kreiſes AB x AC— AG sc AH, wor 
aus auf biefelbe Are wie vorher die Gleichung folgt. 
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Die Gleihung x⸗ — ax — be 0 wird ganz auf 
dieſelbe Art conſtruirt. Es ift Hier A Mi die pofitive Wurs 
jel und AG die negative. 

‚Der Kreis fehneider die Linie HG in allen Fällen, fo 
wie die a immer. zwey mögliche Wurzeln hat, 


l 


u, 1, Confiruction der: cubifchen Gleichungen, worin 
das zweyte Glied fehlt. 


Es ſey AX (Fig. 23. Tab. 1.) die Are einer Pa- 
zabel MAN, und C der Mittelpunct eines Kreifes, wel 
cher durch den Scheitelpunet der Parabel geht. Kin ans 
derer Durchfchnittspunct ſey M. Man ziehe von C und 
M die fenfrechten CB, MP auf die Are, und die — 
meſſer CA, CM. Ss in Akz=bi BC —c Al 
ber Parameter der Parabel : == pn: bie Abfeiffe AP m 
die Ordinate PM = y, run giebt erftlich die Parabel 

die Sleihung 
— px=yy. | 
Anſtatt die Abſciſſen für den Kreis auf AX von A aus, 
and. die Ordinaten parallel mit PM zu nehmen, nehme 
man die Abſciſſen auf der verlängerten C Bvon C aus, und 
die Ordinaten darauf ſenkrecht. Für den Punct M ift die 
Abſciſſe CV=c+y, und die Ordinate VM—=b—x, 
alfo r=(c+y® +(b-n)%, 
‚woraus, weil x — br c® ‚ bie zweree Gleichung 
zwiſchen x und y erhalten wird, 


x“. yt—abx — 
Für x ſetze man ben et * aus der erſtern Oleichung, 


ſo iſt | | 

Bon ysi(zh — p)py-+ 2cp=o, 

‚Eine gegebene Gleichung fey 

way em Apyr BpP= | 
wo wegen der in den Coefficienten & ‚ Bp* abgeſonder⸗ 
ten Factoren ps P* die andern Factoren A, B Linien 
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find. Wird p — 1 gefett; ſo ſind A, B, die vollftän« 
digen numerifchen Coefficienten: Den Parameter p fann 
man willführlich annehmen, da, hier nur zwey Gleichuns 
gen durch Die Coefficienten zur Beltimmung ber drey Grö⸗ 
fen b, c. p, gegeben werben. - Der Parameter dient. 
als Maaßſiab, die andern Größen zu beftimmen. Geine 
eigene Quantität ift, wie überhaupt die Manß » Einpeit, 
willkührlich. u 

Die Zufammenhaltung der Normal: Gleichung mit 
ber gegebenen giebeb=—=4(A+ p), und c—= zB. 


Man nehme alfo in der mit dem Parameter p befchries 
benen Parabel auf der Are von dem Scheitel an die Large 
AB= (A + p), und die darauf fothrehteBC — 5% B, 
und befchreibe mit dem Halbmeffer CA einen Kreis, 
Schneidet diefer die Parabel aufjer in A noch in. drey 
Puncten, wie in M, m, N, fo hat die Gleichung drey 
mögliche Wurzeln, welche durch die Drbinaten MP, mp, 
NQ dargeftellt werden. Die Ordinaten, welche die Lage, 
wie PM haben, find pofitive Wurzeln, diejenigen, welche 
eine diefer entgegengefegte Lage haben, wie QN, find 
negative Wurzen. Denn wenn man in der Nechnung 
den Durchfchnittspunct N ftatt M genommen hätte, fo 
wäre die Gleichung folgender. . u ; 


ys — (eb — p)py— 2cp® =o. 


Dieſe bat diefelben Wurzeln als jene in Rückſicht der Quan⸗ 
sität, aber von entgegengefeßter Beichaffenheit, Ihre pos 
fitiven Wurzeln find alſo die Ordinaten, welche wie 
ON liegen; ihre negativen Diejenigen, welche die Jage wie 
M haben. | GL EEEE 
Hat die gegebene Gleichung zwey gleiche Wurzeln, ſo 
berührt der Kreis Die Parabel, in einem’ Puncte, welcher 
nun für zwey Punete, die darin zufammenfallen ‚- gilt, fo 
wie die beiden. gleichen Wurzehn in der Aufzählung Der 
Wurzeln der Gleichung für zwey gerechnet werben, 
Schneidet der Kreis die Parabel nur in einem einzigen 
Puncte, auffer dem Puncte A, ohne fie irgend wo ju bar 
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rühren, ſo bar Die Gleichung nur eine einzige —— 
Wurzel. 
Wenn A in der Gleichung das Vorzeichen +, und 
Bodas — hat, fo iſt jenes und diefes negativ. Ein nes 
gatives B macht c negativ, Daher BC nad) der andern 
Seite der Are hin genommen wird. Ein negatives b wird 
in einer derjenigendage entgegengefeßten genommen, welche. 
"AB in der Tigur hat. Die lage von AB und BC in der 
Figur gile für pofitive Werthe diefer Linien. Ä 
EGSs entſteht hier eine Srage, die der Mühe werth iſt 
fie zu beantworten, nämlich was für eine Linie der Ort 
fey, in welchem die Mittelpunete der die Parabel irgend: 
wo berührenden Kreife liegen, die zugleich durch den 
Sheitelpunct A gehen. _ 
Man fege die beiden gleichen Wurzeln einer eubifchen 
SBleichung, worin dad zweyte Glied fehle, jede — =, 
Die drifre— ß, beiberfeits nach der abfoluten Größe ge 
nommen. ind jene pofitiv, fo ift diefe negativ, da ihr 
Aggregat, wegen des fehlenden zweyten Gliedes, Null ifk. 
Dun ift jeder Werth der Gleichung ein Product aus 
den Kactoren (y — x)? und (v-+-B) ſ. Gleichung UL 
so). Alſo iſt, wenn y irgend eine der Wurzeln bedeutet, 
© =. (y+ß) =o, das ift 
ys-(@u—ß)y’ + @—2uß)y+a'ß=o. 
ou Zufammenhaltung mit der Gleichung 
yP-(2b—ppytezcep=o. 
giebt La — B—o. M = 2uß — p—ab)p; 
4, wß — 2cp?. Schafft man mittelft ber erſten 
Gleichung aus den beiden andern 8 weg, fo erhält man 
V. (34 =ab—p)p; V.aod =cp’. Daraus it 
VI. a = SIE, mid VII. — IP, Al 
..ab—p 2b—p)' 


IV. und VII. folge VIII. 27 p = (2 b’—1p)?, oder 
23 pi= (bp. 
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Diefes ift Die Gleichung für die ſemicubiſche ober Neili⸗ 
fche Parabel, in welcher b — Ip und c die Eoordinaten- 
für den Anfang ver Abfeiffen D find. Sie ift in Fig. 24. 
Tab, It. mit ihren beiden unendlichen Zweigen DE, De 
gezeichnet. Die zugehörige Parabel ıft GAg, die Are 
derfelben und der Paraboloide EDe iſt AX; der Brenne 
punct der Parabel Fʒ der. Abſtand AF=— 4 p, und der 
Abftand AD der Spitze der Parabofloide von dem Scheis 
tel der Parabel AD —=#p. Die vechtwinklichten Eos: 
ordinaten an der Paraboloide feyn AT =t; TU=u., 
Diefe fege man ſtatt b und c in der gefundenen Gleichung 
für diefe beiden Größen, fo ift die Gleichung für den vers 
langten Det, 27 pW—=8(t— #p)’. Ein Kreis aus 
einem Puncte U als Mittelpuncte durch den Scheitel A 
befchrieben,, berührt die Parabel irgendwo in M, Nimmt 
man den Mittelpunck eines Kreifes durch A. innerhalb des 
Raumes EDe, fo fchneider derfelbe die Parabel aufler dem 
Puncte A noch dreymahl; nimmt man ihn auſſerhalb die⸗ 
ſes Raumes, fo fehneider der Kreis die Parabel auffer in 
A nurnoch einmahl. et 

- Denn inD iſt t — FIp, das ift vem Halbmeffer des 
Krümmungsfreifes der Parabel im Scheitel, (f. Krüm⸗ 
mungskreis $. 12.). Daher geht ein Kreis, der aus einem 
entferntern Puncte der Are wie T durch A befchrieben wird, 
aufjerhalb ver Parabel weg, begegnet ihr aber wieder in eie 
nem Puncte auf jedem ihrer beiden Zweige. Der Kreis 
aus einem Puncte U der Paraboloide durch A befchries 
ben, fchneider die Parabel in A, und liegt von A bisM in: 
nerhalb derjelben, da er den Zweig in M berüßrt. Folg⸗ 
lich muß ein Kreis, der aus einem Puncte von TU jiwie 
fchen T und U durch A befchrieben wird, den Zweig AG 
zweymahl treffen, auf der einen und auf der andern Seite 
won M, dagegen ein Kreis aus einem von T entferntern 
Puncte ald U auf T U den Zweig AG nicht treffen wird. 
Naͤmlich die berührende an dem erſtern diefer Kreife in A. 
liegt zwifchen den berührenden an der Parabel und dem 
Kreisbogen AM im demfelben Puncte A. Der Kreis gehr 
baber zwifchen beiden Durch, und trifftſden mie UM bes 

r J 
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fchriebenen zum zweytenmahle in dem Dach [mitte | mit 
ber Abfeiffenlinie AX. 


Die Gleichung ys — Apy +Bp’=a har alſo 
drey mögliche Wurzeln, wenn 27 pc <(ab — pp); 


zwey gleiche, wenn 27,pc’ = (2b — p)3; wen unmögs. 
liche, wenn 27 pc” > (2b — p)? ift. Sest man für, 
b und c ihre vorher gefundenen Werthe, welche fie dieſer 


Gleichuug gemäß haben ‚ fo ift die Bedingung für, die 
Möglichkeit aller drey Wurzeln, daß Ze TB < < B5 ſey. 


Der menn p = ı genommen wird, ur A und B.die 
numerifchen Coefficienten bedeuten fönnen, fo hat die: 
Sfeihung ys — Ay + B= drey mögliche Wurzeln, 
oder zwey gleiche, oder iwen unmögliche, nachdem 27 B*. 
feiner, fo groß oder größer als 4 As if. Diefes ſtimmt 
mit dem überein, was in dem Artikel, Gleichung IU, 13. 
auf einem andern Wege gefunden wird, 


Die Evolute der Parabel ift auch eine femieubifche 
Parabel, aber darin von dem bier gefundenen Orte ber 
- Mistelpuncte ber berüßrenden Kreiſe — ,daß 
ihre Gleichung iſt, 27 pu B16 (t— zZ PP. Beide 
— ſich nur in hhren Parametern, Ä 


IH, Conftruction biquabratifcher Gleichungen und 


vollftändiger cubifcher. 


Es fy MAN (Fig. 25.Tab, II.) eine Parabel, des 
ren Are ’AQ und Scheitel A if. Mic der Are parallel in 
dem Abftande DE ıft die Abfeifjenlinie DX gejogen, auf 
welcher der Anfang der Abfeiffen in der Parabel in D ge: 
nommen werde. in Kreis aus C befchrieben fehneide die 
Parabel in den Puncten M, m, N, n, von welchen 
Durchfehnittspuncten in andern Fällen zwey wegfallen mi: 
gen, fo wie auch gar feiner Start haben mag. Won denz 
Mittelpuncte des Kreifes C ift. CB fenfreht auf DX ger 
jogen, von dem einen Durchſchnittspuncte des Kreifes mic 

| — 
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der Parabel eben fo MP, und MV von M auf bie 
verlängerte BC,; 2 : 


Der Parameter ber Parabel iſt — p; der Halbmefi 
fer des Kreifes = r; der Abftand der Abfeiffenlinie von 
der Axe DE —a; der Abftand des Mitcelpunctes des 
Kreifes von der Abfeiffenlinie, CB==c; und DB— b, 
Die Eoordinaten ſeyn DP-=x; PM=y. Die Ordi⸗ 
nate PM treffe die Are in R. | 


Für die Parabel ift die Gleichung 


ren. 


weilDE? — p.AE, Die Entwicfelung dieſer Formel 
giebt | | | 
Iprmy—aay. 
An dem Kreiſe ift 
1.r=(y— co’ + b)i 
Ä — man in dieſer Gleichung für x feinen! Werth, 
o iſt | — 


II. (yo) + (22 — a —b h 
Ä N NP pP 4 
Diefe mit p’ multiplicirt, und.entwickele, wird. 
Ve y* — 4ays +42°y? + gabpy + b’ps 
—2bp. —2cop", +p=o, 
> + p’. ——— — 7* pꝛ J 
Mit dieſer Gleichung vergleiche man eine gegebene biqua⸗ 
dratiſche, wage msn 
yt—AyS’+-Rpy”’+-Cpy—Dpi=o, 
Beide Gleichungen find als Normal» Gleichungen anzue 
ſehen; alle Größen find in ihnen poſitiv, oder bloß der 
Quantität nad), zu nehmen. Ändern diefe in andern Fal⸗ 
len ihre Vorzeichen, fo find fie negativ, und, wenn fie nes 
gativ werden, befommen fie eine entgegengefegte Lage 


Ki aeehung auf diejenige, welche fie in. der Figur 
aben, Ä 5 
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Die Zuſammenhaltung beider Gleichungen giebt 
I. 42a - A; II. 42· — abp+ p — Bp; 
UI. a4aab - 20 =Cp; V. x —b—d=Dp, 


Daraus wird erhalten 
a — JA F 


ba „= +30 45 
SE 2 c | 
"—b®+c0+Dp 
Der Termin —- it = 2AE; ferner iſt 2Rb bie | 
| P 


pierte Proportionalzsinie zu p, a, 2b; und Dp ift das 
Quadrat der mittlern Proportional » Linie zwifchen D 
und p. | a 


Mit einem mwillführlichen Parameter zeichne man eine 
Parabel MAN, und ziehe in dem Abftande DE JA 
mit der Are derfelben die Parallele DX, wie in der 
Figur, wenn A poſitiv iſt; das ift, das Vorzeichen — 
hat. Von dem Puncte D, wo fie die Parabel trifft, ziehe 
man.DE ſenkrecht auf die Are, nehme von E aus‘ 
EF=#p, und von Faus FG—=2AE([ —=?R\, 
Bann von G rückwärts GH == &B, wenn B pofitiv iſt. 
Sit EH=b, das it DB =—b, wenn HB ſenkrecht auf 
DXift. Dann ziehe man durch D und F eine gerade Linie, 


- welche die verlängerte BH'in Jfchneibe, foift BJ— ab 


da EF:ED—DB:BJ iſt. AufBInehme man JC—AC 

nach B hin, wenn C pofitiv ift, fo ift C der Mittelpunet 
des zu befchreibenden Kreifes, deſſen Halbmeffer noch zu fins 

den if. Man fuche zuerft die Linie, Deren Quadrat dem 
Rechtecke von D und p oder dem Producte Dp gleich iſt. 





2* 


Anwendung der Geometrie 141 


SED pofitio, fo zeichne man ein rechtwinklichtes 
Dreyeck CDK (Fig. 26. Tab. II.),. worin die Kathete 
DC =y(b? + c’), und die ander Kathete DK der 
Seite jenes Duadrats gleich iſt; die Hypotenuſe CR if 

"der gefuchte Halbmeffer. Iſt aber D negativ, fo befchreibe 
. man über DC einen Halbfreis, frage darin die Ehorde 
DL. gleich der Seite jenes Quadrats, . und ziehe CL, fo 
iſt CL der gefuchte Halbmeffer. Das erftere iſt der Fall 
mit der Normal: Gleichung, die durch unfere Figur con⸗ 
ſtruirt wird, wenn fie vier mögliche Wurzeln hat. Cie. 
bat, wegen ber drey Abwechslungen der Vorzeichen dreg 
pofitive Wurzeln, nämlich die drey pofitiverr Ordinaten im 
M, m, n, und eine negative, die Ordinate inN, (ſ. 
Gleichung, IV, 6.) | 
Mit dem gefundenen Halbmefjer befchreibe man num 
einen Kreis, welcher die Parabel in vier verſchiedenen 
Puncten fihneider, wenn’ die Gleichung vier verfchiedene 
mögliche Wurzeln hat. Er fehneider fie in zweyen, und 
berührt fie in einem Puncte, wenn die Gleichung. unter 
den vier möglichen Wurzeln zwey gleiche'hat. Er ſchnei⸗ 
det fie in nicht mehr ala zwey Puneten, wenn die Gleis 
chung nur zwey mögliche verfchiedene Wurzeln hat, und 
berührt fie in einem einzigen, wenn die beiden einzigen 
möglichen fich gleich find. Schneidet der Kreis die Pa⸗ 
rabel gar nicht, fo Bat die Gleichung gar Feine mögliche 
Wurzel, Iſt D’negativ, und Dp größer als b> + ce, 
fo ift r? negativ, welches ſogleich, ohne Conftruction, zu 
erfennen giebt, daß die Gleichung Feine mögliche Wurzeln 
babe. Gegner hat fich geirrt, da erin den Elem, Anal, 
finit. pag. 475. fagt, daß man r immer möglich machen 
könne, weil man die Einheit nad) Gefallen annehmen, 
und dadurch b? immer groß genug machen möge. Die 
Einheit ift durch den Parameter, den er = ı feßt, be 
ſtimmt. — . in dem Falle, da eine Gleichung drey 
gleiche Wurzeln Hat, giebt unfere Eonftruction fie nur 
als; einzeln auffer der vierten Wurzel an. Für die 
fen Fall müßte die Abfeiffenlinie gegen die Are geneigt 
ſeyn, damie für den Berührungspunct und, einen der 
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Durchſchnittspuncte die, Ordinaten gleich groß ſeyn 
mögen. | nd a 
Die für biquabrätifche Gleichungen angewiefene Con: 
ſtruetion ift auch auf vollffändige eubifche anwendbar. 
Eine folche ſey ys — Ay’ + By+C=o, Man mil. 
tiplicire fie mit y. fowird fie diefe: y* — Ay’ By⸗ 
+Cy=o, in welder eine Wuyel=oif, Dame 
nach ſetze man in der vorher behandelten biquadratif-ven 
Gleihung Do, fo erhält man die veränderte cubifche. 
In der Conftruction iſt CD der Halbıneffer, und der 
Kreis geht durdy den Anfang der Abfeiffen, fo daß die 
Ordinate in diefem Puncte die hinzugefügte Wurzel 
y== o bedeutet. Ä Ä 
“ Dalers Eentralregeliit im Wefentlichen das für die bie 
quabratifchen Gleichungen hier gewiefene Berfahren ; allein 
die Borfchriften wegen der Jage der Linien erfordern zu viele, 
Aufmerffamfeit, um ſich nicht zu irren, weil es an einer be: 
ffimmten Pegel fehle, was poſitiv, und was negativ feyn 
foi, Die Regel trifft man in Tob. Mayers marhentati- 
fhem Atlas, Supplement, Tab, Vl. an. Man mag 
auh Wolfe Elementa Matheleos, T. I. Analvfis 
Finit. $. 622 vergleihen. Bey diefem Xrrifel find zwey 
Abhandlungen von Hallen aus den Tranfactionen, die auch 
in der 's Gravefandfchen Ausgabe von Newtons Arithm. 
univ. befindlich ſind, benutzt worden. Die Regeln wegen 
bes Poſitiven und Negativben daſelbſt ſind nicht einfach 
genug. Die Beweiſe der Conſtructionen find nicht bey» 
gefügt. ! | 


IV. Arithmetifchs geometrifche Tonftruction der 
Gleichungen. | 


Man berechne einige Wertbe einer gegebenen Gleich: 
ung für gewiſſe Werthe der unbefannten Größe, und fege 
diefe, für eine beliebige linearifche Einheit, als Ordinaten 
auf eine Abfeiffenlinie, in den Puncten, welche von dem 
Anfange der Abfeiffen den Abftand Haben, der in den 
Werthen der Gleichung für die unbekannte Größe gejege 


Anwendung der Geometrie 143 


ift. Durch diefe Puncte jiehe man aus freyer Hand eine 
krumme Linie mit möglichfter Beobachtung der allmähli⸗ 
gen Krümmung, fo erhält man an den Stellen, wo die 
Endpuncte der aufgefragenen Ordinaten nahe genug lies 
gen, die krumme Linie, deren Ordinaten die Werthe der 
Gleichung für jede Abfeiffe darftellen. Die Abſtande ihrer. 
Durchfchnittspunete mit der Abfeiffenlinie von dem An⸗ 
fange ver Abfeiffen geben die Wurzeln der Gleichung, defto 
genauer ‚je vollfommner die Zeichnung ift, Zu 
3.8. Es ift (Fig. 27. Tab. 11.) die Abfeiffenlinie 
X Y, und darauf der Anfang in A. Die Abfeiffen nach 
der rechten Hand hin bedeuten die pofitiven Werthe von x 
in der Gleichung für x; die nach der andern ©eite hin 
die negativen. Man feße auf diefe die zu verfchiedenen 
Werthen von x gehörigen Werthe der Gleichung, als in 
A felbft ven Werth Aa, oberhalb der Abfeiffenlinie, wenn 
der Werth pofitiv ift, unterhalb, wenn er negativ ift. Go 
ift der zu. AB gehörige Werth Bb negativ, der zu AC ger 
börige Oc pofitid. Mach Beſchaffenheit der Umftände 
bat man mehr oder weniger Werthe der Gleichung zu bes 
rechnen -und aufjutragen. Die durch die gefundenen 
Puncte gejogene Frumme Linie fehneide die Abfeiffenlinie 
inM,N,P, ſo ſind AM und AN pofütive Wurzeln der 
Gleihung, und AP eine negative. Iſt die Gleichung 
eine eubifche, fo find nicht mehr Durchfchnitte möglich, und 
bie Frumme Linie erſtreckt ſich mit zwey Zweigen NQ,PR 
ins Unendliche auf beiden Seiten der Abfeiffenlinie nach 
enfgegengefeßten Gegenden fort. Letzteres ift der Fall bey 
allen Gleichungen von einem ungeraden Grade. Die Anz 
zahl der möglichen Durchfchnitte mit der Abfeiffenlinie ift 
nicht größer als die Zahl, welche den Grad der Gleiche 
ung ausdrückt, Fann aber Fleiner feyn; es kann felbft nur 
ein einziger Durchfchnite Statt haben, wenn nämlich die. 
Abſciſſenlinie oberhalb oder unterhalb aller Biegungen ber 
krummen Linie liegt, oder die Frumme Linie gar Feine Bie⸗ 
gung hat. | ne 
“in Fig. 28. Tab. 11. ift eine Gleichung vom bier: 
ten Grade durch den Zug einer Erummen Linie abgebilder, 
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Die Zeichnung ift aber, fo wie die vorhergehende, nad 
feiner beftimmten Gleichung entworfen , weil die Drdina: 
ten der Erummen Linie für den Naum der Zeichnung zu 
groß werden würben, wenn die Wurzeln eine Hinlängliche 
Große erhalten. Die Abfeiffenline iſt XY; der- Anfang 
der Abfeiffen ift in A; die Durchfchnitre der Erummen ?i: 
nie mit der Abfeiffenlinie find M, N, P,Q, welde dry 
pofitive Wurzeln und eine negative geben. - Zwifchen den 
Abfeiffen, wodurch die Wurzeln der Gleichung dargeftellt 
werden, fliegen die Abfeiffen AB, AC, AD, deren zu: 
gehorige Ordinaten Bb, Cc, Dd größte find, namlich in ° 
Beziehung aufdienächft vorhergehendenundfolgenden. Dit 
negativen Orbinaten, welche der Quantität nach Größte 
find, heißen aber, als negative Größen, Kleinfte, weil 
fie aus den vorhergehenden durch die Hinzuſetzung einer 
fubtraetiven Größe entftehen, und daher in Rückſicht dies 
fer Eleiner find. Die frumme Linie geht mie zwey Zwei: 
. gen PS, QT nach derfelben Gegend ‚von der Abfeiffenlis 
nie an ins Unendliche fort, da das höchſte Glied der 
Sleihung für eine negative Abfeifje pofitiv ift, und von 
einem gewiſſen Werthe an ſchon allein größer bleibe 
als alle fubtractiven Glieder der Gleichung jufammen ge: 
nommen. Das ift der Fall bey allen Gleichungen von eis 
nem geraden Grade. Iſt die Ordinate Aa in dem Ans 
fangspuncte negativ, wie in der Figur, fo hat die Gleich⸗ 
ung wenigftens zwey mögliche Wurzeln, da die Abſciſſen⸗ 
linie die beiden unendlichen Zweige fchneiden muß, wenn 
fie auch iiber allen Biegungen der Frummen Linie weg geht. 
Iſt aber die Ordinate in A pofitiv, fo hat die Gleichung: 
gar Feine mögliche Wurzeln, wenn die Abfeiffenlinie unter: 
balballer Biegungen liegt. 

Die geometrifche Abbildung der Gleichungen ift fehr 
gefchickt die Theorie derfelben auf eine finnliche Art zu er: 
läutern. Wenn in der Folge der Drdinaten unter den 
vorhergehenden und nachfolgenden eine abfolut Kleinfte 
fih findet, fo gebt dafelbit die Abfeifjenlinie unter oder 
über einer Biegung weg, unter, wenn das Kleinfte pofitiv, 
über, wenn das Kleinſte, abfolut genommen, negativ ift, 
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Man lege in Fig. 28. ‚die Abfeiffenlinie fo, daß fie 
unter dem Puncte c und über d liege, in einer der voris 
gen parallelen age, Dadurch fallen zwey mögliche Wur⸗ 
jeln weg, und die Ordinate in C ift ein pofitives Klein— 
fles. Liege die Abfeiffenlinie auch unterhalb des Punctes d, 
fo find alle vier Wurzeln. der biquadrarifchen Gleichung, 
welche die Zeichnung abbildee, unmöglich. Man fieht, . 
wie bey der parallelen Verrückung der Nbfeiffenlinie, das 
ift, bey einer Veränderung des abjoluten Gliedes ‚der 
Gleichung, zwey ungleiche Wurzeln fi) immer näher kom— 
men, und bey der Berührung mit der Frummen Linie an 
dem Biegungspuncte, wie b öder c ober d, fich gleidy wers 

den, bey weiterer Verrückung aber fich in unmögliche ver⸗ 
wandeln, Der Übergang von der Möglichkeie zur Line 
moglichkeit gefchieht alfo Hier durch die Gleichheit zweyer 
Wurzeln, Die Summe zweyer nächſten Wurzeln, wie ' 
AN,AP, 2 AC— CN + CP, wenn der zu 
einer größten oder Fleinften Ordinate gehörige Punct der 
Abfeiffe ift. Der Theil AC hänge nicht von dem abfolus 
ten Gliede der Gleichung (— Aa) ab, oder wenn diefes 
in den irrarionalen Theilen von AC enthalten ift, muß es 
ben der Entwicfelung herausgeben. Aber CN und UP 
hängen von dem abfoluten Gliede ab, fo daß fie Null find, - 
wenn die Nbfeiffenlinie durch c gebt. 

Die frumme Linie, „welche eine Gleichung vom .nten 
Grade abbilder, Fannn — ı Biegungen, nicht mehrere, 
haben. Es Fönnen aber eine oder mehrere Biegungen 
wegfallen, Wenn z. B. in Fig. 28. die pofitiven Ordi⸗— 
naten von M an beitändig zunehmen, fo behält die Frumme 
Linie nur eine einzige Biegung, und ift parabelförmig. Die 
zu der Linie gehörige Gleichung kann gar nicht mehr als 
zwey Wurzeln haben, wie auch das abfolute- Glied verän: 
dert werden mag. Wenn die Biegung N c P weofäallt, 
fo wird AC eine unmögliche Größe. . Eine Jinie zu einer 
Gleichung eines ungeraden Grades kann alle Viegungen 
verlieren, und mit zwey Zweigen, Die enfgegengefeste 
Krümmung haben, (der eine concav, der andere nach berz 
felben Gegend conver, ) ins Unendliche hin fich m | 
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Die Gleihung Fann alsdann nicht mehr als eine einzige 
Wurzel haben. Mit jever megfallenden Biegung fallen 
zwey Durchfchnitte mit der Abfeiffenlinie weg, . daher die 
Anzahl ber unmöglichen Wurzeln einer Gleichung immer 
gerade iſt. 


Man Fann dielinearifchen Werthe einer Gleichung auch 
durch eine Conſtruction finden, welches an dem Beyſpiele 
einer — — gezeigt werden wird. Dieſe ſeh 


* —+- X +.d=o, wo pder Parameter 
der — Sinie heißen mag. Die Größen a, b, c, d 
find zinien, wie pundx. Geßt man o— 1. jo werden Die 
übrigen Linien Zahlen, und jwar die Erponenten des Ver« 
hältniſſes des Paramerers zu ihnen. Man zeichne 
‚ (Fig. 29. Tab, I.) ein Rechteck AFFKR, woran die 

Grundlinie EK — p, und die Geite AU =a-+b 
+c+dif,nämlid AB=a; BR C=b; CD =c; 
De=d, Man nehme auf der Grundlinie das Grüd 
‚ET=x, und ziehe TP parallel mir AE. Mun ziehe - 
man BF, und durch, ihren Durchfchnitespunet Q auf T 
die mit ER parallele Gg; darauf CG, welche TınR 
fehneider, und Durch R die parallele Hih mit ER; dann 
DH, und durch ihren mir Th gemeinfchaftlichen Punct 
8 bie mie EK parallele Ji. — geſchehen, ſo iſt 

a xs bx? 


I + — * — — — d, als der Werth 
der gegebenen Gleichung für x 2 ET. 


Denn es ift AB:Bg—p:x, ale Bg — X. 
| p 


— if Cg:Ch=p:x, alſo er 
= (CB + Bg) >» das iſt Ch — — 4 * 


Noch iſt Dh:Di=p;x, — Di=Dh.- 
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bx*® 
= oc+ch }, Sidi = © — 
AR *. Da TS—Ei, und DE —d ift, fo iſt 


8 


sa m 
tar gt. 
Aufdiefe Art Taffen fich auch die Merthe anderer Gleich: 
ungen conftruiren. - Die Methode tft aber mühſam, weil 
man das Rechteck mehrmahls zeichnen muß ,; damit man 
unter den vielen Linien keinen Mißgriff thue. In der 
Zeichnung der Figur find die Eoefficienten a, b, c alle 


Heiner als p, und - iſt ein Bruch. Wäre jene und:x 


größer als p, fo Fann die Sonftruction unbequem werben, | 
indem TS oder ver Werth der Gleichung eine beträchtliche 
Größe in Bergleihung mit ER erhält. 


Nenn einige der Coefficienten a, b, c. d, etc, negatid 
find, fo hat man die Theile auf AE, welche fie darftellen, 
in enfgegengefeßter Richtung, das iftvon Enad A hin, 


| 5 bx2 
u nehmen. 3.8. für die Gleichung Tr — — 
F = — do bat man BC von Bnah A hin, und 


DE von Dnady A hin zu fragen. Für negative Werthe 
von x wird ET in der entgegengefeßten en ge⸗ 
nommen. 


Man wir fich — fonneit, wie u folge dieſer 
Eonftruction ein Inſtrument aus einigen befeftigten und 
mehrern verfchiebbaren Jinealen mir Einfchnitten oder Mus 
then und Stiften ‚, jufammen zu fegen fen, das mit einer 
Reißſpitze in S die Frumme Linie durch einen fortgehenden 
Zug befchriebe. Ein folches Inſtrument ift in der Ency- 
clopedie methodique, Mathematique, in dem Ar⸗ 
tifel, Equation, befchrieben, und dabey auch abgebildet. 
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Es iſt für quadtatifche Gleichungen eingerichte. Die 
Bewegungen gefchehen mittelſt gezähnter Räder, die in 
gezahnte Lineale eingreifen. Kin ähnliches Inſtrument 
hat Rowning in den Englifchen Tranſactionen 1770 ans 
gegeben. Die Conſtrucion, worauf dieſe Inſtrumente be: 
ruhen, hät Segner in den neuern Petersburger Comment, 
T. VI, gelehrt, fie auch in feinen Elem, Analyfeos 
finit. $. 705 ff. vorgetragen. Der Beweis ift in diefem 
Artikel fehr adgefürzt, Die Inſtrumente find mehr finn- 
reich als brauchbar, | 


V. Auflsfing quadratifcher und cubifcher Gleich⸗ 
ungen durch die Boniometrie (trigonometrifche 
Sormeln). 


| 1. Die Sormeln für die Sinus, Cofinus — Tan⸗ 
genten vielfacher Winkel durch eben ſolche Functionen des 
einfachen können angewandt werden, um die letztern aus 
den eritern ſehr genau zu finden, da alle dieſe Functionen 
der Winkel in den Tafeln mit großer Genauigkeit angege— 
ben ſind. Da aber in dieſen Formeln nur zwey Größen 
unbeſtimmt bleiben, der Sinus totus oder die Tangente 
von 45 Grad, und die Function des vielfachen Winfels, 
wenn die Sunefion des einfachen geſucht wird, fo Fann 
man dadurch nur die Gleichungen bom zweyten und dritten 
Grade auflöfen, und die leßtern nur, wenn das zweyte 
Glied darin fehle, wodurch die zwwey Soefficienten gegeben 
werben, welche den Sinus totus und den Sinus oder Eos 
finus des dreyfachen Winkels bejtimmen. . Die goniomes 
frifchen Formeln für die Functionen größerer Vielfachen 
eines Winfels enthalten gewiſſe Relationen der Eoefficiens 
ten, welche in einer gegebenen Gleichung fich auch finden 
müff en, wenn fie durch die Ge eines Winlele aufge⸗ 
* werben fol. 


2, Eine quadratifche Gleichung fey 
x—=-axt+b=o, 
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worin die Größen a, b pofitiv oder abfolufe, genommen 
werden. Die Gleichung zwifchen dem Ginus eines Wins 
kels und dem des doppelten ift sin 29 — 2sinQ. colQ’ 
(Goniomettie; 35). Diefe werde quadrirt, fo iſt 
sin 29: = 4sinQ: (1 — sin 9’), 
das ift, e 
 48in + —4asing+sin29’=o, 

Hier beveuten sin® und sin 29 die mumerifchen Ginus 
für ven Sinus totus — 1. Für den ©. totus = r, fey 
der Sinus von O — y, und ber Sinus von 29 —=Ff, 


ſo iſt sing = 2 undsin 29 — . , indem ber Ausdruck 
sin ® fich immer auf den Sinus totus — 1 bezieht. Es 
iſt nun BE 2 

Y-ry?’+4rf=o | | 
Diefe Gleichung halte man gegen die gegebene, x? — ax 
+b=0o,f iſt x - y2 ra 4r’P?—b, 


En Bi : __ayb 
folglich Mar das iſt, sın — — 


Da y=rsin® if, fo iſt 

x— r?sing?, oder x =asing?. | 
Es gehört £ auch zu dem Winfel m — 29, wo = 

zwey Rechte bedeutet, Daher auch diefer Winkel in zwey 

Theile zu theilen iſt, (Goniom. V.). Alſo iſt der zweyte 

Werth von y — rsin(Ez — 0) = rcolQ, und 

x—acol 2. 


Man ſuche alſo den Winkel 22, deſſen Sinus 


—2 iſt, ſo ſind die beiden Wurzeln der obigen 





Gleichung, a sin 2 und a coſꝰ. Die Summe derſel⸗ 
ben iſt — a(sin 2 4coſ 9?) — a; ihr Product 
— a? sin@? col9? — a? sin 292 — b, wie es 
ſeyn muß, (Gleichung J. 8). Es muß aberzyb<a 
ſeyn, da sin⸗20 <ı ift, oder b<a?, wenn die 


\ 
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Buzeln möglich) ſeyn ſollen, einſtimmig mit (Gleich: 
ung I, 40) 


a 2Vb — vb ben 
rn sin2®  sin®.col® (Goniom.35), 
fo find die beiden Wurzeln der Gleichung, tangq.V b 
und cotQ.V'b, Ceben daſ. 14.). 
2. Erempel. Es fey die Gleichung x? — 64x 
+ 720=oaufjulöfen. Es if 


log b= 28573325. | 
logyb = 1,4286662 
log 2= 0,3010309 

-lg a=-1ı, 8061800 


log sin 20 = 919235162. 20 = 560 59/ gi 

| 0 = 28.29.32,5 

log sin® = 9,67835562 
9,6785562 

loga = 1,8061800 


1,1632924 ... I. 14, 5644 





log coſ = 9,9439 300 
..99439300 
loga = 1,8061800 


'1,6940400 ..11.49, 4356 


Die Summe der beiden Wurzeln iſt — 64; ihr Product, 
wie durch die Addition ihrer dogarirfuen gleich erhell,, 
ift= 720. 


Nach der zweyten Form der Wurzeln iſt 
logtg9= 9,7346263 | logeot@=0,2653737 
logyb = 1,4286662 | logyb= 14286662. 


log. 1, = 1,1632925| logIL, = 1,6940399 
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3. Die quadratiſche Gleichung ſey 
x p ax — b —0. | 
Diefe läßt fich nicht durch Hülfe-des Sinus auflöfen, weil 
der Sinus des Winfeld 29 für fie unmöglid wird, 
- Man nehme aber die Formel 46 der Goniometrie 
2tang ® 
ung 29 = ang g°’ 
| t Bin 
und fegetang @ = 7, ung 29 = 7, ſo iſt 


2r? 
t? + 7 t— r 0, 





Hält man diefe Gleichung gegen die für x, fo iſt t — x; 
>» r?2 b 
—=a; r? —b, alotang29 = und 
x—=tangQ. Vb. | 


In diefem Ausdrucke liege ein doppelter Werth. Iſt 
20 der Fleinfte Winfel zu der Tangente F, fo gehört die: 
ſelbe Tangente auch zu m + 29 (Goniom. 8.), und es 
iſt x ſowohl tang $ (7 + 29). Vb als tung 9. V b, 
Es ift abertang3 (m + 29) =—tang (37 — 9) 
"ayb 
— — cot9. Demnach iff, wenn tang 29 
genommen wird, | - 
x— tang . Vb, und x — — cot 9, Vb. 


Die Summe von den entgegengeſetzten dieſer Wurzeln 
iſt = (cot9 — tang 9) V b, das iſt (Goniom. 45) 
2Vb 
— — a, mie es ſeyn muß 
(GGleichung J. 8). Das Produet iſt = 
— tang 2. cfta.yvb.vb=—b 
4. Die Sleihung x — ax — bo hat diefelben 
Wurzeln der Quantität nach mit der Gleichung x’ + ax 
— b = 0, aber enfgegengefeßt. Sest man demnach 


= 20029. Vb 
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⸗ b 2 " = 
tang2 0 * Le, fo iſt + eot®. Yb, und 


x— — tang O. Vb. 


5. Die Auflöfungen ber beiden 9 Rälle einer quadrafie 
fchen Gleichung haben etwas nina und auch 


verfchiedenes, Kür die Gleichung a? — ax +b=o 


| b 
wird sin 20 — vl gefegt, und die beiden Wurzeln 
find + tang O. V’b und 4 cot ®. V b. ‚Für die 
b 
Gleichung x? + ax— b= 0 wird tang2P = -r 


genommen und die en Wurzeln fi nd T ur; 2 vo 
und — cOl O. Vb 





6. Für den Sinus eines dreyfachen Wierels iſt die 


Formel Goniometrie IV.) 
sin 3 P = 3s5ind —q4sin®®. 
; f 
Es ſey in = —, und sin 3 ſo iſt 


—ir+irimo 


Hiegegen halte man eine gegebene ie Gleichung, 


worin das zweyte Glied fehle, 
x? — bx + coe—— go 2 


kit =h; 1r2fc, for = Vz 


an ‚ und 





sin 30 — = viev Ir . Damit dieſer Sims 


möglich fen, muß 270° —<4b3 feyn, welches die Ver 


dingung der Möglichkeit aller dren Wurzeln it, (Gleich⸗ 


ung Ill, 13.). Auch darf b nicht negativ feyn, oder in 
— das Vorzeichen + haben, da der Halbmeſſer 


* iſt. 


* 
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Iſt sin 30 und daraus © durch, die Formel, 
27€ cV 6,75 


sin 30 *V75 = bo ‚gefunden, fo if 
x—rsin® = sin®, a 5 


In diefem Ausdrucke find drey verſchiedene Werthe ent: 
halten, näamlih + rsin®; +Hrsin($ = — 9; | 
—rsin (7 + 9), nad Goniometrie. Vor. 

7. Die gegebene Öleichung fen x — bx — c=o. 
Für diefe ift sin 3 P negativ, das ift, der Winfel 3 © ift 
größer als zwey Rechte. Man te 39 —=r-r 30, 
fo find die drey Wurzeln, + rsin47# + @); — rsino; 
—rsin(Z7—a), weilsin($#r +0) = sin($7 —o) 
ift. Diefe Werthe entftehen aus den vorigen, wenn ®@ 
mir — » vertauſcht wird. | 

8. Man fann für diefen Tall fich auch der Eofinus bes 
dienen. Es ift (Goniom. IV.) J 
cl 30 — 4 coſ 05 —3c0ld 


Maan ſetze coſꝙ = und of3 9 = — ſo iſt 


| x⸗ —- ar x —- AIrꝰg ⸗ 0. 
Die Vergleichung mit 
w—bx—c=o 


%, 


| | b 
giebt gr =b; Arrg— c, alſo 1*8. 


80 Ei ARTE 
la Te. 

Auch bier muß 270° <4b3 und b pofitiv ſeyn. Iſt 
diefes, fo find die drey Wurzeln der Gleichung, rcold; 
rcol (37 — 0); rcol(3 # +). Die beiden legtern 
find negativ, weil die Winfel größer als ein Rechter find, 
da 3 © Fleiner ald go Gr., und © Fleiner ald 30 Gr. ilt. 

9. Exempel. Es.ſey 3 — 2100x + 24000=o. 
Hier iſt —210q; c—= 24000, Die drey Wurs 
zeln ſeyn x’, x“, x“. N 


154 Anmwendung der Geometrie 


log —4,3302112 |, 1b- = 3,3222193 
31.6,75 = 0,4146519. | $31.b = 1,6611096. 


4,7948631 |l.byYib == 4,9833289 
4,9333289 


1,sin 3 © 9,8115342 304e23“11“ 
1.b = 3,3222193 ® = 13. 27. 43° 3 


.1.0;75 = 9,8750613 : Z#—P = 46.32.16 4 


l,r* = 3,44713580 4#0= 73.27. 43 Ei 
lır = 1,7235790 ° . 


l.sin © — 9,3669878 1 
l,x‘. = 1,0905668 . ze 12, 31875 


l, sin (4. — 9) = 9,8608344 — 
l. x’ — 1,5844134 X4 38,40726 


l, sin Grat 05,98 6583 
1,2 == 1,7052308 xl — 50,72602 


Die Summe der beiden pofitiven Wurzeln ift — 50, 
72501, ber negativen fehr genau gleich. Die Summe der 
Logarithmen aller drey Wurzeln iff — 4, 3802110, mels 
cher von dem log. c faft gar nicht abweicht. Zur Sicher: 
heit der Berechnung ift diefe Probe rathſam. Sie beruft 
auf (Gleichung IM. 5.). Ä | 

In dem Artikel, Sardanifche Negel, wird die hier zum 
Beyſpiel gebrauchte Gleichung auf eine andere Art aufgee 
löfer, die aber mühſamer ift. | Ye. 

ro. In der Gleichung xs — bx =c—=o6 ſey 
270* > 4bꝛ fo iſt nur eine mögliche Wurzel vorhanden, 
Man fege x = r (tang ® + cot 9) fo ift 
Zr (t303 3tgꝙę cot® + 3tg9cotp®-+cot®3), 
. 1 J 

Weil cot 0 — 57 ſo iſt 


1 
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a -r3 (tg.9? 4 3tg80 3c0t ® -+ cot.9°),: das iſt 
wg 312x — r(tg ꝙſ + co?) 

Die Zuſammenhaltung mit der Gleichung 

xs — x— — 0 


giebt — -b, und rd(tg ꝰ + cot 0): == 'c; alfo 
r= 4 und tgoe + cot = = Ev}. 2 


Da tg Ir cot 9’ = ı, fo iffdie — a das Pro⸗ 
duct der — unbekannten gegeben, und es iſt 


tang 93 — nv; vl - — 1 ) folge 
(Gleichung 2 ı , wo die Bedingung, I 7 > 4b3 
fen, der Annahme gemäß iſt. Man fee — Vs plc; 


fo iſt {ng@® —= [ec A + tang A a (45°+ #A), 
(Goniometrie, 11.43), Nimmt man Das eine Vorzeichen 
für tang 9°, fe gilt das andere für cot 9°. 


Man feße V tang (45° & #Ztang A) — B, fo 
itx—r(tangB+ cot B), das Pe 2B 


(Soniom. IL 45.), oder x = colec 2B y? “ oder auch 


x. maBV 5 
ı1. Exempel. Die Gleichung fey 


x — 13, 3592x — 24,637 =. 


Hier ift b= 13,3592 5; c = = 246377, und. die Be: 
rechnung , wie folget. 
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logc ==1,3916001 l.b =1,1257804 
* 6,75 =0,4146519 FI. =0,5628902 


1,8062520 lbyY’b =1,6886706 


6886706 1,4:3 —0,1349387 
l. secA = 0,1175814 1,4b:3 = 1,2507191 


I, tg(45°- A) = 9,6658245 a1, 4b: 3 =0,6253595 





l.tgB = 9,8886082 Fr 
” - — ZA=20, 8.37 
| 1 — zn 45°-3A—24.51.23 
31.4 et) B>=37.42.53 
.x  ==0,6394910 2B=73.27.46 
x4,36004 


In dem Artikel, Cardanifche Regel, iſt dieſe Gleichung 
unmittelbar nach jener Regel aufgelefer. 


12. Die Sleihung xs — bx-+c=o har dieſelbe 
einzige Wurzel, welche xs — bx — — 0 bat, aber 
entgegengeſetzt oder negativ. 


13. Die Öleihung xs + bx— c = o hat nur. eine 
einzige mögliche Wurzel, wie auch b und c fich gegen eins 
ander verhalten mögen. Man fegex—r(tangP —cotQ), 
fo it x® + ar’ x — 13 (tang Os — cot PP) 0. 

Nun iſt ar —b, und r? (tang 9%. —.cot 93) — c, 


afor—=y- 3 und tang 9° = FV2 «e Hier iſt 


der — zweyer unbekannten Größen gegeben, deren 
Product = 1 iſt. Der Unterſchied heiße der un we⸗ 
gend, pitung@®—=yV(4d+ı) +d, und 
cot e=VG@t+ D)—4 d. (Gleichung J. 2). Man 
feße J (tang A, fo if vad+kı)mfeA, 
und tang = —[erA * tangA = tang (45° + J 4), 
fo wie ct! —leccA — tang Am tang (45°— 2 
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Ferner feße man i . 
* tang (45° — ZA) ⸗ tang B, fo iſt 
uns (45ꝰ A) = cot B, und daher 


x=—r(cotB-—- tangB), oder x—zrcent 2B, 
Die Negel der Auflöfung ift demnach) : man fuche 


__3e ,3 3, j 
tang A= 7, Vp und tang B == Y'tang(45°-LA), : 
26b | 
fit x—=2cot2B, Y 5 


14. Wenn man für die Sinus und Cofinus der Sec⸗ 

toren einer gleichfeitigen Hyperbel ſolche Tafeln hätte, wie 
für die Sinus und Cofinus der. Kreisfectoren durch die 
Sinus und Cofinus ihrer Bogen, fo Fönnte man die cu: 
bifchen Gleichungen mit einer einzigen möglichen Wurzel 
eben fo bequem auflofen, als die mit drey Wurzeln mittelſt 
der frigonometrifchen Tafeln. Denn wenn a die halbe 
Are der gleichfeitigen Sipperbel, x der Cofinus eines Sec⸗ 
tors S, g der Coſinus des dreyfachen Gectors, in Beziehung 
auf a iſt, ſo iſt xs —2ax— Fa’g =o, (Öoniom, 
VIII.). Die gegebene Gleichung ſey x» —bx — — 0, 


— ER db 30 _ 
fo giebt die Vergleihung a = yV FE Et u Es 


fey £ = cof hyp. 35, und * coſhyp.s für die halbe 
ne 3c ,3 | 
Yre=ı, fo if colhyp 35 = 5 VE , und 


J | 
x — (v 2) ‚.cof hyp. S. Hier ift 270 > 4b8 
da der hyperboliſche Coſinus größer als die halbe Are iſt. 


.15. Es fey y der hyperboliſche Sinus eines Sectors 
S, ımdf der Sinus des Sectors 38 für die halbe Are 
a, ſo ity + Jay datf — 0o. Die gegebene 
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„4b 
Glechung fy y +by— co, pila=v Y; 


f 
— — Es ſey 7 sin hyp. 38, und 
= = sin * S für die halbe Are = ı, ſo iſt 
. SG paDN 5: | 
sınhyp. 35% Vz —— ( v7) sin hyp. 5, 
Hier mag 270° größer oder Fleiner als Ab’ feyn, da 


der hyperboliſche Sinus von Null an bis ins Unendliche 
wãachſt. 


16. In Lamberts Zuſaten zu den logar. und — 
Tabellen enthält Tab, XXX1 eine Anzahl hyperboliſcher 
Sectoren mit ihren Sinus und Coſinus nebft deren Loga— 
rithinen, ‚Man nehme die Gleichung in (V. 11.), nanı: 
lih x? — 13,3592x — 24,6337 = o. Hier iſt 
b == 13,3592 ;c = 24,6377. Es iſt bier colh, 35 
was dort sec A ift. 


log cofh.3S$ = 0,11758 35 = 0,33132 


logcdh,S = 0,01505 S = 0,11044 
log a = 0,62536 | 
log x == 0,64041 x = 4,369 


Kür 38 und logcolh S haben nur die nächften Wer⸗ 

the in der Tafel, Die noch ziemlich von den wahren entfernt 
‘ find, genommen werden können. Dennoch ift die hier 
gefundene Wurzel nur um 0,01 gegen 4,37 unvichtig. 


VL Darfkellung aller Wurzeln aus a", und der 
möglichen trinomifchen Sactoren der Sunction 
x" ta", won eine ganze bejahte Zahl ift. 
Die Größe + ar" +: hat nur eine mögliche Wurzel 
+a; und + a*” hat zwey enfgegengefegte, — a und -a;5 
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fo mie die Gleichung x" + a? o nur eine mögliche 
Wurzel für.ein ungerade n, und x" — a" — o zwep 
gleiche entgegengefegte für ein gerades n ha. Da aber 
eine Gleichung fo viele Wurzeln hat, als der. Erponens 
der höchſten Potenz der unbekannten Größe Einheiten ent: 
hält, fo ift die Frage, was die unmöglichen Wurzeln dier 
fer Gleichung oder der Potenz a” für eine Form haben. 

Die Goniometrie verhilft zu der Erfindung derfelben. 
In dem Artikel, Goniometrie, IV. wird (dafelbft zu eis 
nem. andern Zwecke) gezeigt , daß | 


(col® + sind.v—ıP =coln® +sinn@.Y-ı 
if. Alſo iſt | 


cofO +sin®.Y-ı =(coln® + sinnd.yY-ı)“ 
Dieſe nte Wurzel aus einer unmöglihen Größe hat fo 
viele verichiedene Werthe als col @ hat, wenn der Wins 
kel m O durch feinen Cofinus gegeben wird, das iſt, m 
verschiedene Werthe. (Goniom, V.) 


Wenn cofln$®=-+ ı gefegt wird, fo hat n © die 
Werthe o, 27, 47, 67; etc. wo 2” der Kreisums 
fang für ven Halbmeffer = r ift, zugleich iſt sin n —o. 
Folglidy giebt der Ausdruck, col$ + sin@yY— ı, 
nebft der einzigen ntöglichen Wurzel aus + ı , auch die - 
unmöglihen Wurzeln an. Diefe Wurzeln bezeichne man 
allgemein durch x, mie die Wurzeln einer Gleichung, 


Bey dem Gebrauche des obern Vorzeichens ift 


x—cof au + sin nr, V-1, wofürk alle ganze 


Zahlen von ı bie n — ı, nebſt o, zu nehmen find, 
Größere Werthe von k ald n — ı geben feine andern Co— 
finus und Sinus als ſchon für o bs n — ı vorhan⸗ 
den ſind. FR | 


Für ein geradesn — 2m, unk=m en r, iſt 


of ar rr = cof Are und 
am - am 
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Gleichung ſey ys +by—c=o, ſo iſt . — 


96 — 
—F. Es ſey 7 sin hyp. 38, und 


je 


— sin hyp. S für die halbe Are — ı, fo ift 


sinhyp. 35— 3 Very ( v®). sin hyp. 8. 


Hier mag 270° größer oder kleiner als 4b ſeyn, da 
der hyperboliſche Sinus von Null an bis ins Unendliche 
wachſt. | 


16. In Lamberts Zuſuhen zu den logar. und — 
Tabellen enthält Tab. XXXII eine Anzahl hyperboliſcher 
Sectoren mit ihren Sinus und Coſinus nebft deren Loga— 
rirhinen, ‚Man nehme die Gleichung in (V. ır.), nam: 
lich x? — 13,3592x — 24,6337 =o. Hier iſt 
b == 13,3592 5;c = 24,6377. Es iſt hier colh, 35 
was dort sec A ift. 


log cofh.3$ — 0,11758 35 = 0,33132 


logedh,S = 0,01505 S = 0,11044 
log a = 0,62536 | 
log x == 0,64041 x = 4,369 


Für 38 und logcofh S haben nur die nächſten Wer: 

‚ the in der Tafel, Die noch ziemlich von den wahren entfernt 
‘ find, genommen werden können. Dennoch ift die hier 
gefundene Wurzel nur um 0,01 gegen 4,37 unrichtig. 


VL Dar ſtellung aller Wurzeln aus a”, und der 
möglichen trinomifchen Sactoren der Sunction 
x” tar, won eine ganze bejahte Zahl ift. 


Die Größe + ar" +: hat nur eine mögliche Wurzel 
+a; und + a*" bat zwey enfgegengefegte, + a und — 43 





"Anwendung der Geometrie 159 - 


fo wie die Sleihung x" + @ =o nur eine! mögliche 
Wurzel für.ein ungeraded n, und x" — a" —o jwep 
gleiche enfgegengefeßte für ein gerades n hat. Da aber 
eine Gleichung fo viele Wurzeln hart, als der. Exponens 
der höchften Potenz der unbekannten Größe Einheiten ent: 
haͤlt, fo ift die Trage, was die unmöglichen Wurzeln die⸗ 
fer Gleichung oder der Potenz a” für eine Form haben. 


Die Goniometrie verhilft zu der Erfindung derſelben. 
In dem Artikel, Goniometrie, IV. wird (daſelbſt zu eis 
nem andern Zwecke) gezeigt , daß 


(colP + sind. vV—ı®P =cofn®+sinn®. V-ı 
iſt. Alſo iſt 


cof® +sind.V 21 = (cofn® + sinnd. V-ı% 
Diofe nte Wurzel aus einer unmöglichen Größe hat fo 
viele verſchiedene Wert en als col © hat, wenn der Wins 
“Zei n.O durch feinen Cofinus gegeben wird, das iſt, m 
verschiedene Werte. (Goniom. V.) 


Denn coln® = -+ 1 gefeßt wird, fo hat n ® die 
Werthe o, 27, 47, 67; etc. we 2” ber Kreisums 
fang für ven Halbmefler = ı ift, zugleid ift sinn ®=o, 
Folglich giebt der Auspruf, c[9 + sin@ yVY— ı, 
nebft der einzigen ntöglichen Wurzel aus + ı , auch die - 
unmöglihen Wurzeln an. Diefe Wurzeln bezeichne man 
allgemein durch x, wie die Wurzeln einer Gleichung, 


Bey dem Gebrauche des obern Vorzeichens ift 


x=cof 2&? + sin re V -ı, wofürk alle ganje 


Zahlen von ı bis n — ı, nebft o, zu nehmen find. 
Größere Werthe von k ald n— ı geben Feine andern Co⸗ 
finus und Sinus als fhon für o bis mn — ı vorhan⸗ 
den find, 


Für ein geradesn = 2m, unnk—=m J r, iſt 


| en s3(m-+-r)r — 2(m—r)r 


na UND 
2m z am 
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“ * 7 . m— y . 3 . , “ 

sin m: = —sin alm—ı)# weil die Wine 
2m. | 2m. 

kel zufammen den’ganzen Umfang 2m aus machen. Das 

ber kann für —FJ 


— corner, vr 
xcol — 4sin — r 


geſetzt werden | 
x col am E)® Pe morn® V — L, 
| 2m 2 “ 


und e3 find je zwey Werthe von 


akr 
n 





+sin EEE. Vi, 


x cof 


wo Kalle ganze Zahlen von ı bist n, nebft o, bedeutet, 

und die Winkel nicht, Über zwen Nechte groß find. Für 

 kz%n ift der zweyte Theil o, umd es iſt nur ein 
Werth von x vorhanden, nämlich — ı, fo wie fürk=o 

auch nur ein Werd, x — + ı iſt. 


Gfyn=em+ı;wk—=m-+,r, ſo iſt 

wiederum für | | 

cf gUrrr + in GmtNr. VRR SE 
2m-+1 — 214 1 

zu ſetzen | | 
| . — 

2em-+ı 2m * 1 
ſo daß je zwey Werthe von x ſind 


akr . . 2kr 
x=col = + ın —, Vor, 
n. n 


x=cof 


wo k außer o, die ganzen Zahlen von 1 bis 4 (n — 1) 
bedeutet, : 3 | 


* 
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Zweytens fege man co nP = — ı, ſo hat nO die 
Werther, 37,57, 77, etc. und sinn, it =o, 
Kolglich giebt nun » O + sin V — ı, mebſt der 
einzigen möglichen Wurzel aus — ı, die nämlich in dem 
Kalle eines ungeraden n Statt hat, auch alle unmögli« 
hen Wurzeln an, Bezeichnet man jede derfelben duch x, 
fo iſt | De et 

2k + ı)z . @k+ı)» 
wo für k alte ganzen Zahlen von ı bisn — ı, nebit o, 
zu fegen find. Nimmt man ſtatt der Winkel über zwey 
Rechte ihre Ergänzungen zu vier Nechten, fo find je zwey 
Werthe, — 


———— = in FI, 


x cof 


n— 2 
2 





wo die Werthe von k alle ganze Zahlen von ı bis 


n —-ı | | 
oder bis für ein gerades oder für ein ungerabes 


n, nebjt o, find. Iſt n ungerade, fo ift fürak--ı=n, 
ber Wert — — 1. fen einfach gerade, fo iſt für 
ek + ı Inder Werth x tı.Y—ı;zilin 
doppelt gerade, fo iſt jede Wurzel zweytheilig. Ze, 
Hieraus fieht man, daß es gleichgültig iſt, ob in der 
Sormel ofn-+ sinn? Y - ı das obere oder Das 
untere Vorzeichen gebraucht wird, um die Wurzeln aus 
+ ı und — ı zu finden. - 


Mit diefen Wurzeln verbinde man den Factor a”, fo liefert 
der. Ausdruck, a(coflC + sing: V — ı) alle Wurzeln 
aus ta”. Kür + a” ind die Werthe von D. wie bey 
den Wurzeln aus + 1, für — a”, wie bey den Wurzeln 
aus — 1 zu nehmen. 


Frempel. Die Eubifwurzeln aus + ı find + 15 
cof 120° + sin 120°. YV — ı. Die Eubifwurzeln 
aus| — ı find cof 60° + sin 60°, V—ı, und colı80° 

u N 
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oder — r. Sie find jenen, gehörig genommen, gleich 
und entgegengefeßt: 


‚Die Biquadratwurzeln aus + ı ſind ı; undcof 90° 
+sin go’. V — ı, das it, +Y —ı Aus — 1 
find fie col 45° + sin 45°. V— ı, und col 135° 
+ sin 135%, V—ı 


Die fünften Wurzeln aus + ı find I.-H 1; 11, col72° 
+ sin 72°. V— 13; Ill. cof144° + sin 144°, V—ı 
Aus — ı find fie I. col 36° +sin36°,. Y — 13 
II. coſ 108°. sinrog°yY-ı; III. col 180° over- 1. 


Da die Wurzeln der Gleichungen x? — a" = o und 


* + ar — 0 foldergeftalt bekannt find; fo wers 


den aud) die Factoren der Functionen x— an en 
gefunden. 


Es hatnamlich, wenn +p p eine der Wurzeln x einer Gleis 
chung ift, das Aggregat ihrer Glieder, für jeden Werth von 
x; den Factor (x+p), (Gleichung Vi, 13). Die Functio⸗ 
nen x? — a" und x” + a" haben alfo einfache Factos 
ren von der Form x — a (col® + sin QV — ı). 
Das Product von je zwey ſolchen Factoren ift — 
x—2axcol® + a®, Nämlich x" — a” hat die Dop: 


2k 
pelfactoren von der Korn x? — zax., col - n.r7% 


wo k alle ganze Zahlen von ı bis Zn oder J(n— 1) 
zu Wertben bat. Die Function x” + a” hat die Dop— 
k+ı 


. 2 
pelfactoren von der Form x? — 2 ax col nn a®, 


n — 72 
2 : 





wo k alle ganze Zapfen bon ı bis 
zu Werthen befommt, 


Frempel. Die Factoren von | 
era x zaxcolir + a° 
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x* — a* ſind x — a; — 2a xcoſ tar 
J e xt+a i 
ar naxcol? + a® 

Ä ' xt— 2axcol$ + a 
uf. w. 





Die Factoren von | J 
x5 +25 find tem 24x coſ T - ar 
x- 4 | 
trat : xt — 23x cwl4r-+ = 
x — 2ax «l!3a+ a 
xq 4 2° > X 22x coläz + a 
| x — 2axcol4z +. 
xHta, 
uf, 


Wenn man diefe Factoren in einander multiplieiren 
will, um daraus das Binomium hervorzubringen fo muß 
man die Säße von der Summe und dem Producte der 
Coſinus aliquoter Theile des Kreisumfanges und Vielfas 
chen deſſelben Eennen, (Goniometrie, V.) Auch iſt der 
Gag, 2 col A, colB== col(A + B). cof(A — B) hier 
nörhig. 

Die geometrifche. Darftellung diefer Factoren liefere 
der Eotefifche Lehrſatz. 


VII Zerlegung . der dreytheiligen Sunction 
x — .2px” + ı in quadratifche Fac- 
| torem. J 
Die Gleichung x" — zpx" + 1 =o hat als qua⸗ 
dratifche Gleichung betrachtet die Wurzeln 
"—ptV(p—ı) oderp + V(p!— ı) und 


—— a a Bl 
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| | = yp+tve—n)=gq, fo find die Wurzeln _ 
q und -, Sftp>i, ſo laäßt ſich die Gleichung oder 
— in zwey mögliche Factoren zerlegen, nämlich, 
rg und X — und dieſe werden nach dem gleich 
vorher gewieſenen Verfahren in quadratiſche zerlegt. 


Es ſey p Di, und werde deshalb durch cof os ausge» 
druckt. Es iſt alſo xn — ecoſ x +sin. V—ı. 


* —A 
Da (cola + sin, V-1)* coſ & sin gV-! 


os . 0% —— 
— — — |. — 1. un at 7 
ift, fo ix = col- £ sin V Dun 5 = 


weil der Winfel & durd) feinen Cofinus gegeben wird, 
a verfchiedene Werte, und x erhält dadurch 2n Wer- 
the, wie es feyn muß. Die verfchiedenen Werthe 
diefer Winkel find, wenn & den Fleinften der zu col x ge: 
berigen Winkel bedeutet, 
a 2mta  Anta 6aute 
n? n ’ n > 
bis daß deren n find, Dieſe find alle kleiner als zr. 
Der auch 
&; 27 +®,. 47+%& — 


u 








n n n n 
(2n—2)z-+n 
RE 


, der vorlegte mit I 





|  20— 
two der legte mit 


uff einerley Cofinus bat. Die Winfel der lestern 
Reihe find. in der zweyten Hälfte als 7: Gonio⸗ 
metrie, v.) 
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ci Man bezeichne jeden diefer Winfel allgemein durch 2, 
o iſt 
x—colptsina Vu 
Die Function a — mx". eolo + ı bat alfo m Paare 
Factoren, x — col ® — sind. V — ı,undx — cold 
+ sin@.V -—ı. Das Product je zweyer folcher ift 
x⸗ — 22.cl® +ı 
Dieſes ift ein quabratifcher oder frinomifcher Factor der 
Function xen — 2x", cola +1. Der Winfel @ ers 
hält die vorher angegebenen n Werte. | 


$Erempel, Die Zunction xs — 2x3, cola + ı bat 
die Factoren. 


. —i— 


X 
x* — 2*. col = +1 








x — 2x col — 3 41 
27 & 
x? — 2x, coſ - +1 


Die Function x* — 2*. coſ + ı hat die Factoren, 
ob 
xe — 9x,c[t——+ I 
a 4 . 
27 — 
ano Fern 


2a +& 


2x0 —— +1 


47 — d 
r. 
ur +. 





xꝛ—- 2 x. cof 


2174 


47 — 
— — coſ — und coſ — — 
iR 4 





Es iſt cof 


* 


27 — c« 
— — co —— . 
4 


Zur Übung in der Rechnung mit goniometrifchen Forte 
meln mag man diefe und andere folche Functionen durch Die 
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Multiplication ihrer Factoren herausbringen. Die dazu 
nörhigen Kormeln finden ſich in (Goniometrie, V.). Pro: 
Ducte von Cofinus werden mittelit der Formel, 2 col A, 
sol B =—=cl(A-+B). cof(A — B) zerlegt. 

Die Function x — 2at x", colx + a" Bar bie 
auepeaılden oder frinomifchen Factoren von der Korn 
x — 22x. coſ O + a, Denn man feige x—az, fo 
ift jene Function at (zur — 2z", colx + ı). Diefe 
bat die quadratifchen —— a? (z’ — 22,009 + r); 
Bas, x? — 2ax,.cl® + a, 


“ Die geometrifche Darftellung diefer Factoren wird in 
dem Artikel, Cotefifcher Lehrſatz, gejeigt. 


Zu vergleichen: Euleri Introd. in Anal, Infin, 
T-.1,cap.9 


Apolloniſche Parabel Heiße die gewöhnliche 
Parabel die aus dem Schnitte eines Kegels entſteht, zum 
Unnterſchiede von den Parabeln höherer Ordnungen, weil 
Apollonius von Pergä (250 J. dv. Eh.) über. die Para 
bel und die andern Kegelſchnitte ein meifterhaftes Werk ge: 
fehrieben bat; das ältefte, was fiber die Kegelfchnitte aus 
dem Alterthum zu ung gefommen ift. Don den höhern 
Parabeln, f. Parabel. | 


Apomecometria, bie Runft, bie — 
eines Gegenſtandes mittelbar zu meſſen. Der Ausdruck 
kommt kaum anders als in tabellariſchen Abtheilungen der 
Materien in der Mathematik vor. Das Wort iſt grie—⸗ 
chiſchen Urſprungs, zuſammengeſetzt aus ro, von, ab, 
genos, Entfernung, Länge, und zerpew,; meflen. 


.Aporema (Aporisma) ift bey einigen alfen 
Geometern eine Aufgabe, deren Auflsfung man nicht ges 
ben fann, ob es gleich auch nicht erweislich iſt, daß fie 
unmöglich fen. 3. B. die Aufgabe von der Quadratur des 
Kreifes. Das griechifche Wort bedeutet eine aufgewor⸗ 
fene Trage, und Bedenklichfeit oder Verlegenheit. Ma: 
rinus ſagt in der Vorrede zu den Datis des Euklides, daß 
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Porimon ift, was man bewerfftelligen und eonftruiren 
oder darftellen Fönne, aporimum fen das Entgegenge⸗ 
feßte, wie die Quadratur des Kreifes, die man noch nicht 
gefunden habe, ob es gleicd) gewiß fey, daß fie gefunden 

werden Fönne. \ 


Apothema, die fenfrehte Linie von dem Mittels 
puuncte eines ordentlichen Vielecks auf eine Seite bejjelben. 
Von ro UND rin. 


Apotome (Refiduale, refiduum binomiale) 
iſt in der Arithmetik der Griechen der Linterfchied einer ras 
fionalen und quadratifchen irrationalen Zahl, oder zweyer 
folchen irrationalen Zahlen. Es feyn b, c rationale Zah⸗ 
len, nd b— vVco=a, over VYo—b== a, oder aud) 
vb—-vec=a, fo ifta eine Apotome. Das Work 
bedeutet etwas abgefchnittenes, von aworsuvew. (us 
Flides Elemente X. 74. Größen, wie Yb, wenn b ras 
tional ift, heißen ben Euflides auch rationale, weil ihe 
Duadrat rational ift, aber nur in der Potenz mit einer 
als Einheit gegebenen Größe commenfürabel, da b mit ihr, 
als Linie betrachtet, der Länge nach commenfurabel ift- 


Euklides unterfcheidet ſechs Gattungen der Apotome . 
(Definitiones tertiae). Die erfte Apotome ift, wenn 
b— Vemza,wy(t—o):b=m:n, dem 
Nerbaltniffe zweyer rationalen Zahlen ift. Die zweyte 
Apotome iſt, wenn Yco-b=a, und V(e-b’):yVc 
— mi:nif. Die dritte ift, wenn Yb-Ve=a, 
moyY(b—c)!'vb=men if. Die vierte if, 
wennb— Vc=a, und Y(b’— c):b nicht ein ras 
tionales Berhältniß ift. Die fünfte ift, wenn Ve-b=3, 
und YV(c— 5b’): Vc nicht ein rationales Verhältniß 
ift. Die fechfte Apotome enblihüt,wennyb-vVc=a 
und Y (bc) : Y'b nicht ein rationales Verhältniß iſt. 

Die Apptomen unterfcheiden fich von den Binomialen 
(quae ex binis nominibus) beym Euflides nur dadurch, 
daß in diefen legteren die Summe genommen wird, Auch 
macht Euflides ſechs Gattungen der Binomialen. 


16 Applicare 


Die geometriſche Vehandlungsart der Binomialen 
und Apotomen beym Euflidesift finnreich; nur muß man ſich 
in feine Vorſtellungsarten hinein ftudiren, welches wegen 
‚ ber: Gewohnung an unfere: bequemere Rechnungsart mit 
irratıonalen Größen Mühe mache. Die erften algebrais 
ſchen Schriftſteller in Europa haben fich mit der Erflärung 
der in dem toten Buche der Eufliveifchen Elemente vorge: 
fragenen Lehre von den irrarionalen Größen fehr viel bes 
ſchaftigt. Es ift eine gute Ubung, mit der Euflideifchen 
Mecthode die neuere parallel gehen zu laſſen. 


Applicare, auf einander legen, ben Vergleichs 
‚ung ebener Figuren, iſt, fie auf einander legen, um zu 
zeigen, daß fie gleich groß oder ungleich find. Diefes 
Aufeinanderlegen ift eine bloße Vorftellung des Verſtan— 


des, wovon bie finnliche Datftellung nur ein Bild ift, wie | 


alle gezeichneten Figuren nur Bilder find ‚ deren Drigis 
nen ganz und gar in.dem reinen Verſtande allein fich be: 
finden, 


Applicare A ad B beißt bey. ältern Schrift tel: 
- lern, die Größe A durch; die Größe B dioidiren. Die 
Redensart hat ihren Urſprung aus der Geometrie. Cine 


geradlinichte Figur an eine Linie appliciren heißt über tiefer 


Linie ein Rechteck oder Parallelogramm befchreiben, das je⸗ 
ner Figur gleich ift (Fucl, Elem. VI, 25.11.X.23). 
Die Figur fey ein Rechteck, deflen Seiten a, b find, Die 
gegebene Geite fen c, ſo iſt die zweyte Seite des Recht: 
ecks, das jenem gleich iſt, die vierte Proportional- Linie 
zu c, a, b, das iſt — » Das gegebene Rechteck an 
die gegebene Linie c zu :appliciren erfordert alfo arithme⸗ 
tifch die Diviſion deffelben durch Die Linie c, | 
. „Applicare lineam rectam in circulo vel 
curva. jff eine gerade Linie in der Frummen Sinie fo le: 
gen, daf fie mit ihren Endpuncten in den Umfang der: 


felben falle, etwa in einen gegebenen Punet diefes Um— 
fonges. | | 
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Applicate (Drdinare)! ifk eine gerade: Finier, die 
in einer Frummen:Linie parallel mit einer gegebenen Linie 
an den Umfang zwiſchen zwey Puncten der kfrummen Linie 
gezogen, und nebſt allen andern ſolchen Parallelen von einem 
Durchmeſſer der krummen Linie halbirt wird. Der Durch⸗ 
meſſer heißt Die Are, wenn die Applicaten unter einem rechten 
Winkel geſchnitten werden, fonft ein Durchmefler. Siehe 
‚ Erflarung giebt Apollonius in ſeinem Werfe Über die Ke⸗ 
gelfhnirte. Die Meuern, als Euler, Cramer, nennen 
Applicate oder. Drbinate eine gerade Linie, die: von’ irgend 
einem Puntte einer frummen Linie unter einem beflimmiren 
Minfel (am .gewößnlichften einem‘ Nechten ji an eine der 
Lage nach gegebene-gerade Linie, die Abfciffenlinie  ge50- 
gen wird. Die. Applicaten mögen, auf-beiden Geiten der 
Aofeiffenlinie gleich oder ungleich feyn; es mögen auf jeder 
Seite eine oder mehrere Applicaten, nach der Auzapl der 
Zweige der krummen Linie, vorhanden fenn, auf’ beiden - 
Seiten gleidy oder ungleich viele; auch auf einer Seite 
gar feine. Diefe Abänderung des Begriffs der Applicaten 
war nethig,. um durch die Veränderungen in.der Sage der 
Kbfeiffenlinie und ver Upplicaten alle Verwandlungen der 

Gleichung; welche die Natur einer Frummen ‚Linie, auss 
druckt, zu erhalten, und daraus'ihre Eigenſchaften herzus 
leiten. De ee Re 

Approximatio, f. Mäherung. 
: »Arbelus,. ‚ein fichelförmiger Raum zwifchen drey 
fi) berüßrenden Kreifen. - Es ift (Fig. 30.."Tab; 11.) 
ABC ein Halbfreis, auf deſſen Durchmeſſer AC irgend 
- ein Punct E genommen wird, um über AE und EC die 
ſich einander und ben erſtern Kreis berührenden Halbfreife 
ADE, EFC zu befchreiben, . ‚Hierauf werde um den 
Mittelpunet G ein Kreis befchrieben, der jene drey Kreife 
berührt, ferner ein Kreis um H, der die Halbfreife ABC, 
ADE und den um G berührt, dann ein Kreis um J, der 
jene beiden, und den um H berührt, noch ein Kreis um 
RK. der die beiden erftern und den um J berührt, u. f f. 
Don den Mittelpuneten diefer Rreife werden die fenfrech- 
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ten auf AC gegogen, Gg, Hh, Ji, Kk; etc. fo iſt Gg 
gleich dem Durchmeſſer des Kreifes um G; Hh dem Dops 
pelten des Durchmeſſers des Kreifes um H; Ji dem Drey⸗ 
fachen des Durchmeflers des Kreifes um J5 Kk dem 
DVierfachen des Durchmeflets des Kreifes um K, u. f. f. 
Den Beweis. diefes Satzes liefert Pappus in Collect. 
math. L. V. propoſ. 16. Er fagt vorher, daß es ein alter 
Satz ſey, der ſich in einigen Büchern finde, Dieberlihrenden 
Kreiſe, welche nach einander in dem Raume zwiſchen den 
drey Kreiſen ADE. OFB. BDF auf gleiche Art wie jene bes 
ſchrieben werden, haben dieſelben Verhältniffe ihrer Durchs 
meſſer zu den Abſtänden ihrer Mitrelpuncte von AC. 
MDas Wort Arbelus bedeutet im Griechiſchen ein 
gekrümmtes Meſſer, desgleichen ſich die Schuſter be⸗ 
dienen. Br | j 
Archimedeiſche Spirsllinie, f. Spirallinie, 


nn Archimetria,, eine’Benennung für die Elemen- 
tar» Geometrie, welche Weigel in der Philofophia ma- 
thematica verfelben giebt, weil fie die Gründe enthält, 
nady welchen afle Größen gemeffen werden Fönnen, 

Area ſ. Slähenraum, 


Arithmetik ift die Wiffenfchaft, welche ſich mit 
ben Formen und den Verfnüpfungen der Zahlen beſchäf⸗ 
tige, insbefondere zu dem Zwecke, die Erfindung des - 
Alnbefannten aus dem Bekannten oder Gegebenen Daraus 
herzuleiten. Von dem griechiſchen Worte, dpısuos, Zahl. 


Die gemeine Arithmetik enthalt die leichtern Fälle 
“er Verbindungen ber Zahlen, und die praftifchen Ans 
wendungen. Jene find Die befannten vier Species ber 
Rechenkunſt in ganzen und gebrochnen Zahlen , die Aus—⸗ 
ziehung der Quadrat: und Cubikwurzeln, (gewöhnlich nur 

in marhematifchen Lehrbiichern), die Jehre von den Pro: 
portionen, von den leichteften Progreffionen, und die Ans 
weiſung zum Gebrauch der Logarithmen, deren Berech⸗ 

‚ tung aber in bie mathematiſche Analyſis gehört. 
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Die höhere Arithmetik begreift die Unterſuchungen 
über die Eigenſchaften der Zahlen, fo fern. fie‘ allgemein, 
ohne Rückſicht auf ein beſonderes Numerations⸗Syſtem 
betrachtet werden. Dahin gehören die Lehren. an den 
vier arithmetiſchen Büchern. der Eufliveifchen, Elemente 
(f. Zufat über die Arithmetik der Alten), bie Zerfallung 
der ganzen Zahlen in Factoren und Ausjonderung der 
Primzahlen, die Zerlegung einer ganzen Zahl in alle mög⸗ 
lichen ganzen Theile, oder in Theile von einer gewiljen 
Korm als in Quadrate, in Trigoualzahlen; ‚die continuirs 
lichen Brüche <Kettenbrüche); Die Linterfuchungen über 
die Eigenfchaften der Zahlen, und mancherley: Formen 
derſelben, wohin auch die. befreundeten und vollfiändigen 
Zahlen gehören; die Verfertigung der magifchen Qua⸗ 
drate, die Combinirung von Zahlenperioden, von. welchen 
in der Chronologie eine Anwendung vorkommt, u. m. 
Diefe machen einen Theil der mathematiſchen Analyfis aus, 
eine : höheren Arichmetif, welche die Größen. als under 
stimmte Zahlen betrachret, und ſie auch wie die. gemeine 
Arithmetik mit einander - verbindet, — Die Unterſuchun⸗ 
gen aus der höhern Arithmetik ſind größtentheils in den 
afademifchen Sammlungen zerſtreut. Zwey neuere wich 
tige Werfe fie betreffend find: Effai d’une Theorie des. 
nombres, par A, M. le Gendre, à Paris, An VI, 
und Disquifitiones arithmeticae, auctore C. F,Gauls. 
Lipfiae 1801. h ir 


Die theoretiſche Arithmetik hat zum Hauptzwecke, 
die Lehrſätze von den Verbindungen und Eigenſchaften der 
Zahlen im Allgemeinen zu entwickeln und zu erweiſen. 
Der Vortrag der Arithmetik in den mathematiſchen Lehrbü⸗ 
chern pflegt dahin gerichtet zu ſeyn, wo die Anwendungen 
nur jur Erläuterung dienen. 


Die praktifche, technifche oder bürgerliche Arith⸗ 
metik ift eine Anleitung zu der Kunft, fiher, bequem und 
geſchwind in allen Fallen zu rechnen. Dieſe beuenne man 
ur Unterfcheidung mit dem deutfchen Namen: Hechen» 
kunſt. Von diefer in dem Artikel: Nechenkunft, 
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Diie numeriſche Rechenkunſt (Arithmetica nu- 
merofa). lehrt die Rechnung mit beſtimmten Zahlen, 
die auf die bekannte Art durch Zahlziffern ausgedruckt 
werden. - Eee | a 
Die Aritluneticc [peciofa zeigt ;: wie Mechnungen, 
öhne Rückſicht auf’ eine beftimmte Zahlgröße, zufolge, der 
Bedingungen der Aufgabe, durch allgemeine Symbole 
oder Zeichen gemacht werben: Vieta, der den Gebrauch 
der Duchftabenzeichen allgemein für alle Großen, fowohl 
bekannte als unbekannte, einführte, nannte diefelben Spe- 
cies , weil ſie die Zahlgrößen im Allgemeinen, als Arten, 
darſtellenn Die Juriſten nennen ihre erdichteten allgemeinen 
Perfonen); als Cajus Sempronius, ebenfalls Species, 
(f. Buchftabenrechnung:) : | 
2 b2llgemeine Arithmetik (Arithmetica: univerfa- 
1is) ift der Titel eines ſchätzbaren elementarifchen Werks 
einer höhern Gattung über Algebra und die Anwendung 
derſelben auf die Geometrie, von Meroton, welches er zum 
Leitfaden feiner Worlefungen als Profeffor zu Cambridge 
gebraucht harte. Die erfte Ausgabe von 1707 zu Cam⸗ 
- bridge ift ohne Wiffen des DVerfaffers veranſtaltet; die 
zweyte 1722, iſt von ihm verbeſſert. Diefe hat 's Gra⸗ 
befande zu Leiden 1732 mit einigen Abhandlungen aus den 
Engliſchen Tranſactionen vermehrt abdrucken laffen. Eine 
‚mie vielen Anmerkungen verfehene Ausgabe von J. Car 
ftillion ift zu Amfterdam 1761 in zwey Quartbänden her- 
ansgefommen. | 
Arithmetik des Unendlichen ift die Benennung, 
welche Wallis feiner Methode unendliche'Reihen zu ſum⸗ 
miren gab. Das Werf, worin er diefe finnreiche Erfin— 
dung vortrug, erſchien zu Oxford 1656. (200 ©. in 4), 
und iſt in dem erften Theile feiner Werfe befindlich, wo 
die Anzahl der Sätze diefelbe wie in der erften Ausgabe ift. 
Wallis ift der erfte, der in die Theorie der Reihen und 
ihre Summirung fiefer eindrang, da man vor ihm nur 
einzelne Fälle aufzulöfen Mittel gefunden hatte. Fr machte 
befonders davon Anwendung auf die Berechnung krumm⸗ 
linichter Slächen und körperlicher Rume. Seine Me 
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thode, gewiſſe Reihen zu interröliten, wodirch er zu einer 
merkwüurdigen Formel für den Inhalt des Kreiſes gelangte, 
iſt von einer ganz beſondern Art. Doch giebt die Inte⸗ 
gralrechnung, welche mit der Differentialrechnung die all⸗ 
gemeinſte Arithmetik des Unendlichen iſt, “leichtere und 
allgemeinere Methoden an, als die von Wallis gebrauch“ 
— was durch dieſe nicht erreich⸗ 
ar iſt. — | 
Politiſche Rechenkunſt ift die Anwendung auf Rech⸗ 
nungsfälle in der Verwaltung eines Staats. S. an 
ihrem Orte in der zweyten Abrheilung diefes Werks. 
Arichmetik der Harmonie ift die Vergleichung ber 
mufifalifchen Intervalle Durch zugehörige Zahlen. ©. Ton, 
Ton: $ntervall; Zonleiter in der zweyten Abrheilung. 
Errathende Rechenkunſt (Arithmetica divina- 
toria) ift die Kunſt durch Rechnung verfchiedenes aus ge- 
wiffen Angaben dem Scheirie nach zu errathen, Gie dient 
bloß zur Beluſtigung, f. an ihrem Orte, | 
Logarithmifche Arithmetik iſt diejenige, nady wels 
cherd man fich der Logarithmen zur großen Abfürzung der 
Mechnung bedient. Diefen Tirel führt der große Canon 
der Logarithmen von Vlaceq, Gouda 1628 Fol, f. Loga— 
rithmen. | | 
Tebularifche Arithmetik, die Rechnung mie Hülfe 
mancherley Tafeln, als einer Tafel der Factoren zuſam⸗ 
mengefeßter Zahlen, der Primzahlen, der Vielfachen ver 
Zahlen bis zum Meunfachen, ber Quadrate, der Würfel, 
befonders der Logarithmen, und der frigonometrifchen Zah: 
Yen, f. Zafel. | | | 
Inſtrumentale Arithmetik, die Nechnung vermittelft 
gewiſſer Werkzeuge. Dergleichen find die Rechentafel 
oder der Abacus der Alten; die Nechenpfennige, vie auf⸗ 
gereiheten Kugeln der Ehinefer, die Meperifchen Rechen: 
ftäbe, Reihers Seragenal: Stäbe, Scheffelts mechani: 
fcher Maafftab und Nechenftab, verfchiedene Arten von 
Rechenſcheiben oder Rechenwalzen, befonders die Rechen⸗ 
mafchinen. Won allen diefen handele der Artikel, Tin: 
ſtrumentale Arithmetik. te EN 
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Arithmetik der Brüche, f. Bruchrechnung. 
Arithmetik der. Irrational Zahlen, (.‚rithme- 
tica Incommenfurabilium ſ. Surdorum), f. Irratio— 
 Nalgroßen. — / | 
Arithmetik, dekadiſche oder decimale; dodeka⸗ 
ſche Duodecimale); dyadiſche, pentadiſche ſexa⸗ 
genale oder feranetimale, tetradifche, ſ. Zahlenſy⸗ 
ſtem, und die Artikel, Dekadik, Dodekadik, Dyadik, 
Pentadik, Sexageſimalrechnung, Tetraktys. | 


Geſchichte der Arithmetik. 


Wahrſcheinlich iſt von der Arithmetik, wie von mehreren 
Kenntniſſen, der Urſprung bey den Indiern anzunehmen, 
allein eslfehlt uns an Nachrichten darüber. Wir haben 
dieſem Volke) unfere Bezeichnungsart der Zahlen zu danfen. 
Agypten ruͤhmte ſich in der. Arithmetik die ehrmeifterinn 

anderer Mationen zu ſeyn, und nannte feinen Theut oder 
Chor als: Erfinder der Arithmetik und Geometrie. 
Wie man in dem Alterthume die Erfindung der drey altes 
ſten Wiflenfchaften, ver Arithmetik, Geometrie und Aſtro⸗ 
nomie, vertheilt habe, ſieht man aus einer Stelle in dem 
Leben des Pythagoras von Porphyris, wo geſagt wird, 
daß dieſer die mathematiſchen Wiſſenſchaften von den Agyp⸗ 
tern, Chaldäern und Phöniziern der Gage nach erlernt 
habe. - Denn die Ägypter hätten fidy von uralten Zeiten 
her mit der Geometrie beichäftige, die Phönizier mit Rech⸗ 
nen, die Chaldser mit der Betrachtung des Himmels. 
Die Phönizier oder die Tyrier haben vermuthlich wegen ih⸗ 
rer Handlungsgeſchafte ſehr früh mancherlen Nechnungsre: 
geln gefunden. Proflus ſagt in feinem Commentar über das 
erite Buch des Euklides, daß bey ihnen wegen des Hans 
dels die wiflenfchaftliche Kenntniß der Zahlen ihren Ur⸗ 
ſprung genommen habe. Strabo führt. dieſes auch als 
. die zu.feiner. Zeit gewöhnliche Meynung an. 
Die Arithmetik der Alten hatte eine ganz andere Ger 
ftalt als die der Neuern. Allgemeine Linterfuchungen über 
Verhaltniſſe und Formen der Zahlen hießen bey ihnen Arith⸗ 
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metik; die Zahlenrechnung hieß Logiſtik. Ihre unbe⸗ 
queme Bezeichnungsart der Zahl erſchwerte ihnen die Rech⸗ 


nungen ſehr. Sie mußten die Rechnungen mehr im Kopfe 


machen, als wir es nöthig haben, und ſich mit ſinnlichen 
Hülfsmitteln helfen, dergleichen Steinchen und die Re⸗ 
chentafel (abacus) waren. Won: den zum Mechnen ges 
brauchten Steinchen fommen im Lateiniſchen die Redensar⸗ 
ten her, calculos pomere, fubducere. Im Sriechifchen 
iſt MOoe ein Steinden, und YypLew, vechnen, wofür 
aber auch noch ein anderes Wort vorhanden ift. 


Die Alten haben ſich vorzüglich mir den Formen und, 


Verhältniſſen der Zahlen beſchäftigt. Sie befrachteren 
Arithmetif und Geometrie als bloße befchauliche Gegen: 
ftände, ohne auf ihre Anwendungen in bürgerlichen Ges 


fchäften zu denfen, oder wenigitens einen Werth darauf zu 


legen. Die-ägyptifchen Priejter oder Gelehrten fcheinen 
den Eigenfchaften der Zahlen fehr nachgefpüirt, und darin 


geheime Beziehungen auf die Einrichtungen der Wele ges 


ſucht, oder daraus eine geheime Zeichenfprache gebildet zu 
haben, um den Lneingeweibten ihre Kenntniſſe zu verſtek⸗ 
fen, und dadurch ehrivürdiger zu machen. Denn Pys 
thagoras, der fich in der aͤgyptiſchen Gelehrſamkeit harte 
unterrichten laffen, und feine Nachfolger, webten in ven 
Vortrag ihrer Philofophie, wenigftens für die eroterifchen 
Schüler oder Liebhaber, vieles Symboliſche aus der 
Arithmetik ein. (Proclus in primum Jibr. Euel. I. c. 8.) 
Als der wahre Sinn, den die Eingeweihten der Altern 
Schule gefannt haften, verloren gegangen war, mögen 
die fpateren Anhänger diefer Partey die. arithmetifchen 
Einfleidungen wörtlich genommen und mit. fpisfindigen, 
phantaftifchen Einfaͤllen vermehrt haben, wie ed in andern 
Fällen auch: gegangen iſt. Galilei glaubt (Syft. coſm. 
P. 3.), daß die Pytbagoräer ihre myftifchen arithmetifchen 
Lehren nur dem großen Haufen bingeworfen hätten, um 
ihre Kenntniſſe von den tiefern Eigenfchaften der Zahlen 
und Srrationalgrößen ficherer geheim zu halten, veren 
Defanntmachung unter Androhung harter Strafen in der 
künftigen Welt verboren gewefen ſey. 
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Die Phthagorer haben mancherley Formen der Zahlen 
erdachti; die Polygonalzahlen (als dreyeckige, viereckige 
1. ſfNund die Pyramidalzahlen; die ebenen und förper: 
lichen; die vollfommenen:oder vollſtandigen, und. ihr Ge: 
gentheil, die überſchießenden und mangelhaften Zahlen, 
Es war dies eine Verfnüpfung der Arichmerif mie ber Geo: 
metries Durch den nach Pythagoras genannten geomes 
triſchen Lehrſatz kamen fie auf die Frage, ein Zahlenquadrat 
mit rationaler Wurzel aus zwey ſolchen Quadraten zuſam⸗ 
menzufegen, wovon fie auch die Auflöfung fanden, welche 
Mroflus in feinem gedachten Commentar uns aufbehalten 
hat. Sie haben alfo den Grund zu der unbeſtimmten 
Analytik gelegt. | 
Dieſe Philoſophen erfanden auch die Berechnung der 
muſikaliſchen Verhältniſſe, welche fich auf feine Beobach- 
tungen und DVergleichumgen gründe, Die Entdeckung 
wird dem Pythagoras felbjt zugefchrieben. Die Lehre 
son. der. Zufammenfegung und Theilung der Verhalt⸗ 
niſſe mußte ihnen dazu fehr geläufig.feyn, da hier einige 
kleine Unterſchiede in den Intervallen vorfommen. Ein 
gewiſſes kleines Intervall heißt noch jetzt das pythagoriſche 
Komma, (ſ. Ton, in der zweyten Abtheilung). 

Der Nachricht des Boẽthius (in feiner Geometrie, 
am Ende) zufolge haben die Pprhagoräer eine Bezeich: 
nung.der Zahlen, mie die unfrige ift, gehabt, und mit die: 
‚sen Zahlzeichen gerechnet, Er nennt ihre Zeichen Apı es vel 
Characteres. Pythagoras, oder einer feiner Nachfolger, 
muß die Bezeichnungsart von den Indiern befommen ba: 
ben, da es nicht möglich ift, daß die Indier fie von einer 
kleinen Anzahl geheimnißvoller Menfchen follten erhalten 
haben. : in dem Artifel, Zahljeichen, wird hievon ums 
ftändlicher gehandelt werben, 

Die Rechnung mit Zahlen machte den Alten viele 
Mühe; weil fie unfere Bezeichnung nicht harten, Archi— 
medes Fonnite die Berechnung des Umfanges eines Kreifes 
nicht weiter treiben, als bis zu den Gränzen 34 und 357, 
den Durchmeffer zur Einheit genommen. Lim eine gewiſſe 
fehr große Zahl auszudrucken, nahm er eine geometrifche 
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Sortichreitung an, theilte die Glieder derfelben in Claſſen, 
und bezeichnete die Zahl durch die Elaffe und die Stelle in 
berfelben. eine Sprache gab ihm nur Zahlworter bis 
Zehntaufend. Prolemäus berechnete die Chorden der Wins, 
fel nur von halben zu halben Graden, und nicht weiter als 
bis auf 255 des Halbmeffers, den er in 60 Theile 
theilte. | 


Es find wenige Schriften der Alten tiber die! Arithme⸗ 
tif vorhanden. "Die von Euklides und Diopfantus find die 
einzigen wichtigen, wozu man ‚noch zwey Schriften des 
Archimedes, eine über die Ausmeffung des Kreifes, und 
eine, die eine gewiſſe Berechnung enthält, als Benfpiele 
ihrer numerifchen Arichmerif nehmen Fann. Tim eriten 
Jahrhundert oder fpäter ſchrieb Nikomachus verſchie⸗ 
dene arithmetiſche Bücher, unter dieſen eine Einleitung 
in die Arithmetik, die griechiſch zu Paris 1538 gedruckt 
iſt. Sie handelt von den Eigenſchaften und Formen der 
Zahlen, nach der bey den Pythagoräern und Platonikern 
beliebten Art, daher auch dieſe Schrift fünf Commenta: 
toren gehabt hat. Die praftifche Arithmetik diefes Vers 
foffers ift verloren gegangen, welche uns über vie Act, 
wie die Alten bey weitläufigen Nechnungen fich bals 
fen, vielleicht Licht gegeben hätte. Nikomachus hat 
auch über die geheimen Beziehungen der Zahlen ein Buch 
unter dem Titel, Theologumena Arithmetices, (gries 
chifch) gefchrieben, welches nicht mehr vorhanden ift, da= 
gegen ein anderes, unter demſelben Titel, zu Paris 1543 
gedruckt worden, fiir deffen Verfaſſer Jamblichus gehalten 
wird... Tin den beiden erften Büchern der mathematifchen 
Sammlungen von Pappus fcheint einiges von dem Verfah⸗ 
ren der Alten beim Multiplieiren großer Zahlen enthalten 
geweſen zu feyn, wie man aus einem Fleinen Überbleibfel 
ſchließen mag. Diophantus hat auffer feinem großen arith⸗ 
metifchen Werfe auch ein Werk uber die praftifche Arithme— 
tif gefchrieben, das aber verloren it. Sein großes Werk, 
wovon nur die erſte Hälfte vorhanden it, enthält die Lehre 
von den Öleichungen des erften und zweyten Grades, und, 
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ſehr feine Unterſuchungen über gewiſſe Formen der Zahlen, 
zur unbeſtimmten Analytik gehörig, (ſ. Algebra und un 
beſtimmte Analytik.). Zu dieſem Werke gehört noch eine 
feharffinnige Abhandlung’ über die Polygonal: Zaflen. 
Im ſechſten Jahrhundert ſchrieb Boethius zwey Bücher 
von der Arithmetik, welche das Werk des Nikomachus mit 
Abkürzungen und Verbeſſerungen enthalten. 

Nach der Einführung der jest gebräuchlichen Zahljei: 
chen in Europa, die um das Ende des zehnten Jahrhun—⸗ 
derts gefchah, (f. Zahlzeichen) änderte fich die ganze Ge: 
ftalt der Arirhmetif , wiewohl langfam In England be: 
forderte ihre Verbreitung Kohannes de Sacro-Boſco (von 
Holywood, dem jetzigen Hallifax) durch ſein Buch, Al- 
gorismus [eu Arithmetica introductio, die zu Vene: 
Dig 1523 gedruckt erjchienen ift. Diefer. zu feiner Zeit 
und noch lange nachher fehr berühmte Mann ftarb 1256. 
Seines Zeitgenofjen, des fordanus Memorarius, Werk 
fiber Die Arithmetit iſt eine theoretiſche Abhandlung nach 
der alten Form. Es iſt 1496 zu Paris, und 1514 da— 
felbft, ganz mit gothifcher Schrift, gedruckt. Barlaam 
aus Salabrien, im raten Jahrhundert, fchrieb eine Arithe 
metif, worin er ihre gewöhnlichen Operationen erwies, 
Das Werk ift 1600 zu Paris griechifch und lateinifch hers- 
ausgegeben, Am Ende des ısten Jahrhunderts trug der 
Minorit, Lucas Pacioli dal Borgo fan Gepolerg aus den 
vorhandenen Schriften über die Arithmetik, Algebra und 
Geometrie ein Werk zufammen, das die damahligen Kennt: 
niffe in der Arichmerif ziemlich zu enthalten fcheint, (f. 
Algebra). Meben der rheoretifchen Lehre ift auch vieles von 
der Faufmännifchen Nechnung darin enthalten. 

Im ı6ren Jahrhundert pflegte man noch die Mech: 
nung mit Marken (Rechenpfennigen) auf und zwiſchen 
parallelen geraden Linien der Rechnung mit Ziffern zuzuges 
fellen, daher man in diefem Zeitraume mehrere Rechenbü⸗ 
cher antrifft, welche. beide Rechnungsarten lehren, als des 
Adam Nife Nechnung auf.den dinien; und Federn, wels 
ches lange Zeit ein claffifches Buch gewefen ft; Simon 
Jacob von Coburgk Rechenbuch auf den Linien und mit 
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Ziffern, 1557. u. m. Die Beweiſe des Verfahrens bei 
Rechnungen mit Ziffern wurden nicht fo ausführlich ges 
geben, als jest gewöhnlich ifti, weil es fich aus dem mir 
NMechenmarfen leicht ergab, Die Beweiſe wurden über: 
haupt gewöhnlich weggelaffen. Bey Vergleichung und 
Zuſammenſetzung der Verhaltniſſe berief man fich anf Eu: 
flides Elemente In Stifel® Arithmetica integra, eis 
nem vorzüglichen Werfe aus dem 16ten Jahrhundert, fin: 
bet man die erſten Begriffe von Logarithmen, auch die Bi⸗ 
nomialcsefficienten, und die magifchen Duädrare. Die 
letztern find zwar älter, da Eınanuel Mosfopulus im ı 4ten 
oder ısten Jahrhundert ein Buch darüber verfaßt har; fie 
- werden aber noch bis zu Gtifels Zeit wenig befannr ges 
weſen fenn. # P 
Dem zröten Jahrhundert verdankt man die ausführliche 
‚Berechnung der trigonometriſchen Linien, welche große 
Gewandtheit in der Rechnung mit Irrationalgrößen, und 
Aufmerkffamfeic auf Nechnungsvortheile, bey den damah⸗ 
ligen weitläufigen Methoden dieſer Rechnung erforderte. 
Die Regeln, welche man in den Rechenbüchern jener Zeit 
für die Annäherung zu irrationalen Wurzeln antrifft, find 
noch unbequem, oder laſſen es bey einer fehr mäßigen An— 
näherung bewenden. William Buckley in England; der 
üm 1550 geftorben feyn mag, gab die Regel, dem 
Duadrat ſechs Nullen anzuhängen, und die gefundene 
Würzel durch 1000 zu dividiren. Fe u 
Die Anwendungen der Rechenkunſt auf Gefchäfte des 
gemeinen Lebens beftanden zu diefer Zeit in der Regel de 
Zei, de Quinque, ꝛc. der Kertenregel, der Gefellfchafrs: 
rechnung, Alligationsrechnung, jufammengefegter Zins: 
rechnung. Die Kertenregel trifft man in des Peter Apianus 
(1527 und 1543), und in Zimon Jacob von Coburgk Res 
chenbuche an. Der letztere ſagt, fie könne gründlich durch 
compofitionem proportionum erwiefen werden, wel— 
ches er der Kürze wegen unrerlaffe. Käftner Bat die Ket— 
tenregel bey den Rechenmeiſtern des ı6ten Jahrhunderts 
— angetroffen. Geſchichte der Mathemaͤtik. Th. J. 
D54 | Ä 
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Die Decimalrechnung war in der That bey der von Re⸗ 
giomontanus gemachten Einrichtung der trigonomerrifchen 
Zafeln gebraucht, Namus bediente fich ihrer in feiner 
Arithmetif (1550), aber Simon Stevin war der erfte, 
ber fie in einer befondern Schrift, la Pratique d’ Arith- 
metique 1585. empfahl. Seit diefer Zeit ward fie in 
den arithmetifchen Mnmweifungen gewöhnlich gelehre, wenn 
anan gleich im gemeinen Leben bey den hergebrachten Ein: 
theilungen eines Ganzen bleiben mußte. Die Abfonde: 
zung der Bruchtheile von den Ganzen durch ein Komma 
oder einen Punct, wie fie jetzt gefchieht, gebraucht Gtes 
vin nicht, fondern giebt jeder Stelle einen eigenen Ma: 
men, Prime, Gecunde, u. f. f. und fegt die Zeiger der: 
felben in Kreifen eingefchloffen neben den Zıffern hin, den 
Zeiger Null für die Ganzen genommen. Beyher in feiner 
Logiltica decimali, 16:9, feßte dafür die Zeiger 
o, 1, 4, 4, an die Spige der Ziffern, 


- Sm Anfange des 1 7ten Jahrhunderts berechneten Mes 
per, Briggs und Wlacq die Logarithmen. Der fcharfe 
ſinnige Sermat in Sranfreich fand manche verſteckte Eir 
genfchaft ver Zahlen. Die Analyfis, welche nun immer 
mehr erweitert ward, verfchaffte auch der Zahlenrechnung 
Erleichterungen und Bereicherungen, als bey der Nusziehung 
der Wurzeln duch den binomifchen Lehrſatz für gebrochne 
Erponenten, bey Summirungen von Zahlenreihen, beym 
Interpoliren einer Reihe gegebener Größen, in der zu— 
fammengefesten Zinsrechnung, in der Berechnung der 
Wahrfcheinlichfeiten bey Spielen, der Leibrenten, u. m. 
Die Gefchichte der höhern Arithmetik ift in der neuern Zeit 
mit der Gefchichte der Analyfis verbunden, 


Zufak 


Über die Arithmetik der alten Griechen. 


Ein interefjantes Werk über die theoretifche Arith: 
metik, in der Bedeutung bey den Alten, find die vier 
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arithmetiſchen Bücher des Euklides, das ſiebente bis zehnte 
ſeiner Elemente. Das zehnte enthält die Arithmetik der 
Irrationalgrößen, wovon unter dieſem Artikel ſich ein 
Abriß befindet. Die drey andern enthalten Lehrſätze 
über die Proportionen, die Primzahlen, die Qua— 
drate, die Würfelzahlen, und die Producte aus zwey 
oder drey Zahlen, Euklides hat zwar fehon Das fiinffe 
Buch ganz der Lehre von den Proporfionen gewid: 
met; allein da geſchah es in Rückſicht auf die. Geo: 
metrie. Die proportionalen Größen werden nicht alle als 
gleichartige angeſehen, weil in der Geometrie Verhältniſſe 
einer Gattung von Größen (z.B. Flächen) mit Verhaltniſſen 
einer andern Gattung (3. DB. Linien) verglichen werben, 
An der Arithmetik find alle proportionalen Größen als 
Zahlen gleichartig; Daher es für diefen Fall noch Säge 
über die Provortionalität giebt , die dort nicht vorgetra— 
gen werben fonnten. Auch giebt Euflives hier eine andere 
Erflärung der Proportionalität als im sten Buche, namz 
lich gerade die, welche die Neuern größtentheils gebraus 
hen, Denn Zahlen ſieht er immer als rationale Größen 
an. Jene Erklärung begreift auch den Ball irrationaler 
Derhältniffe, (ſ. Proportion), Euflives zeigt (VIL, 13) 
daß, wenn A: B= C;:D il, daraus A: C= B; D 
folgt , und (VII, 14,), daß, wenn A:B=D:E, und 

:C=E;F ift, daher A:C =D; Fwird. Je⸗ 
ner Sat feßst voraus, daß alle Größen i in der Proportion 
gleichartig find; der andere Satz zwar nicht, allein in dem 
Beweiſe, der Bier gebraucht wird, wird e8 angenommen, 
Derſelbe Say ift der 22fte des sten Buchs, wo die 
Sleichartigfeit nicht vorausgefeßt wird, Go hat Euflir 
des hier (VII, 19.) den Gas, daß in einer Porportion das 
Product der äuſſern Glieder gleich ift dem. Producte der 
beiden mittlern, In der Geometrie Fommen nad) der 
Methode der Alten Feine Producte von Linien, oder 
von Linien in Flächen vor, Euklides lehrt hier (VII. 
- 35.) die £leinften Zahlen finden, welche mie mehrern 
gegebenen Zahlen einerley Verhältniß haben. Ferner 
(VIII, 2.) mehrere Berhältniffe, die in den kleinſten Zabs 
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len gegeben ſind, in andere an einander hangende zu vers 
wandeln, als 4: B; C:D; E: Findiea:bi; e 
e;d, die folgweiſe jenen gleich find. Vieles von Seine 


zahlen, doch nicht von den Kennzeichen derfelben, fondern _ 
bon den Figenfchaften derfelben bey Produeten und Bers 


haltniſfen 3. B. (V'I 28 2 find zwey Zahlen, A, B, zu 
jeder von zwey andern, C. D, Primzahlen, fo find 
auch die Producte, E, F, g* den eritern und aus den 
letztern, Primzahlen zu einander, Und (Viil, 3.), von 
mehreren ftetig eu Fleiniten Zahlen A, B, 
C .. »°e BD find die äufferfien, A, N, Primzaße 
fen zu einander. Ein Product jweyer Zahlen nennt Eu⸗ 
klides eine Fläachenzahl, ein Product aus drey Zahlen eine 
Körperjahl, Durch diefe Benennung ward eine Verbins 
dung zwifchen der Arichmetif und Geometrie erhalten, da= 
her wir noch die zweyte und dritte Potenz einer Zahl 
Duadrat und Eubus nennen, fo wie Euflives ed thut. 
Er har auch ähnliche Klächen und Körperzahlen deren Fac⸗ 
toren proporfionire find. Der 35 ſte Satz IX. lehrt eine geos 
metriiche Progreffion ſummiren, wovon gleich im 36. ©. 
eine Anwendung gemacht wird. Dieſer ift folgender: 
Nimmt man ſo viele von der Einheit an ſtetig verdoppelte 
Zahlen 1, A, B, C, D, bis deren Summe eine Prim: 
zahl, E, wird, fo ift das Proburt aus folcher Summe 
und der lefsten jener Zahlen, D, eine vollftändige Zahl 
(numerus perfectus), d. i. eine folche ‚ welche allen ih— 
een Theilen zufammen genommen gleich ift, mie 496, 
¶. voliſtandige Zahl). Diefer merfwäirdige Satz beſchließt 
das neunte Buch. Das ſiebente machte den Anfang mit 
einer praktiſch brauchbaren Anweiſung, für zwey oder 
mehrere gegebene Zahlen das größte gemeine Maaß zu 
zu finden. 

Vom Archimedes ift eine Fleine Schrift übrig, Pau- 
wiras, Die Sandberechnung, worin die Anzahl ver Sand: 
körner berechnet wird, die in dem Raume um die Erde bid 


an die Bahn der Sonne, und in dem Raume bis zu der | 


Sphäre der Firfterne, nach den damahligen Begriffen, 
Plag haben Fonnen. Diefe aroße Zahl durch Worte 
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auszudrücken, theilt er die. Progreffion der Zehnfachen von 
der Eins an, 1: 10: 100 : 100: 100005 etc. in Claſ⸗ 
ſen von je acht Gliedern, (Detaden), Da die Griechen 
für die Zahl 10000 ein befonderes Wort, Myrias, has 
ben, fo zähle er von der Miyrias an bis zu der Miyrias 
von Myriaden. Diefe ift der.Einer der zweyten Elafje, 
deren achte Zahl nach unferer Venennungsart die 15te 
Potenz der 10 iſt. Die dritte Detas geht von der 16ten 
bis mit zur 23ſten Potenz der ro, . Mun bezeichnet er 
jede Zahl der ganzen Reihe duch bie Zahl der Octas und 
die Stelle des Gliedes in derfelben. Die Abficht des Arz 
ehimedes ift zu zeigen, daß die Zahl des Sandes in jedem 
Raume zahlbar iſt, welches gewifje Leute damahls nicht 
glauben wollten. Er nimmt alfo in einem Mobnforne 
10000 Gandförnlein an, und fest, daß 40 Mohnkör⸗ 
ner nur einen Zoll: (dactylus) der Lange nach einnehmen, 
ob es gleich wirflih nur 25 find. Hieraus berechnet er 
die Menge ver Sandferner in einer Kugel von einem Zoll 
im Durchmeſſer, nämlich 640 Millionen nad) unferes 
Benerinung, wofür er Io der zweyten Detas nimmt. Nun 
berechnet er folgweife die Anzahl der Sandförner von Ku⸗ 
geln,: deren Durchmefler hundertfach größer werben. 
Statt 10000 Zoll nimmt er ein Stadium, welches Eleis 
tier ift als jene ange. Den. Durchmeffer der Welt, das 
it der Sonnenbahn , ſetzt Archimedes Eleiner als 10000 
Durchmeffer der Erde, und den Durchmefjer der Erde 
Heiner als 10000. 10000. 100 Stadien. Hieraus fol: 
gert er num, daß die Menge Sandkörner in der ganzen 
Meltfugel Eleiner feyn würde ald 10900 Einer der 7ten 
Octas, (Fleiner als 10 32), Mach Ariſtarchus Schägung, 
ſagt Archimedes, verhalte ſich bie Sphäre der Fixſterne 
zu der Welt wie diefe zur Erde, Die Zahl des Sandes, - 
welcher diefe Sphäre ausfülle, fen alfo Eleiner als taufend 
Myriaden aus der achten Octas, (10 9?) , welche Die 6gite 
- Stelle in der Reihe von Eins an einnehmen, | 
Die Schrift des Archimedes über die Kreismeſſung 
iſt nicht bloß wegen des Inhalts felbft, fondern auch wer 
gen der dabey angewandten Rechnung mie irrationalen 


⸗ 


— 
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Zahlen merkwürdig. Es Fam daraufan, das Verhälmiß 
V3:ı zwiſchen zwey Jandern einzuſchließen, von wel⸗ 
chen das eine ein wenig größer, Das andere ein wenig 
fleiner ift. Kür das umfchriebene Vieleck gebraucht Ars 
himedes das Verhältniß 265 : 1535 für das eingefchries 
bene das 1351 :780. Man fieht nicht gleich, warum 
er gerade diefe gewählt hatz und fein Commentator, Eu⸗ 
tocius, fügt auch nichts hierüber Hinzu. Durch die Rechnung 
mit Kettendrüchen findet man, daß das eritere Verhält⸗ 
niß durch Feine Eleinern Zahlen mit drey Ziffern, und das 
andere durch Feine Fleinern Zahlen mit vier Ziffern genauer 

Bargeftellt werden Fann. Archimedes mag in einer Tafel 
Der Quadrate ganzer Zahlen diejenigen ausgefacht haben, 
deren Dreyfaches fehr nahe ein Quadrat iſt. Solche 
Duadrate find die von ı53 und 780. Daß er fie auf 
Die Art, wie de Lagny (Mem, de I’ Acad, des Scienc, 
1723) ihn fie finden läßt, entbecft hätte, möchte man 
bezweifeln. Das Verfahren ift zu kůnſtlich für den Zus 
ftand der alten Arichmetif, 

Wenn das algebraifche Räthſel, welches seffing in 
einer griechifchen Handfchrift auf der Wolfenbürtelfchen 
Bibliothek gefunden Hat, vom Hrchimedes oder einem 
feiner Zeitgenoffen herrührt, wie das eine oder das andere 
Die Nuffchrift befagt, fo müßte man fehon zu feiner Zeit 
nicht allein Mittel gehabt haben, meitläufige Zahlenrech« 
nungen zu machen, fondern auch allgemeine Nechnungsz 
arten und felbft die unbeftimmte Analytik gefannt haben, 
Aus den beiden angeführten Schriften des Archimedes ſieht 
anan aber, daß die Zahlenrechnungen große Mühe verurs 
fachten. Die allgemeinen Nechnungen wurden von den 
Alten durch Hülfe geometrifcher Conjtructionen gemacht, 
wie es auch von Archimedes gefchehen ift. Wahrfcheinlich 
ift jene Aufgabe von einem viel fpatern Nechner, der fchon 
bie defadifche Arichmetif Fannte, abgefaßt worden, Am 
Aufmerkſamkeit zu erwecfen, ſchrieb er fie dem Archis 
medes zu, der fie an die Liebhaber folcher Unterſuchungen 
zu Mlerandrien in einem Briefe an Eratofthenus gefandt 
haben follte. Sie it in Verfen abgefaßt, wie es mit 
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folhen Aufgaben einmahl Sitte warn Der DVerfaffer eis 
ner in der. gedachten Handſchrift beygefügten Aufisfung 
hat zwar richtige Verhaltnißzahlen ‚für die acht gefüchten 
Größen angegeben , aber nicht, wie er zwar beyaupter, 
die beiden Bedingungen erfüllt, daß die. Summe zweyer 
unter ihnen das Duadrat einer ganzen Zahl, und bie 
Summe zweyer andern eine Trigonalzahl fern follte. 
- Die letztere Bedingung macht die Nuflefung ſchwer. Leſ— 
fings Beytraäge zur Geſchichte und Lifteratur, zter Betr, 
©. 421 ff. DER 
Ein Platonifcher Philofopg, Theon von Smyrna, 
der im erften Jahrhundert gelebt Haben mag, Bat ein Buch 
gefchrieben, . worin er marhemarifche Begriffe und Lehren 
erklärt , die zum Verſtändniß der Platonifhen Schriften. 
Dienlich find. Bouillaud hat das davon übrig gebliebene 
Stück, welches die Arithmetik und Muſtk betrifft, mit eis 
nigen wenigen Bemerfungen aus der Geomerrie, griechifch 
und lateinifch herausgegeben: Theonis Smyrnaei eorum, 
quae in Mathematicis ad Platonis lectionem utilia 
funt, expofitio. Ediditlfmael Bullialdus, Lutet. Parif, 
1644. 4. Das wichtigfte darin find die Berechnungen ver 
mufifalifchen Verhältniſſe. Zuerft werben bie verſchiede⸗ 
nen Formen der Zahlen aufgeführt; gerade, ungerade; eins 
fache (Primzahlen), jufammengefeste; Producte nach Ber: 
fehiedenheic der Factoren; Triangularzahlen, . Quadrate, 
Pentagonalzahlen, und dergleichen, In dem Buche von. den 
mufifalifhen Berhaltniffen, mehrerley von Verhältniſſen, 
Proportionen und den verſchiedenen Mirttelzahlen. Einige 
Spielereyen von Anwendungen der Zahlen auf ganz andere 
Dinge, und unnüge Bemerkungen, z. B. daß Drey’vie 


erſte Zaplift, die Anfang,‘ Mittel und Ende hat; daß‘ 


Sieben unter den erften zo Zahlen diejenige ift, die aus 
feiner entfteht, und Feine hervorbringe, Die Verbindung 
. der vier erften ganzen Zahlen, ı, 2, 3, 4, bie Tetrafs 
tys, war den Pythagoräern fehr heilig, weil fie Die voll: 
Fommenften Confonanzen in ver Mufif, nach ihrem Gy: 
ftem , enthält, nämlich die Detave. (a : 1), die Doppela 
Detape (4: 1), die Quinte (3:2), die Quarte (4: 3): 
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Daher fahen fie fie auch als ein Bild der ganzen Welt 
an; daher auch ihre Eidesſormel: Bey dem, der und 
die Tetraktys lehrte, die Duelle der unvergänglichen 
Matur. \ | a 


a Arithmetiſch it, was eine Beziehung oder Ver: 
fnüpfung von Zahlen anzeige oder begreift, als arithme⸗ 
tifches Complement eines Logarithmen, arithmetiſches 
Dreyeck, Mittel, arithmetiſche Progrefjion oder 
KReihe, Proportion Scale, Verbältnif. Man 
fehe theils die folgenden Artikel, cheils die Artikel, Com: 
plement, Mirtel, Proportion, Verhaltniß. 
Arithmetiſches Dreyeck iſt eine Anordnung von 
arithmetiſchen Reihen jeder Ordnung von der niedrigſten 
an, folgender Geſtalt, 2 | 
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Die Unterſchiede der Zahlen in jeder verticalen Reihe 
find die Zahlen der nächft vorhergehenden. ‚Daher ift die 
Reihe I. eine arithmetifche der erſten Ordnung , die Reihe 
11. eine. arithmetiſche der zweyten Ordnung , die Reihe III. 
eine folche der dritten, u. ſ. f. Bezeichnet man die Ords 
ung einer Reihe durch m, fo daß die erfle Reihe der 
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gleichen Einheiten von der Ordnung o fey; und den Abs 
ſtand der horizontalen Relhe, in welcher fih ein Glied 
einer verticalen Reihe befinder, von der eriten horizontas 
len, in welcher fich nur ein einziges Glied befindet, durch n, 
fo ift das mte ‚Glied der nten horizontalen. Reihe — 
n.n—ın— 2... n—-—m+23,n—m+1% 
7 Sl nie ze Solar ur u 
i. 2. 3. 20% m—1ı. m 

So iſt u B. das zte Glied der geen horizontalen Reihe 


A BDE . Diefes folgt aus ſ. 7 des. Artifels; 





j 14 2, 3. 4. 5 
arithm. Reihen höherer Ordn. 


Die Zahlen einer horizontalen Reihe, ſind die Bino⸗ 
mial⸗Coefficienten in der Potenz (a + b)”, (f. binomi⸗ 
ſcher Lehrfatz.) | | 


Jede Zahl in dem Dreyecke zeigt die Menge der 
Combinationen an, welche von je m verfchiedenen Dingen 
aus einer Anzahl, n, derfelben gemacht werden. Fonnen, 
Z. B. aus g verfchiedenen Karten Fonnen je 2 genom« 
men werben 28 mahl, je 5 ... 56 mahl. (Combi⸗ 
nation, 15.). J 
Pascal wird gewöhnlich als der Erfinder bes arithme⸗ 
tiſchen Dreyecks angeſehen. Es kommt aber ſchon in 
Girards Algebra vor, wie in dem Artikel, Algebra, an— 
geführt ift. Pascal hat eine befondere Schrift darüber 
im jahre 1665 herausgegeben, die er aber ſchon um das 
Jahr 1653 ausgearbeiter haben mag. Einige Fragen 
. Über die Glücksſpiele veranlaßten ihn zu Unterſuchungen 
über die Combinationen, und diefe führten ihn zu der Ans 
ordnung der&ombinationszahlen in Form eines Dreyecks, 
wodurch er verfchiedene Aufgaben über die Wahrjcheinlich: 
feiten in Spielen auflöfere. Hutton erinnert in feine 
Vösrterbuche der Marhematif und Phnfif, daß —8* 
nicht der Erfinder dieſer Zahlentabelle ſey, ſondern daß 
ihre Eigenſchaften ſchon einige hundert Jahre vor ihm in 
Schriften vorkommen, und beruft ſich wegen des Eis 
weiſes dieſer Behauptung auf feine mathematical Tracta, 
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vol. 1. 68. Figurirte Zahlen (das find die in jeber 
verticalen Eolumne) waren, wie Käftner (Gefchichte 
der Mathematik 1. S. 123) ſagt, fehon lange vor Stifel 
befannt. - Diefer fcheint aber im ihnen die Binomial⸗ 
Eoeffieienten für Potenzen mit ganzen Erponenten gefuns 
den-zu haben. Pascal hat von den figurirten Zahlen zus 
erſt Gebrauch gemacht, die Menge der Combinationen von 

m Dingen aus einer Anzahl derfelben bequem zu finden, 


Arithinetifche Reihe oder Progreffion if 
eine Folge von Größen, deren jede von der vorhergehenden 
um eine gegebene Größe unterfchieden ift, Je dren auf 
‚ einander folgende machen eine zufammenhangende (ſtetige) 
arirhmerifche Progreffion aus. 3. DB. die. Meihe der 
natürlichen. Zahlen, der geraden, oder ungeraden, 

1. Das erfte Glied eines Stücks einer arithmetiſchen 
Meihe heiße a; der Linterfchied von dem folgenden fen 4d; 
Das xte Glied der Neihefey=—y; fo it y=a + (x-ı)d, 
Er ift das allgemeine Glied der arichmetifchen 
Reihe. — 

2. Wenn der Alnterfchied d additiv iſt, fo iſt die 
Reihe zunehmend oder wachſend; iſt d ſubtractiv, fo iſt 
die Reihe abnehmend. Die Reihe bricht nicht ab, 
wenn in dem letztern Kalle (x — ı)d größer als a iſt. 
Vielmehr machen die beiden Reihen, worin das Glied a 
und der Linterfchied d gemeinfchaftlich find, das Vielfache 
des Unterſchiedes aber entgegengefeßte Vorzeichen hat, eine 
einzige Neihe aus, in welcher die Ölieder einen gemeins 
fchaftlichen Linterfchied haben. Diejenigen Glieder, worin 
(x — ı)d größer alda ift, und das Vorzeichen — hat, 
haben die abfolute Quantität (x — ı)d— a, befommen 
aber das Vorzeichen — , wodurch fie als Größen angefehen 
werden, bie Fleiner find, als die mit + bezeichneten, 
worin (x — ı) d’fleiner als a oder auch additiv iſt, weil 
fie diefen nur durch nie Modition einer gewiflen Größe 
gleich werden. Bey benannten Größen bezeichnet das 
Vorzeichen — eine befondere entgegengefeste Qualität, 
als, bey Linien und Winfeln entgegengefete Lage, bey 
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Bewegung entgegengefeste Nichtung, bey Geldpoften 
- Vermögen und Schuld. Z. B. wenn die Reihe, 9,13, 
17, 21 etc. in erifgegengefeßter Folge fortgeſetzt wird, fo 
haben wir die Reife... + 19, +9, +5,+ 1, —3, 
— 7, — 11, — etc, wo — 3 um 4 Fleiner ift ald + ı, 
indem bey der Addition von 4 zu — 3 fih + 3 gegen 
— 3 heben, (ſ. entgegengefeste Größen). 
3, Jede arithmetifche Neihe geht alfo in enfgegenge: 
fegter Folge der Glieder, von irgend einem Gliede an, ohne 
abzubrechen, fort. Für diefes Glied ift der Stellenzei- 
ger (Index) oder der Werth von x = o. Man nenne es - 
deshalb das Anfangsglied, indem es beiden, in entgegon⸗ 
gefester Folge fortlaufenden Reihen gemeinfchaftlich iff, 
und unterfcheide es von dem erſten Gliede, deſſen Stel: 
lenzeiger — ı iſt. Diefes letztere iſt — a; jenes, das 
Anfangsglied, ift — atd. Diejenigen Glieder, für 
welche x pofitiv iſt, ſehe man ald die vorwärts geord⸗ 
neten, biejenigen, für welche x negativ ift, als die ruͤck⸗ 
waͤrts liegenden an, der Unterſchied d mag poſitiv oder 
negativ ſeyn. Es Fonnen zu pofitiven Stellenzeigern nega= 
tive Glieder der Meihe, und umgekehrt gehören. 3. B. 


| Etellenzeiger | u 

etc. -43 3; - 23- 13 -20; +54 23 4 3; 43 etc. 
| Glieder 

etc. 7, - 35 4154554954135 + 17542157245 etc, 
| oder 
etc. + 9545541; 35-75, - 115-155 -19; —235 etc. 
Das ".nfangsglied in der erftern Reihe ift + 9, in der 
zweyten — 75 die erjtere iſt eine zunehmende , die andere 
eine — Reihe. 

4. Wenn in einer arithmetiſchen Reihe die Glieder, 


deren Stellen o,n, 2n, 3n, etc, — n, — 2n, 3n, etc. 
find, ausgehoben werden, fo machen diefe unter ſich eine 
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arithmetiſche Reihe aus; in welcher der Unterſchied zweye. 
nachſten Glieder = nd iſt, wenn er in der urfprünglichen - 
Reihe = d ift. Die Anzahl der ausgeiafjenen Glieder 
zwiſchen zwey nächjten Gliedern. der rlesen Reihe iſt 
a — 1. 

5. Auf umgekehrte Art kann man in der urſprünglichen 
| * zwiſchen je zwey Glieder n — ı Glieder einſchie⸗ 


ben, deren gemeinſchaftlicher Unterſchied — —d iſt. 
Das erſte derſelben nach dem Anfangsgliede iſt — a— d 
4 = d, und das erfte vor demſelben =a— d — - d, 


wo d auch das entgegengeſetzte Vorzeichen haben mag; 
6. Man verftehe unter d fowohl eine pofitive als ne: 
gative Größe; die Summe von x Gliedern, von dem 
eriten a, bis zu dem xten, fy = s, das xte Ölied = y; 
fo ift 
l. y=ıa+(x—ı)d 
1.s =4a + =4a ta—nd)x 
Denn man ſetze Die Glieder der Reihe in umgekehrter Ord⸗ 
nung unter diefelbe, 
s,2a+-d,a+2d, .;. y—2d,y—d,y 
yy—-d,y—2d,... at 02d, a+d,.a, 
fo erhält man durch die Addition beider Neihen x Paare 
— deren jede =a+y; alſo 28 * = (a + y)x 
2a +(& — ı)d)x. 
Ei 3.8 14549413... +401>=4.402. 101 
== 20301. | 
7. Der Gas gilt auch, wenn d negativ iff, und 
wenn das erfte oder das feste Glied negatıy iſt, z. B. 
21+17...— 7— ı11=# 10.945 
8. Im Güirgetlichen Leben kommen einige Anwendun— 
gen der arithmetiſchen Progreffion vor. An einem Wal 
mendache nimmt bie Anzahl der Ziegel jeder Reihe in etz 


Arithmerifhe Reihen 198 - 
ner folchen Fortſchreitung von oben nach unten zu.’ An: der 
ſchmalen Seite iſt zu oberſt ein Ziegel, an der breiten iſt 
das Anfangsglied der Neihe die Zahl der Ziegel auf ver 
Forſt. — Wenn ein Brunnen gegraben wird, fo pflege 

jede Elle nad) Maaßgabe der Tiefe bezahle zu werden, fo 
daß der John in einer arithmetifchen Progreffion zunimmt. 
Eben fo bey dem Ausmauern eines Brunnen. Bey ber 
Aufführung hoher Mauern muß das Arbeirslöhn auch mie 
der Höhe größer werden. Moivre ſetzte anſtatt der Reihe, 
nach welcher eine Anzahl gleichjähriger Werfonen abftirbr, 
eine arithmerifche, um darnach die Seibrenten leichter zu 
berechnen. Diefe Methode it aber fehlerhaft. Eine fehr 
wichtige Anwendung der arirhmerifchen Neihe für die ganze 
rechnende Marhematif find die Logarithmen. 

9. Vermittelſt der beiden Gleichungen: J. y — 
a+&—ı)d 1.s=3f{a + y)%, kann man zwey 
der fünf Größen, a, d, x, y, s, finden,. wenn die dreny 
‚andern gegeben find. Diefes giedt zwanzig verſchiedene 
Aufgaben, da drey Größen aus fünf auf zehnerley Are 
genommen werden können, und von den beiden fibrigen 
entweder bie eine oder die andere gefucht werden mag. 

10, Es ift nie nöthig, alle diefe zwanzig Gleichune. 
gen zu entwiceln. Dur diejenigen, in welchen die ge- 
ſuchte Größe auf die zweyte Potenz ſteigt, mögen zu 
Deifpielen dienen. | — 

1. Es ſey die Anzahl der Glieder durch das erſte Glied, 
den Alnterfchied und die Summe zu beſtimmen. Aus 

den beiden Gleichungen, Ly=a + (x— ı)d, nd 
Mm.25s—=(a+y)x, iſt nun y berausjufchaffen. Man 
feße in II. den Werth von y aus J. fo iſt 28 — 
(2a + (x — ı)d)xz daher dx? + (2a — d) x 25, 
folglich (Gleichung II. 6.) 
— _ 22 4, Vl@a-dt+gde), 
IRB ERBEN —— 
ie das unfere Vorzeichen feine Anwendung finde, wird 
hernach an einem Beyſpiele gezeigt werben, 
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II, Wird ftatt des erften Gliedes das legte Glied gegeben, 
fo ift d’negafiv in Abficht des vorher gebrauchten d, und 
Die beiden äufferiten Glieder, a, y, werben mit einander 
verwechfelt, Go wird erhalten 


aytd , VClaytd)i-sds 
ad — 2d “ 


s—:+ 
III. Es ſey das legte Glied durch das erfte Glied, den 
VUnterſchied und, die Summe zu beftimmen. — Aus den 


Beiden Gleichungen Ly=a—d+ dx, um 

‚IL 2s — (a + y)x, wird erhalten: 

(@+y) ymard) = 2ds, 

Dasiflt -  _ 
y'+dy-ala-d)= 2ds; 

md... ° Ä | | 

y-—jd4+Vads+a@—d) +4), 

IV. Wird ftatt des legten Gliedes das erſte geſucht, 
fo ift durch eine Vertaufhuug, wie in IL | 

= +3d+vyytd+gd— ads), 
ır. Erempel. Es fya=mıo d=-+4; 
39, ſo iſt ? * — 2 14 —- 2 * 56. 
Hier gehört y—= + 54 zu x *4 125 und y=— 58 
zu x— — ı6. Es iftnämlid + 54 das zwölfte Glied 
in ver Reihe ro, 14, etc. und — 58 das Glied, deſſen 
Stellenzeiger — 16 ift, in derfelben Reihe, aber rückwärts 
genommen. Die arithmetifhe Summe der Glieder ift 
fenlich eine andere von + ro bis zu — 58, als von 
+ 10 bis zu + 545 allein es iſt doch das Product 
Cto+ 54) (+ 12) = (10 — 58) (— 16) = + 768, 
deſſen Hälfte — 384 , die Summe der Glieder von 10 
bis + 54 iſt. Die arithmerifhe Summe der 18 Ölieder 
von + ro bis — 58, mit Beobachtung der Vorzeichen, 
ft —=# (10 — 58) 18 = — 432% 

In Pas quich's Analyfis ı Th. $. 144 find alle zwan⸗ 
zig Gleichungen entwickelt. In der Gleichung XIT- iſt ein 
Druckfehler. Das Vorzeichen der Wurzelgröße iſt bloß 
-7 genommen, ' | 
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Arithmetiſche Reihen höherer Ordnungen 
find Diejenigen, deren zweyte, oder drifte, oder eine der 
folgenden Reihen der Unterſchiede beftändige Glieder ent 
hält. Wenn die Linterfchiede der erften Unterſchiede der 
Glieder , oder die zweyten Linterfchiede , beftändige end- 
lihe Größen find, fo ift die Neibe eine arirfmetis " 
fhe der zweyten Ordnung, Gind die zweyten 
Unterfchiede.veränderlich, aber ihre Linterfchiede beitäns 
bige Größen, fo ift die Reihe eine arichmerifche ver 
dritten Ordnung, Sind dieſe zwar nicht gleich 
groß, aber find deren Unterfchiede, Die vierten, gleich 
groß, fo ift die Neihe eine arichmetifche der vier— 
ten Ordnung. Allgemein, wenn die nten Unterſchiede 
einer Reife A, B, C, D, etc. gleich groß find, iſt fie 
eine arichmetifche Reihe der nten Ordnung, 
1. Die folgende Tafel ftelle die Formen der Linterfchiede 
nad) ihrer Ordnung dar, wenn die Glieder einer Reihe 
find: A, B,C, D,E,F,G, etc Die vorberges 
henden lieder find durchgehends von den folgenden abge- 
ogen. | 
= 2. Es wird Bier leicht bemerkt, daß die Coefficienten 
von A, B, C, etc, die Bindmial- Eoefficienten aus 
derjenigen Potenz; von a— b find, deren Frponens die 
Ordnungszahl des Unterſchiedes ift. Es ift nur zu zeigen, 
daß dieſe Form allgemein ift. Für eine gerade Drdnungs- 
zahl nn der Unterſchieds-Reihen fen das erfte Glied in 
der Reihe — 


A B n.B-T.. n,n-1,n-=-2, 
— — — — — —— —— 
a Fr , 142.8 


F n...n — 3 ’ n,n ep 
— — — — — — — —— — M R: 
+ Er. T L, Qt 2 


D 


Lo. 4 





und das zweyte Glied — | 
n.n— 1. n.neT.,ne— 2, 
B—nC+ — ee 


De — 8, n.n 


PER Sen —— 
J ee ae 
? 





" ‘ ' 
Kaupt:!I Unter: II, Unterſchiede III. Linterfchide V. Unterſchiede 
reihe |- fchiede | Ä 


B— AIC—aB+A D—-3C+H3B—A E—-4D+6C—4B-+A 


— 


⸗ 


A 
B IC—BID—-sC+B|  E—3D+3C—B F—4E+6D—4C+B 
2 c |D-cClE—2D+cC|  F3E+3D-C G—4F+6E—4D+C 
un 8 
— D |E—DIF—2E+D| G—3F+3E—D u j 
& E IF-—EIG—asF-+E. — 
= |. 
wen ‚* « F 
= | | | V. Unterſchiede VI. Unterſchiede 
a F-5E+10D-10C+ sB-A G—6F-t 15E— 20D 
| | G-5F+roE-ıoD+35C-B r5C-6B+A 
er | x j ‚ , 
= 
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Jenes von dieſem abgezogen giebt das erſte Glied der 
(n + ı)ten. er, 


er er n.n-I, 
—A+ a+ 1) -— —— 204 rag 
— —— — ur PETE WOHER 


und das zweyte lied — 


‚n n+ı.n.n—r. _ 
—B+ ar nC— - a —— | 





n+t1I....n-2. — 


— "ge : 4 ee 





: R-(n+ ı)S+T, 


Jenes von dieſem abgezogen giebt * erſte Glied in der 
Reihe der (m + 2)ten Unterſchiede, 


n+t2,n+ı. n+2.n-+ı.n 

Me a) 
n+2...n-1._ n+2.n+1, 

Zn. 4 SE Tn-@t2)S4T. 


Es erhellt alfo, daß die Form der ——— immer die⸗ 
ſelbe bleibt, daß ihre DBorzeichen abmwechfeln „ und daß in 
den Unterfchiedsreihen mit einer geraden Ordnungszahl 

das Vorzeichen + den Anfang macht, bey einer ungera- 
den Drdnungszahl das Vorzeichen —. Da nun die Form 
der Coefficienten für die berechneten Linterfchiede gilt, fo 
gilt fie auch für alle folgende, Cie iſt übereintimmend 
mit der Form der Binomial: Eoefficienten in der nten Po⸗ 
ten; von a — b, menn n die Ordnungszahl der Reihe 
ift, (Binomifcher Lehrſatz. 1.). Diefe Eoefficienten ſeyn 
A; B, C, D, eto.nac ihrer Folge, ohne den des er— 
ften Gliedes, nämlich ı, und zwar bloß in Abficht auf die 
Duantität, fo ift das erfie Glied der nten Unterſchieds⸗ 
reihe 

—XA- NBHDC-EDH+DE nur 


.+® N +AN + N ) Ä 
wo das obere Borjeigen für ein gerades na, das untere 
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für ein ungerades zu nehmen if, und N das nfe Glied det 
Reihe beveurer; das vorhergehende und folgende Glied find 
Durch den Buchjtaben N mit dem Stellenzeichen darüber 
angedeutet, | 

Kür das zweyte Glied derlinterfchiede wird jedes Glied 
‚ber Reihe mie dem.nachft folgenden vertaufcht, für das 
drirte Glied mit dem zweyten folgenden, u. ſ. f. 


3. Es ift in einer arithmetiſchen Reihe der 
J. Ordn. A-2B+C=o 
II. Ordn. A-3B-+-3C-D=o 
III. Oron. A-4B+6C-4D+E=o 
IV. Ordn. A-5B-+10C-ı0oD-+ 5E-F=o 
V. Ordn. A-6B+15C-20D-+ ısE-6F +G=o 


J 2 | F 5 
88 2 3 8 
nten Ordnung A-ABH-DBC—EDHDE ...;. 


— +I _+2 

.o:  FENFBN-ANTIN=o 
wo A, B. C, D, etc, irgend welche auf einander folgende 
Glieder der Hauptreihe bedeuten, und in der allgemeinen 
Formel, A, B, C, D, etc, die Binomial-Coefficien⸗ 
en aus der (n+ ı)ten Potenz von (a—b) find. Die 
Formel für eine Ordnung enthält fo viele Glieder, als die 
um jmen vergrößerte Ordnungszahl (Erponens der Orb: 
F nung) Einer enchalt, 

Denn in einer arifhmetifchen Reihe der erften Ord—⸗ 
nung, oder der gemeinen, find die erften Unterſchiede be= 
ſtandig, alfo die zweyten Null. Tin einer arithmerifchen 
Reihe der zweyten Ordnung find die zweyten Unterſchiede 
unveränberlih, alfo die dritten Null. Auf ähnliche Arc 
fir die höhern Reiben. 

4. Die Glieder einer arithmetiſchen Reihe irgend eis 
ner Ordnung machen eine rücklaufende Reihe aus, in 
welcher die Scale der Relation aus den Yinomial: Coeffi: 
— cienten in einer Potenz von (a—b) bejteht, deren Erpo⸗ 
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nens um Eins größer iſt als der Erponens ber Drbnung. 5 
So ift in der " 

1.0. C=2B —A | 

II. Ordn. D=3C— :3B+ A Ä 
111.0:0n. E=4D— 6C+ 4BB—- A 
IV. Oron. Bob 100 — 5B‘ * X 

u. ſ. f. 

WVergleiche rücklaufende Reihe. ) 

5. Beyſpiele von arithmetiſchen Reihen höherer Ord⸗ 
nungen geben die Potenzen der natürlichen Zahlen oder 
auch ſolcher, die in gemeiner arithmetiſcher Progreſſion 
ſind; die Polygonalzahlen; die Binomial-Coefficienten 
in einer beſtimmten Stelle oder die figurirten Zahlen; 
bie Coefficienten in der Potenʒ (a—b)"*, won eine 
ganze Zahl iſt, als 
die Würfel, 

1, 8, 27, 64, i25, 216, 343, ote. 
die Pentagonalzahlen, 
1, 5, 12, 22, 35, 51, 70, etc. 
die figurirten Zahlen ver vierten Ordnung, 
'1,5,15,35, 70, 126, 210, etc, 
die Binomial» Eoefficienten in (a—b) ©, 
6, 21, 56, 126, 252, 462, 792 „etc. 

6. Eine arithmerifche Reihe von irgend einer Orb: 
nung Fann aud) als eine Reihe einer höhern Ordnung be: 
trachtee werden. Denn wenn die mten Linferfchiede 
Mull find, fo find deren Linterfchiede und alle folgenden 
auch Null. Z. B. für eine Reihe der erſten Ordnung ift 
A—2B+C=o, und B—-2C+D =o, alfo durchs 
Abjiehen A—3B+3C—D=o, wie für eine Reihe 
der zweyten Ordnung. Nun ift eben fo B-3 C++ 3D- E 
=o0, alſo it A—4B+6C—ıaD-+-E=o, wie für 
eine Reihe der dritten Ordnung, Den Beweis fann man 
auf dieſe Art leicht allgemein machen, 


Te ee — — 





u rn ae Mn mm nn nn 2 ae ur ne 
‚ . 
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7. Das Anfangsglied einer arithmetiſchen Reihe ſey 
dasjenige, deſſen Stelle durch'o bezeichnet wird, und 


ſey — A; das Anfangsglied im der Reihe der erſten Un— 


terſchiede ſey — a; in der Reihe der zweyten — b; in der 
Neiße der dritten — c5 in der Meihe der vierten — d, 
wf. fe Die Stelle diefer Anfangsglieder werde ebenfalls 
durch © bezeichnet, Das Glied der Hauptreihe in der 
xten Stelle fy—=y, fit 








x.x—i. x .x— .x —2 
* 1.2 * 1. + 3 2 
+ X, X-T ‚eX= 2.%— 3, X... X=- 4 


I.2.3.4 TE Ai 
Die Reihe gebt fo lange fort, bis entweder ein Coefficient 
(da x eine ganze Zahl bedeutet), oder ein Unterſchiedsglied 

mit allen-folgenden Null wird, | — 


Der Beweis erhellt aus der Zuſammenſetzung der 
Glieder der Hauptreihe aus den erſten Gliedern der Un— 
terſchiedsreihen, welche folgende Tafel zeige, worin A y 
die Glieder der erften Alnterfchiedsreihe, A? y die Glieder 
der zweyten, As y bie der dritten u. f. f. bedeuten. Jedes 
Glied der Hauptreihe fowohl als der Difjerenzenreihen 
wird aus dem vorhergehenden in feiner Reihe, und dem 
in der nächften Differenzenreihe mit diefem gleichlielligen 
zuſammen gefegt. Die Allgemeinheit der Form wird wie 
d. 2 bemiefen. | 

8. Die Anfangsglieder der Differenzenreiben können 
auch negativ feyn, einige oder alle. Wenn alle negariv 
find, fo nehmen die Glieder der Hauptreihe unbedingt ab, 
und defto mehr, je weiter fie von dem Anfangsgliede ent: 
ferne find, fo wie fie auf folche Art wachen, wenn afle 
Anfangsglieder der Differenzenreihen pofitiv find, wie es 
Bisher angenommen ift. Gind aber einigeAnfangsglieder 


der Differenzenreihen negativ, fo Fonnen die entferntern 


Glieder der Hauptreihe weniger zunehmen, als die dem 
Anfangsgliede nähern lieber; es kann das Zunehmen fich 
in ein Abnehmen verwandeln, und umgekehrt. Dieſe 


Wechſel fönnen öfterer als einmaßl erfolgen. Die Glie⸗ 


⸗ 
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3 4: 
A+2a+b/A+z3a+zb+c A+ya+s6sb+gcH+d 
at+2b +uHa+z3b+gc+d| a+rab+bc+adte 
b+2c+d|b+3c+35d+e b+4c+6d+ ger f 
c+H2dtelce+t3dr3e+ft | i | 
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der der Hauptreihe können ſtatt poft fiver Werthe negative 
befommen, und wiederum aus negativen Großen pofitive 
werden. 3. B. die Anfangsalieder ver Differenzenreihen 
der Dotenzen der ganzen Zablen nach ihrer Folge find alle 
poſitiv, und die Potenzen wachfen immer deſto mehr, je 
größer die Wurzeln find; Hingegen find die Anfangsalies 
Der der Differenzeneihen bon den Wurzeln der ganzen Zah⸗ 
len abwechfelnd pofitiv und negativ, wie man lich. es aus 
der Tafel der Duadratwurzeln in Lamberts Zufägen zu den 
log. und trigon. Tabellen, Tab. XLI. deutlich machen 
fann. Die Werthe einer Gleichung, wenn die Werthe 
der unbekannten Größe in derſelben die ganzen Zahlen nach 
ihrer Kolge, oder fonft eine arithmetiſche Reihe der erjten 
Ordnung find, machen. häufig eine Reihe aus, deren 
lieder theils pofitiv, fheils negativ find, und für welche 
die Anfangsglieder ihrer Differenzenreien auf gleiche Art 
wechfeln. 


9 Wenn x negativ genommen wird, fo ift y ein 
Glied, das fo viele Stellen von dem Anfangsgliede rück⸗ 
wärts abftehr, als oft x die Einheit enthält. Es ſey = 
— Stellenzahl des Gliedes —— genommen, ſtatt —x, 
o iſt 


— ER 2; ar — 1.24 2... 


.41.2.3 
2,2 +1.2%2.243., z...z a: 
“ 3.4 I.+.4 


un E. | 
ro. Es ſey =, wo u irgend eine benannte 


Größe, oder auch eine unbenannte, ohne Rückſicht auf eine 
Einheit, bedeutet, die ſich mit x gleichförmig verändert. 
Ferner — b=A’A;c—=AA, u. ſ. f. ſo iſt 
Au (= Au), A’A 
y-Ar u. I.2 - Aw 
z — (u—2Au) A>A 
* gr 2 u 8 Au® 
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,, u(u-Au)(u-2 Au){u-3Au) AA ’ 
— etc 
u. er Der Auf ! ' 


Diefe Sormel ftellt y aus der zwifchen y und u gegebes 
nen Gleichung dar, wenn diefe Feine gefonderfe Gleihung 
für yif, Sie führt zu dem, Taylorſchen Lehrſatze, (f, 
diefen). — 


Summirung der srithmetifchen Reihen. 


11. Geht man das Anfangsglied einer Hauptreihe 

— o, fo ift das xte Glied verfelben nach diefem (das 
Glied zu der Ötellenzahl x) die Summe von x Gliedern 
der erften Differenzenreihe, gezählt von demjenigen an, defs 
fen Stellenzahl o it, bis mit zu bem Gliede in der Stelle 
x—1I, 

Denn es fey die. Hauptreihe: A, B, C, D..B0, 
R, S, fo ift die erfte Differenzenreibe : B—A; C—B; 
DC: 2. Q—P; R-0;5S—R. Die Summe 
der Glieder in diefer letztern Reihe it —=S — A; alſo 
—s, wen A=o iſt. 


72. Die Summe einer Anzahl Glieder aus einer 
arithmetiſchen Reihe irgend einer Ordnung zu finden, ſehe 
man dieſelben als die Unterſchiede einer arithmetiſchen 
Reihe der nächſt höhern Ordnung an, in welcher das Ans 
fangsglied —= 0 if, Das Anfangsglied der Reihe ſey 
— A; das erſte Glied der erſten Unterſchiede = AA; 

das erfte ‚der zweyten — A⸗A: das erſte der dritten 
— As A. u. ſa f. Die Anzahl der Glieder — x ihre 
ee — u 

r.r-I,r-9., 


—rA+ — 1A+ — 


.r.F—IL;.T—2. — Be aa 
ç e ç — — — — je 
„un — 4 etc. 


Denn es ſeyn die Glieder der gegebenen Reihe A, B, 
OBEREN: \ Ei 29 7 De der ſum mirenden —* — 





U 


EEE EEE WEGE DET EEE ET EEE — 7 — — 





Pr =rı1ı + 
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+C.;e=A+B.. ERe=AHB. 48; 
a—=A+B... +S+T 
Diefe beiden Reihen mit — Stellenzeigern ordne man 
folgendergeſtalt zuſammen. 

O 15 2— 33 — T-+-3,r-2,1-1,8 
Rz. aa RL EEE 
10,0: BB. 9%: . Er Zr er De Er Ge 2 


Hier ift r das rte Glied nach dem Anfangsaliede o, und 


das erfte Glied der Unterſchiede für die Reihe IL, ift das Ans 


fangsg’ied A der Reihe I; das erfte Glied der zweyten Lins 
terfchiede für jene iſt das erſte Glied der erften Unterſchiede 
für dieſe, und ſo — Bi it — 

-1.1-2. 


seen A+ ——— ——— a > A: A 


+ etc, 


1%. Spempel I. Es fey die Reihe der figurirten Zih— 
r. 41. 
1 2 
deren Anzahl'r iſt, zu ſummiren. Hier iſt A — 1; 
AA=2; A A—I; AbA—o, alſo iſt die Summe 
S—r,.1ı ie Lei P.T-1,T-2. ız 
: we ——— 1.2.3 | 
25 +3 +2) =#r(r+ ı)(r+2) „| 

14. Exempel II. Es fey die Reihe der Quadrate 
der natürlichen Zahlen 1, 45, 9, 16 ». . r? zu ſummi⸗ 
vet, ———— 
Buchſtabenrechnung, 20); alfo it, wenn bie 2 
der Quadrate durch 2. r* bezeichnet wird, 
Tr, r.,r»+1.7- 2, 
Ira. 3 
Lrlar®+3r + an ı)(2r-r) J 
15. Erempel III. Die Reihe der Würfel der natir: 


len von der zweyten Ordnung, ı, 3, 6, 10... 











lichen Zahlen, 1, 8, 27, 64 ... +1, zu ſummi⸗ 
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en. Hier it A=mı;- AA=7; Aid 12: 
AA=6; MAZ=O Daher ift die Summe der 
Würfel, | 
2. 18s =r, 14 . 54 IT 
2 1.2.3 
T.T-1I,1T-2.r-3. 


.6, 
423.4 


das iſt 

2,2 — 04 21y r1. 

Die Wurzel aus dieſem Quadrate iſt eine Triangular⸗ 
zahl, eine aus der Reihe 1, 3, 6, 10, 15, 21, etc, Pe: 
letarius, im ı6ten Jahrh. hat dieſe Bemerkung ge⸗ 
macht. 


16. Auf dieſe Art in fih auch die Summen höhe: 

rer Potenzen finden, Das Verfahren wird aber fhon 
für die Biquadrate befchwerlih. Man muß die Theile der 
Summe erftlich auf einen gemeinfchaftlichen Nenner brins 
gen, diefen und den gemeinfchaftlichen Factor abfondern, 
die Theile des vieltheiligen zweyten Kactors mit befondern 
Buchſtaben bezeichnen, und fie nach und nach vereinigen. 
Zur Übung im Rechnen ift das dienlih. In dem Ars 
tifel, Potenz, werden Sormeln zur Summirung der Po⸗ 
tenzen Bla eine. mvolurorifche und eine evoluto⸗ 


riſche. 


17. Es ſey A, BC... R, s. D eine arithme⸗ 
tiſche Reihe der nten Ordnung, aus x Siedern beſtehend; 
man ſoll Die Summe der Reihe rA+(r— ı)B 
+(r—2)C ,,,.+ 3R+25-+-T finden. 

Es ift, mit Benbehaltung der vorher gebrauchten Der 
jeichnungen, diefe — | 

r —— r 1. r. r—1, 
— —— 
— I. Ei T— 1,12. 


SE ir2, Pe KA 
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— r. — . —2. — 


- te. 
De as ang —— nA + ete 


Denn man formire aus der gegebenen Reihe die fummi- 
rende, &» Bs Ys +0. 0, 7, und aus diefer die 
zweyte fummirende, a, b, c....r, s, t, pdafaza;z 


b=%-+Bß; a +Bry; etc, und t=a--ß 


FY:.+.. +-co+rifk 


BER. ., 
P=A+B 
y_zA+-B+C 


e=mATB+C. 2.5 FR 

FEAARBLR RE 

r—zA+B-+Cc — — * ven 
fo ift on 

tr A 3: (r— ı)B-- GK—2)C-+ 
| +3R+25-T. | 
Die gefuchte Summe ift alfo das rfe Glied der zweyten 
ſummirenden Reihe, deren lieder die ſummatoriſchen für 
Die Glieder der erſten ſummirenden Neibe zu der gegeber 
nen find, 

Man ordne num die drey Reihen fofgendergeitalt nebft 
ihren Stellenzahlen zuſammen, und bezeichne die Stelle 
des Anfangsgliedes, wie bisher, durch 0. | 

Stellen. 052,2 ,3 7... 1-2, r-ı,r2r+1 
I Heide, BC. DE SS, — JJ— .+ 
Il. \ o&,ß+y». ... e >» Os Ty+ 
III. 08 Ola» b,.... ’ Y»9, t 
Hier iſt im der dritten Reihe das Glied t, oder die gefuchte 
Summe, das (r + z)te Glied nach dem Anfangsgliede; 
das Anfangsglied derſelben Reihe iſt Null; das erjte 
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Glied der erffen Unterſchiede ift auch Hull ; das erfte der 
zweyten ift — A; das. erjfe der dritten AA; Das erſte 
der vierten — AA, u. ſ. fr Man hat alfo-in der Sor- 
mel (7.) für die dortigen | 

y‚„‚A, b,c, d, Ereerr X 

zu feßen 
t,0,0» AA, A? A- AA, Aa.,...r+r 
So erhält man die angegebene Formel für t, das ift, für 
die Sunme 2. 


Eine Anwendung kommt in ber Sonismetrie, IV, vor, 


- Sernere Unterfuchungen über die arithmetifchen 
eihen. | | 


18. Die Reihe A» B, C, D, E, etc, fen eine arith⸗ 
metiſche Reihe ver nten Ordnung, für welche das beftan; 
dige Glied der nten Unterſchiede it — a; fo iſt Die Reihe 
A, 2B, 3C, 4D, 5L, etc. eine arithmetiſche Reihe 
der (n-+ ı)fen Ordnung, für welche das beftandige Glied 
der (n + ı)ten Unterſchiede iſt — n + n)e. 

" Das nte Glied der gegebenen Reihe ſey N, die folgen: 
den fenn NY, NY’, N“, NV, uf. f. das nächſt vorherges 
bende fey N, das Glied A für das erfte genommen, Die ° 
PBinomial-Coefficienten aus der nten Potenz fern "U, "DB, 
ng etc, aus der (n + z)ten Potenz "U, mt, 
ntıg, etc. (f. Binomial-Coeffic, 1). Das erfte und 
hier auch beftändige Glied der nten Unterfchiede iſt, 
nach (2), | 

Te YBHTBC—"ED- "DE... 

oe.» * ABN + »Y N N‘) — Gr 

wo das obere Vorzeichen für ein gerades n, Das untere 
für ein ungerades zunehmen if, . = 


Das jwente Glied der nten Unterſchiede iſt 
+BMACH"TBD"EEFTDF 200. 
OS EBN EAN EN) m 
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Weil die (n + r)fen Unterſchiede — 0 find, fo iſt (3), 
EA RABITTBSC-HIED--FIDE,.., 


25 +"t:3N+"t 'AN’+ Nur. 


‚Alm diefe Gleichung mit der zweyten Formel für & zu ver⸗ 


binden, bemerfe man, daß 


a4. =; at. ia, 0; 
a+ 1). Bd=g "rt; mn + ı), Eu. HD; 


MID 5."t'E; etc, 


(. Binomial-Coefficienten, 9, Man mulriplieire die 


zweyte Sormel für mirn+ ı> fo iſt, mit Anwendung 


diefer Subftirutionen, 


+ erıy, ıB—ı+:9, 2C+RrrIGE, 2D — *D. 4E 


.rr + ae nN’+(n+ ı)N“) 
| —=(n+1)e 


Wegen der Eoefficienten in dem legten Theile der Formel 


bemerfe man, daß der erſte Goefficient, n+ıyY, in ber 
(n + idten Potenz zugleich dernte iſt; der zweyte, »ftaB, 
zugleich der (n — ıJte, u fe f. 

Bon diefer Gleichung fuberahire man bie Formel für 
die (n + r)ten Llnterfchiede, und vertauſche fowohl die 
Vorzeichen der einzelnen Theile ats des Ganzen mit den 
enfgegengefesten, und e8 entſteht nun die Gleichung, 


Fa, 2BB. 30 — tr, 4D 


⸗ 4 n+ı sE 
FOBDN Hrn + N’ Ha+2IN“) 
= (n-+ I) Kr 


Diefer. Werth von(n + 1) a har die Form der (n + ı)ten | 


Linterfchiede für die Hauptreife A» 2B,:- 3C, 4D, 


SE... mN, (n+ı)N‘, (n+2)N Alſo iſi 


der (m + ı)te Alnterfchied diefer m, + 2 Größen = 


(n+ı)e, 


Auf gleiche Art entfteht aus je (n-+ 2). auf einander 


folgenden Öliedern der ‚angenommenen Seipe d der nfen Ord⸗ 
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nung, i+ B. D, E,F,, Nv, NY die Meibe der F 
(n+ rı)ten Drönung, D, 2E, 3F.„.(an+ı)N“, 
(n + 2)NY, deren (n—+ fe Differenzenreihe das beftan- 
dige Differenzglied(n 1)« enthalt. Es iſt aber 3D +-gE 
-+-3F ...3N'Y. 3.NY eine Reihe der nren Ordnung, 
deren (n-H-ı)re Differenzen alle = o find, Daher bleibe 
Die aus jener und Diefer zuſammengeſetzte Reihe, 4D + SE, 
6Fs. .. (n+4)N”, (n+ 5)N”, noch eine arichmes 
tifche Reihe der (n + z)ten Ordnung mit dem beftändigen 
Unterfhiede (n-+ ı)«, x 
Der Beweis für jedes andere Stuͤck der Neihe ift 
diefem völlig ahnlich, | Ä 
19. Erempel, Es fen das Glied der fünften Diffes 

renzenreihe unveränderlich, nämlich | ! 

—(A—5B+ 10C—ı0nD +5E— Ma 

—(B—;C-+ıeD—ı1E +5F—G6G)=a, 
fo ift jedes Glied der ſechſten Differenzenreige — o , 
nämlid) | 

A—6B+ 15C—20D + 15E—6F+-G=.o, 
Dazu addire man das fechsfache des zweyten Ausdrucks 
von & , namlich | 

—(6B- 30C + 69D-60E+ 30F-66)—=6u, 
fo ift 

A—6.2B+15.3C—20.4D + 15.5E—6,6F 

+17G= 60, 

20. Die nen Potenzen der natürlichen Zahlen find eine 
arithmetifche Reihe der nten Ordnung, deren beftändiges 
Differenzglied ft n.n—ı.na —2,,.,4,342.1. 


Denn da die Zahlen felbjt von der Eins an eine arithe 
metifche Neihe der erften Ordnung find, fo find ihre Qua: 
drate, die aus den Zahlen durch die Multiplication mit 
1, 2, 3, 4, etc. nach der Reihe derfelben entjtehen, eine - 
arithmerifche Reihe der zweyten Ordnung. Multiplieirt 
man dieſe folgweife durch ı, 2, 3, etc, fo entfteht eine 
Reihe der dritten Ordnung, und zugleich die Heihe der 
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Cuborum. Aus dieſen entſteht auf dieſelbe Are eine 
Reihe der vierten Ordnung, und zugleich die Reihe der 
Biquadrate. Auf dieſe Art entſteht zugleich die nte Reihe 
der Unterſchiede und die Reihe der nten Potenzen. Da 
das Differenzglied der erſten Reihe oder der Zahlen ſelbſt 
— ı iſt, fo iſt das Differenzglied der Quadrate — 2. 1; 
der Cuborum — 3. 2. 1; der Biquadrate = 4. 3. 2.1; 
uf. f. der nten Potenzen =n,n—ı.n —2,.... 
5.3.1. 

21. Die Glieder der Reife A, B, C, D, E, etc, 


- einer arithmetiſchen Neibe der nten Ordnung werden folg- 


weife durch die Glieder der arithmetiſchen Reihe, p-+ qg; 
p+249;p+39;p+ 49; etc. multipliciet, fo ift die 
Neibe(p+ VA; P 296; (P-+3YC; (p+agD; 


” etc, eine arithmerifche Neihe der (m+ ı)fen Ordnung, 


deren beftändiges Differenzglid —(n + ı)qax, wenn & 
das beitändige Differenzglied ver. NeifeA, B, C, D, 
etc, iſt. | 
Denn die Reihe, pA, pB, pC, pD, etc, bleibt eine 
arithmetifche Reihe ber nten Ordnung, wie es die Reihe, 
A, B,C,D. etc, ift, da die Differenzenreihen jener: aus 


‚den Differenzenveihen diefer durch die Multipfication mit 


p entitehen. Die nte Differenzenreihe enchält alfo das bes 


‚Ständige Differenzglied px, und die (n+ ı)te Differen- 


zenreihe durchaus die Ölieder o. Die Neihe, gA, 2qyB 
59C, 4gD, etc, ift eine arithmetiſche Reihe der (n-+ r)ten 
Dronung, da die Reihe qa, gB, qC. qD, etc, cine 


Reihe der nten Ordnung iſt, zufolge des in (18) erwicfes 


nen. Die aus der Reihe, pA, pB, pC, pD, etc. 
und der MeiegA. 246. 3q9C, agD, etc, zuſam⸗ 
mengefeste Reihe bleibe eine Reihe ver (n-+ ı)ten Ord⸗ 
nung, da die (n-+ ı)fen Linterfchiede der erjtern Mull 
find; fo daß die (n+ ı)fen Unterſchiede bloß aus den 
Gliedern der zweyten Reihe entſtehen. Da die (nr ı)ten 
Unterſchiede der Rihe A, 2B, 3C, 4D, 5E, etc. 
beftändig und — (n+ ı)a find, fo find für die Reihe 
gA, 2gB, 3q9C,4gqD, ete, die (n + z)ten Linters 
ſchiede S(n ı)gm | 


höherer Ordnungen 209 


22. Exempel. Die figurirten Zahlen der vierten 


Ordnung find 1, 5, 15,35, 70, 126, 210, etc. des 
ren vierte bejtändige Unterſchiede — ı find. Die Glies 
ber diefer Reihe multiplicire man folgmweife dur. , 3, 


5,7, etc. fo erhalt man die Meihe, 1, 15, 75, 245, 


630, 1386, 2730, etc, deren fünfte linterfchiede — ıo 
id. Es iſt hier « S 13 u — 4, y=2, al 
(n+r)ge =ıö 


23; Die ganzen Potenzen der Zahlen, melde in ges 


meiner arithmetifcher Progreffion find, bilden eine arith⸗ 
metiſche Reihe, deren Ordnungszahl der Erponens der 
Potenz iſt. Die Progrefion, der Wurzeln fen n;a 4 b; 


a-+ 2b; a-+3b; etc, der Erponens der Poren; —=n, . 


fo ift das beſtändige Glied der nten Unterſchiede — 
u.ne1,n=2 4 38,25, b", » 


Denn es gelte der Gag für die nte Potenz; fo daß die 


Reihe at, (a+b)°, (a+2b)", (a+3b)", etc, (S) 
‚eine arithmetiſche der uten Ordnung, und ihr utes Diffes 
renzglied —=Dfey, Die Reife art!, (a-ah)üt:, 
(a + 3b)" **, (a+g4b)"*+3, etc, (T) ift dadurch eine 
arithmetiſche Reihe der cn + ı)ten Ordnung, deren 
beftändiges Differenzglid —(n + ı)bD. Dieles fey 
=D’. Nun iſt, fürn = ı, $ eine arithinetifche Reihe 
der eriten Ordnung, in welher D= b, und daher T 
eine Meihe der zwegten Ordnung, in welcher D’ = 2 bz, 
Demnad it fürn = 2, D — 2b:, und D'=3,2b3; 


alfo firn=3, D=3.20%, und D'’ 4. 3. 4. b#;, 


folglich allgemein D=n.n—ı.n —z... 3: 2. ıbr, 


24. Die Werthe einer rationalen Gleichung vom nen. | 


Grade, x — ax"! bxmm:,,, +hxtkmo, 
machen eine arithmetiſche Reihe det nren Ordnung aus, 
in welcher das beſtändige nte Glied der Linterfchiede it 
zn.n—un—2.,. 2.1,.ß”, wenn für x fuccefiib 
die Öliever der Progrefjiona, a+ß, + 2A, a-+3 ß, 
ec, geſetzt werden, 


9 


2 
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Denn diefer Werth wird aus fo vielen Teilen zuſam⸗ 
mengeſetzt, als die Gleichung Glieder hat. In den er— 
ſten Unterſchieden der Werthe iſt das niedrigſte Glied k 
nicht vorhanden, in ben zweyten nichts aus hx, u. f. f. 
In der Reihe ver (n— ı)ten Linterfchiede find nur noch 
die von x" und ax"? enthalten, Die von der legrern 
diefer Größen find fich alle gleich, fo daß in der Reihe 
der nten Unterſchiede nur die vom x” enthalten find, 
Diefe find jdes — n.n—ı.n 2. ,3.2.1.ß". 

Hiervon wird ein fchr nüglicher Gebrauch zur Aufle: 
fung der Gleichungen gemacht, f. Gleichung. 


Interpolirung der arichmetifchen Reihen. 
25. Man feße für x, a bisher eine ganze Zahl 


bedeutet hat, einen Bruch —, ſo wird in der Formel (7) 


die Größe y nad) —— Geſetze gebildet, wie für 
ganze Werthe von x, und es bedeutet für einen gebrochnen 
Werth von x das dazu gehörige y ein eingeſchobenes Glied, 

deſſen Stelle nach dem nächſt vorhergehenden, zu einem 
ganzen Stellenzeiger gehotigen Gliede, durch den überſchuß 
von z über das nächſt kleinere Vielfache von n angezeigt 
wird, indem zwoifchen je zwey Glieder der urfprünglichen 
Reihe n — ı Glieder eingefchoben, oder jlart je eincs 
Gliedes n Glieder gefet werden. 3. DB. wenn x= %, 
fo ift y das 2te Glied nad) dem gen der urfprünglichen 
Reihe, in welcher je 4 eingefchoben find. Oder man nehme 
ftart je eines Gliedes m Glieder, und es iſt y das zte 
Glied der neuen Reihe. Wird die Stelle von y in diefer 

Reihe durch z bezeichnet, fo iſt 

a z.z—n b_2z.z-nz-2n c 

y-irz.t — ar 1,2 ss. m 


2. z—n, z—2n.z—3n d i 
Erg r ui — eic, | 
26. Das beftändige Unterſchiedsglied in der interpo: 


lirten Reihe iſt für eine Reihe der erften Ordnung — 
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* b . x : c . 
* eine ber zweyten = —z 5 für eine der dritten = —z ? 


[3 


| für eine det vierten =, fe fe wenn. die befländigen 


43 


Unterfchiede in den urſprünglichen Neihen find, a, by 
c, d,.ctc. Denn wenn die Zähler der Coeificienfen ents 
wickelt, und nad) den Potenzen. von z geordnet werden, 
fo ergeben ſich rationale ganze Junctionen von z, deren 
legte Differenzenreihen einerlen find mit denen einer Gleich⸗ 
ung von dem Grade ber höchiten Potenz von z in dem 


Zähler, (24.). Da der Eoefficiont von z in den Fac⸗ 


toren jedes Eoefficienten der Reihe = x ift, fo ift, fürz 
alle ganze Zahlen, nad) ihrer Folge gefest, der erfte Lin: 
terfchied in dem erften Eoefficienten — 1; der zweyte 
bejtandige Ainterfchied in dem zweyten — ı . 25 der 
dritte bejtändige Linterfchied in dem dritten— 1.2.35 ber 
vierte beftändige Linterfchied in dem vierten — 1. 2.3.4, 
u. f. f. (eb. daſ.). Alfo ijt der beftändige Unterſchied des 


a b 
jwenten Theils von y — =» bes dritten = —; 5 des bier: 


c d 
ten = —z ;deöflinfen— —z, u. ſ. w. Der beftändige 


Unterfchied für y ſelbſt ift dem beftändigen Unterſchiede 
des letzten Theils gleich. 


27. Exempel. Es werden in der Reihe der Würfel, 
1, 8, 27, 64, 125 ete. zwiſchen die Würfel von 4 und 5 
drey eingeſchoben, nämlich die von 4,25; 4,505 4,75, 
woran fich der von 5 anfchließt. Hier iſt das bejtändige 
Glied der dritten Unterſchiede das gleichnamige für die urs 
fprüngliche Reihe, 6, durch 4? oder 64 dividirt, 
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y Ay a!y 
(4, 00? - 64, 000000 12, 76 56251, 593 7 50 
(4, 25 = 76,765625|14,359375|1,687500 
(4, 50)’ = 91,125006['16,046875|1,781250 
(4, 75% = 107,171875|27,828125 
(5,00) =125,000000 i 
as y 
0,093°750 
| 0,093750 





28. Die Kormel in (25) wird befonders zum Einfchals 
ten einer Größe-zwifchen andre gleichartige gebraucht, -fo 
daß fie nach demfelben Gefege wie diefe gebildet ſey, wenn 
gleich diefes Geſetz nicht analyrifch gegeben, fondern nur 
mittelbar aus individuellen Großen, mie in allen mathe, 
matifchen Tafeln, oder auch empirifch durch Beobachtun⸗ 
gen erhalten wird, (f. Einfchalten), 


29, Zur allgemeinen Darftellung einer Größe aus ih: 
‚rer Stelle und den erſten Gliedern der Differenjreihen iſt 
die Formel (7) bequemer. Nur müſſen die Werthe von 
x nicht auf ganze Zahlen eingefchränfe werden, weil das 


Geſetz a Sormation bleibt, wenn x einen gebrochnen 


Werth - ri hat, | 
30. In der, Kormel (7) für das Glied in der Stelle x 


 -feße man flatt x — 15 x — 25 x— 3; etc, allgemeiner 


x—m; x — m; x — p ete. fo wird num y durch bie 
Glieder Geftimme, welche zu den Stellen o, m, n, p, 
etc, gehören, anitatt daß in (7) die Größe v durch die 
Glieder in den Stelleno, t, 2, 3, etc, beftimme wird. 
Für die Factoren, a, 3b; 0, id, fege man 
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B, c, D, etc. fo ift 
y=A+Bx+Cxk—m) + Dil) (x«—n) 
+ Ex (x—m) (x—n)(x—p) + etc, 
Der Werth von y für jedes x iſt der Werth einer Gleis 
Kung von dem Grade, welcher mit der Anzahl der Factos 
ren in bem letzten Gliede, die namlich x enthalten, über: 
einfommt. Gie find alfo auch Glieder einer arithmetiſchen 
Reihe einer Ordnung deſſelben Grades, wenn die x in ein⸗ 
facher arithmetiſcher Reihe genommen werden. Die 
ſucceſſiven Unterſchiede der Werthe in den Stellen o, m, 
n,p, etc. kann man aber nicht auf diefelbe Art zur Ber 
finmung jedes andern Werthes anwenden, wie die Un: 
terfhiede der Werthe in den Stellen o, ı, 2, 3, etc. 
angewandt werden, da die Abſtände der Glieder ungleich 
find. In dem Artikel, Einſchalten, wird gezeigt, wie 
die Linterfchiede möbificiet werden müſſen, um fie zur Be⸗ 
rechnung jedes Werthes y zu gebrauchen. Allein aus den 
Werthen von y in den Stellen o, m, n, p, etc, laſſen 
ſich die Evefficienten folgendergeftalt beftimmen,. 
Es feyn für o, m, n, p, etc, als Werthe von x 
die Werte von y folgende: % ß, y, d, etc. fo ift 
aA 
ßB=A-+Bm 
y=A+Bn+Cn(n—nm) 
de=A+Bp+Cp P —m)+Dp(p-m)(p-n) 
etc, 
Aus diefen Gleichungen werben bie Werthe von A, B, 
C, D, etc, nad) der Reihe gefunden. 
Geſchichte der Unterfüchungen über die arithme⸗ 
| tifchen Reihen. 


Die erften arithmetifchen Neihen, welche man be» 
trachtet hat ſind die Polygonalzahlen und die figurirtgn 
Zahlen. Sie finden fih ſchon in Stifels Arithmetica 
integra, Faulhaber, ein Rechenmeifter zu Ulm um 600, 
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ſuchte geheime Winfe über die göttliche Regierung der 
Welt in ven Pyramidaljahlen, fand aber doch auch cofli: 
ſche oder algebrgifche Ausdrücke für fie, aljo für Summen 
bon Polngonalzablen , das iſt für die zweyten Summen 
einer gemeinen arithmetifchen Reihe. Er fand allgemeine 
Ausdrücke für die Binomial-Coefficienten, die er pondera 
nannte. Dann fand er auch Tormeln für die Summen 
‘der Porenzen, felbft für die Summen folcher Summen, 
Da Bernegger in Strasburg gelehrt hatte, wie die Wür: 
fel aus einer arithmetifcher Progreffion erwachfen, fo ward 
Saulhaber dadurch veranlaßt, diefes auf die höhern Po— 
tenzen augjudehnen, und berechnete die fuccefjiven Diffe» 
renzen ber Potenzen bis mit auf die jwanzigfte Potenz, 
und fand fir die beitändigen Differenzen der Potenzen, 
deren Wurzeln um Eins zunehmen, Das (20,) erwiefene 


Geſetz. (Käſtners Geſch. der Math. zr Bd. ©. 111 ff.) 

Wallis ſuchte das Verhältniß der Summe der Wur- 
jeln, Quadrate, und höherer Porenzen bis zur fechjten, die 
Null mit gerechnet, zu der Summe von eben fo vielen 
der größten unter ihnen gleichen Größen durch Induction. 
3:8, Es iſt 

— ———— 222 

1235+1 — — 125+125+125 750 
=, —=%+ 35 Aus mehren folchen Källen ſchließt 
er, daß ver Überfchuß über Z immer ſey + dividirt Durch 
die Anzahl der Glieder im Zähler nach der Null. 


Für die Eummen der vierten, fünften und fechften 
Porenzen giebt er nur die von ihm entdeckten Kormeln an, 
welche durch Induction nach der angeflihrten Methode. 
zu finden fehmwer gewefen fern muß. ein eigentlicher 
Zweck ift, Reihen von unendlich vielen Gliedern zu ſum— 
miren, deren erites Null, und das legte endlich ift, die 
jwifchen ihnen liegenden alfo jedes von den nächiten unend— 
lich wenig verfchieden find. Dieſes wendet er auf Dua« 
draturen und Cubaturen in der Geometrie an, Eine Neihe 
vonunendlich vielen Größen, die von o an ſtetig zuneh- 
men, es ſey in arichmetifcher Progreffion, oder wie die 


— 
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Quadrate, Würfel, Wiquadrate, und andere Potenzen 
arithmetiſch proportionaler Größen, verhält fich zu der 
Heihe von.fo vielen, der größten in jener Reihe gleichen, 
Größen, wie folget: 1. 1:25 11, 1:35 III. 1:4; IV.1:55 
etc, Das erfte Berhältnif für arithmetiſch proportionale, 
das zweyte für die Quadrate folcher Größen, das britte 
für die Würfel, u. ſ. fe Diefes ift der Satz aus der, 


I * 
Integralrechnung, [ x” dı=— xm+tı wenn das beftäns 


dige Increment der Wurzeln als ein unendlich Fleiner Fae⸗ 
tor beriachtet wird, um die Summe valler Ölieder der 
Reihe endlich zu machen. Die Allgemeinheit jenes Vers 
hältniffes gründet Wallis auf die Induction aus Den bes 
vechneten Fallen. Nach einer hieraus, ferner gefolgerten 
Analogie, die aber nicht als ſtreng erwieſen angefehen- 
. werden Fan, finder Wallis auch, wie eine unendliche 
Reihe von Duadratwurzeln, Subifwurjeln, Biquadrat⸗ 
wurzeln ete. aus Zahlen, die arithmetiſch proportional 
find, fich zu eben fo vielen, der größten unter 
ihnen gleichen, Größen verhalten, nämlich IL. 1:13;5 
1. z:ı4; WW. 1; 15 etc. wo bie römifchen Zahlen 
den Grad der Wurzeln anzeigen. Hieraus folgert 


ın KR 
er fir gebrochne Erponenten, wie —,bas Verhältniß der 
Reihe der gebrochnen Potenzen zu eben fo vielen , der 
_ m 
größten unter ihnen gleichen, Größen, wie r:1 +7. Hier 
I * 


war ein wichtiger Satz aus der Integralrechnung · gefun⸗ 
den, wenn man das Integriren als ein Summiren bes 
trachter. | 

Jakob Bernoulli erinnert gegen die von Wallis ge: 
brauchte Methode der Induction, daß fe nicht wiſſen⸗ 
ſchaftlich genug fen, und zeigt, wie man die Verhältniſſe 
fcharf erweifen könne, wofern man fie nur erft durch In⸗ 
duction gefunden. habe. Acta, Erud. 16986. Operum 
T.I.nr. 24. Diefes ift aber noch ein unbequemer Weg. 
Weit befler ift das Verfahren die Summen ber Potenzen 
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der natürlichen Zahlen zu finden, welches er in der Arte 
eonjectandi. pag, 96. lehrt. Das Geſetz finder er durch 
Induction fehr ſinnreich. 


Newton har zuerſt die Formel (7.) flir ein Glied einer 
arithmetiſchen Meihe irgend einer Ordnung gegeben, in 
dem Lemmate V,L.Ill Princip. mathem. Phil, natu- 
zalis, wo er zeigt, wie durch irgend eine Anzahl gegebes 
ner Puncte eine krumme Linie von der parabolifhen Gats 
fung gejogen werden könne, fowohl für den Fall, da Die 
Abftände der gegebenen Glieder gleich groß find, als auch 
für den Fall, da die Abſtände nicht gleich groß find. In 
dem lestern Kalle zeigt er, wie die fuccefliven Linterfchiede 
zunehmen, und durch die einfachen, doppelten, breyfas 
een und folgende vielfachen Abſtände zu theilen find, wo⸗ 
von fchon einiges in (30.) erwahnt iſt. Die Interpola⸗ 
tion war hier der Zweck. In einem Auffase von Newton, 
Merhodus differentialis, ift das Nerfahren etwas ers 
lauter. Einen Commentar dazu liefert Jakob Stirling 
in der-Öchrift; Methodus differentialis, five trac- 
tatus de Summatione et interpolatione ſerierum 
infmitarum. Lond, 1730, 4, in dem zweyten Abs 
ſchnitte. | 
Jakob Bernoulli zeigt in der Arte conjectandi 
pag. 98. nur an dem Beyſpiele von den arithmetifchen 
Meihen der driften Ordnung, wie Die Glieder der höhern 
arirhmerifchen Neihen aus ven Anfangsgliedern der Haupts 
reihe, und der Differenzreihen gebilper werden, und wie 


die Summe einer gegebenen Anzahl Glieder gefunden 
wird. 


De Lagnyh bat eine weitläufige Abhandlung über die 
höhern arithmetiſchen Reihen, und ihre Anwendung zur 
Auftöfung der Gleichungen geliefert, Traite des pro-- 

reſſions arithmetiques de tous les degres a l’ In- 
ni. Mem. de!’ Acad. des Sc, 1722. Er zeigt, wie 
die Glieder einer folhen Reihe aus den Anfangsgliedern 
ber Hauptreihe und der Differenzreihen, die er nombres 
generaäteurs nennt, jufammengefegt werben, Auch giebt 
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er die Kormeln fiir dieſe Anfangsglieder, Das Verfahren 
ift aber nur Induction. J | 


Die. Formel (4.) irgend ein Glied einer arirhmerifchen 
Reihe ver (n— ten Ordnung durch dien nächft vorher 
gehenden Glieder auszudrücken, har Moivre in feiner Doc 
trine of chances juerft vorgetragen, nah Dan. Ber⸗ 


noulli's Anführung in den Comm, Petr. vet, T. III. 


p. 87. In der zweyten Nusgabe dieſes Werks von 1738, 
ift die Formel S. 195 anzutreffen. Die erfte Ausgabe 
iſt von 1717. Die Kormel (7.) für ein Glied der Haupt: 
reihe durch die Anfangsglieder der Unterſchiedsreihen ıft 
daf. S. 52 befindlich, 


Friedrich Ehrift, Maier in einer Abhandlung de Arith» 
metica figurata ejusque ufibus aliquot, Comm, Petr, 
vet, T. HI. a, a: 1728-nennt die arichmetifchen Reihen 
höherer Drbnungen ſeries collectivas. Er zeigt, mie fie 
zu fummiren find, und wie man Davon Gebrauch machen. 
konne, theils zur Auflsfung der Gleichungen, theils jur 
Entdeckung des Gefeges der Winomial- Eoefficienten. In 
einer andern Abhandlung eb.daf. Propofitiones cyclome- 
tricae aliquot, bedient er fich diefer Reihen, das Gefek 
der Eoefficienten in den Formeln für die Chorden der Viel: . 
fachen eines durch ſeine Chorde gegebenen Bogens zu 
entdecken. | 


Die beiden Formeln für das Glied einer Differenzens 
reihe (2.) und das Glied einer Hauptreihe (7.) hat Kälte 
ner zuerſt allgemein erwieſen. Analyfis endlicher Größen 
$. 724. 725. Seine Beweiſe find in diefem Artikel 
gebraucht, — 

Euler gründet auf die Betrachtung der endlichen Diffe⸗ 
renzen die Differentialrechnung. Die beiden erſten Capitel 
feines Werks über dieſe handeln von den endlichen Diffe- 
renzen und ihrem Gebrauche in ber Lehre von den Reihen. 


Man vergleiche noch Pas quich mathematiſche Analyſis 
1. Th. 16. Abſchnitt. = 
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Buſſe Syſtem der allgemeinen Differenzen in def in 
Beytragen zur Mathem. und Phyſik. 


Hindenburg überſicht der Hauptſätze der — 
Differenzen und Summen, im Archiv der Marhema« 
tif, 3. Bb. 


Die wichtige Lehre von den höhern arithmetiſchen Rei⸗ 
ben wird in ven Jehrbüchern nicht hinlänglich — 
oder fie wird gar vernachläſſigt. 


Arithmetiſche Scale iſt die geometriſche Reihe, 
nach welcher der relative Werth der Zoblziffern in ihren 
Stellen beſtimmt wird, indem jede Ziffer der Factor zu 
einem gleichſtelligen Gliede jener Reihe iſt, ſo daß die 
Summe aller Producte aus jeder Ziffer in das zugehörige 
Glied der Neihe die ganze Zahl giebt. In dem defadis 


ſchen Zahlenſyſtem, dem gewöhnlichen, ift die geomerrifche 


Meihe, 1:10:100:1000: etc, Die Kackoren diefer 
Glieder werden allein hingefchrieben, die Glieder aber in 
Gedanfen zugelegt. Allgemein kann jede ganze Zahl durch 


die Reihe, a +br+er +drö + ert-tetc. darge⸗ 


ftelle werden, mo die Buchſtaben ganze Zahlen bedeuten, 
unda, b, c, d, etc. Fleiner als r find, auch o feyn kön⸗ 
nen. Hier iſt zirır? 3 15;: etc, Die arithmetifche 
ale. 

Iſt die Zahl eine dekadiſche, und man will ſie in eine Zahl 
us einer andern Scale, oder einem andern Syſtem vers 
wandeln, fo dividire man fie durch r der Reſt iſt — a. Den 
QDuotienten dividire man wieder durdy r, fo ift der Reſt 
— b, den zweyten Quotienten dividire man durch r, fo 
ift der Rſſt— c. Der dritte Quotient durch r dividirt 
giebt den Reſt d; der vierte den Reſt e, u. ſ.f. Wo 
die Divifion aufgeht, it der Factor, der zu einer Potenz 
Beyſpiele ſ. in den 
Artikeln Dodekadik und Dyadik. 


Eine Zahl, die nach einer andern Scale, als der der 
Fabifchen, ausgedruckt ift, in eine defadifche zu verwandeln, 
dividirt man fie fortgefest durch 10, und fondert Die Reſte 
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ab. Diefe geben nach der Meihe die Einer a, die Zehner 
b, die Hunderte c, die Zaufende d, u. ff. Exempel 
a. a. O. | 

Büffon hat der geometrifchen Reihe, welche einem 
Zahlenfyftem zum Grunde liege, den Mamen, Echelle 
arithmetique, gegeben. Mem. de I’ Ac. des Sc, 1741. 
Mehreres in dem Artifel: Zahlenſyſtem. ’ 


Arithmologia ift der Titel eines Buchs über die 
Zahlen und ihre geheimen Eigenfchaften von dem Jeſuiten 
Kircher: Arithmologia five de abditis numerorum 
. myfteriis, Romae 1665. 301 pag. in 4. darin gute his 
ftorifche Unterſuchungen über Zahlbuchftaben und Zahle 
jiffern; Befchreibung der magifchen Quadrate und der 
Planetenfiegel, wozu jene angewandt wurden; viele cab: 
baliftifche Thorbeiten, die mit Zahlen und andern Sym— 
bolen ehedem getrieben fine, endlich des Verfaffers phan⸗ 
taftifche Bemerfungen über gewifle Vefchaffenheiten der 
Zahlen, vergleichen ſchon bey den jüngern Pythagoräern 
vorfommen, 


Arithmomanctica, daſſelbe was Arithmetica 
divinatoria, oder errathende Nechenfunft. | 


Arithmonomia, daſſelbe was Arithmetik, ins · 
beſondere die theoretiſche. 


Armilla, der ringförmige Raum zwiſchen zwey 
concentriſchen Kreiſen. Torricelli gebraucht dieſen Aus— 
druck, (Opera geom. P. II. p. 136). Das Wort bedeutet 
einen Armreif, dergleichen bey den alten Nömern ein Eh: 
renzeichen für Goldaten war. | 

Es fey a der Halbmeſſer des größern Kreifes, b des 
fleinern, und 1:7 das Verhältniß des Durchmefjers zum 
Umfange, fo it die Fläche des erftern = aa, des an: 
bern = bb; alfo die Fläche des Ninges —r (aa —bb) 
—=r(a-+b) (@—b). 

Die Ningfläche ift gleich der Fläche eines Kreifes, 

deſſen Halbmeffer die mittlere geometrifche Proportionate 
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zroifchen der Summe und bem Linterfchiede der beiden 
Halbmeffer a und b ift. | 


Ars major, oder magna, italieniſch, Arte mag- 
giore, hieß im ıöfen Jahrhunderte die Algebra, im Ges 
genfage gegen die gemeine Rechenkunſt, f. Algebra. 


Articulus, eine durch ro fheilbare Zahl. 


- Artificialis numerus, finus, tangens, ift der 
$ogarithme einer Zapl, eines Sinus, einer Tangente 
u, dgl. Ä —— 


Affıgnabilis quantitas, eine Große, die ſich mit 
jeder beftimmten Größe vergleichen laßt, es fey auf ratios 
nale oder irrarionale Art, im Gegenfage gegen unendlid) 
Heine Größen, die nur in fo fern Größen heißen konnen, 
als fie mit andern ihrer Art vergleichbar find. 


Alymmetria, bey den Analgiten des 17ten Jahr⸗ 


hlinderts daffelbe, was man jest Irrationalität ober 


Incommenſurabilitãt nennt, ein Berhältniß zweyer Grofs 
fen, das fich in ganzen Zahlen nicht vollfommen genau aus⸗ 
drucken läßt, wie das jwifchen x und Ya, ber Geite eis 
nes Duadrats und der Diagonale, dem Durchmeſſer eines 
Keeifes und dem Limfange, Ä 


Aſymptote iſt eine Linie, welche unbeftimmt ber. 
fängert neben einer frummen, gleihfalle unbeſtimmt 
verlängerten, Linie fich fo erſtreckt, daß der Abftand die: 
fer von jener Fleiner als jede angebliche Größe wird, ohne 
daß fich beide dinien fchneiden. Das Wort ift zufammens 
gefett aus dem verneinenden ’z, aus auv, Mit, oder zuſam⸗ 
men, und wırrsw, füllen, 


Fine Aſymptote kann eine gerade ober eine krumme 


Vinie ſeyn. Doc) verſteht man unter Aſymptote ſchlecht⸗ 


hin eine gerade. 


Die Hyperbel hat zwey Aſymptoten, bie durch ih⸗ 
zen Mittelpunet gehen, und mit der Are gleich große 
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Winkel machen. Ihre vier Zweige nähern fich biefen beis 
den geraden dinien, nad) 'beiven entgegengefegten Mich: 
tungen derfelben, ohne fie eher als. in einer unendlichen 
Entfernung zu erreichen. In Fig, 3ı. Tab. II. ift ein 
Zweig einer Hnperbel mit feiner Afymptote CS abgebildet, 
Es ift C der Mittelpunet der Hpperbel, A ihr Scheitel, 
Cx die Xre, AMS der Zweig; CP die auf der Afyın- 
ptote genommene Abfeiffe, PM die mit ‚der andern 
Aſymptote parallele Ordinate, fo wie A B durch den Schei⸗ 
telpunct A. Die Gleichung jwifhen CP und PM. it 
dieſe: CPxPM=CBX AB. Selglid wird. PM 
immer Fleiner , je größer C P genommen wird, und ba für 
CP feine endliche Granze des Wachsthums iſt, fo ift auch 
Feine endliche Gränze des Abnehmens für PM. Daher 
bat auch der fenfrechte Abſtand eines Puncted der Hy⸗ 
perbel von der Abfeifjenlinie CS Feine endliche Granze des 
Abnehmens. | 
Die Conchoide ftellt auch die Annäherung einer krum⸗ 
men Linie an eine gerade, ohne eine endliche Gränze ders 
felben, fehr gut dar. In (Fig. 32. Tab. II.) ift BMN 
ein Zweig der Conchoide, C der Pol derfelben, APS die 
Abfeiffenlinie, PM eine fenfrechte Ordinate, CAB die 


fenfrechte auf AS, AB die gegebene Jinie, „welcher QM 


gleih it. Munit CQ:AC=QM:PM. DaCcQa 
ohne Ende wachfen kann, fo nimmt PM ohne Ende ab, 
fo daß in jeder endlichen Entfernung AP die Ordinate 
PM nody endlich bleibt. J 


Die Aſymptote iſt als berührende Linie in einem un⸗ 
endlich entfernten Puncte anzuſehen. Eine gerade Linie, 
die durch C an einen Punet des Zweiges AS der Hyper⸗ 
bel (Fig, 31.) gejogen wird, fehneider den enrgegengefesten 
Zweig an der andern Seite von CS jenſeits C. Fällt fie 
in die Aſymptote, fo berührt fie Die Hyperbel an zwey ent⸗ 
gegengefegten, aber unendlich entfernten Puncten. Da 
aber an der Hyperbel eine berührende Linie nur einen ein ' 
äigen Punct mit der Frummen Linie gemein haben kann, 
fo müffen die beiden umendlich entfernten Puncte für einen 
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einzigen gehalten werden. Um ſich dieſes Paradoxon zu 
erlautern, laſſe man bie Hyperbel durch einen bewegten 
Punct beſchreiben. Er fange in A ſeinen Weg an, ſetze 
ihn auf dem Zweige AS ins Unendliche fort, bis er in bie 
Aſymptote fallt. Diefe gehört fowohl zu dem Zweige AS, 
als zu dem entgegengefeßten an derfelben jenfeits C. Den 
befchreibenden Punct in die Aſymptote fallen laffen, beißt 
daher fih ihn in den beiden unendlich entfernten Puneten 
berfelben zugleich gedenfen , welches nichts widerfprechen: 
des ift, weil hier von feinem phnfifchen Puncte oder von 
wirflicher Bewegung die Nede ift. Bey fortgefegter Ber 
wegung geht der Punct auf dem entgegengefesten Zweige 
zurück, und befchreibe folchergeftalt die ganze Hyperbel 
durd) ſtetige Bewegung, wenn die Aſymptote als berüßs 
rende in einem Puncte betrachtet wird. 


Eben fo fann man zwey unendlich entfernee Punete 
der Conchoide, wo fie die Abfeifjenlinie berührt, als eis 
nen einzigen anfehen. Wenn AP (Fig. 32.) unendlich 
groß ift, fo iſt CQ_ mit AS parallel, und fchneidet, fo 
wenig fie fich auch weiter von AS abwärts dreht, die Ab⸗ 
ſciſſenlinie nach der entgegengeſetzten Gegend von AS auf 
dem Theile As, fo daß der befchreibende Punct auf der 
Conchoide, indem er unendlich weit entferne nah N 
‚hinaus gedacht wird, auch. auf der entgegenſetzten Seite 
Bn unendlidy weit gebacht werben muß. 


Die Aſymptoten find bey der Betrachtung der krum⸗ 
men Linien wichtig. Sie zeigen, wo ſie Sattſnden die 
Richtung ar, welcher ein Zweig einer krummen Linie zuletzt 
ſich immer mehr nähert, wie auch ſonſt die Geſtalt deſſel⸗ 
ben beſchaffen ſeyn mag. 


Um die Beſchaffenheit der Annäherung einer krum⸗ 
men Linie zu ihrer Aſymptote zu erfennen, fucht man eine 
Gleichung zwiſchen den Abfeiffen auf der Aſymptote genome 
men und den Ordinaten, mit Weglafjung der Glieder, 
welche das Duadrat und die höhern Potenzen der Ordinate 
enthalten, So erhält eine ſolche Gleichung die Form 
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xy — ab, oderx’y—a’b; oder xny — anb. Die er 
ſtere giebt eine Hyperbel, die ein Kegelſchnitt iſt, die an: 
dern Formen geben Hyperbeln höherer Arten. Je höher 
die Potenz der Abſciſſe iſt, deſto fehneller nähert fich die 
krumme Linie ihrer Afpmptore, Die Frumme Linie, deren 
Sleihung iſt xny — aBb, heißt die Frummlinichte 
Afymptote. 

Wenn ein ins Lnendliche fortlaufender Zweig einer 
Frummen Linie Feine gerade Linie zur Aſymptote hat, fo 
mag doch ihre Beſchaffenheit im Unendlichen durch eine 
einfachere Gleichung ausgedruft werden, als die vollitän- 
dige Gleichung für die Linie ift, und dadurch ihre Beſchaf⸗ 
fenheit auch für ſehr große Abſciſſen faßlicher zu erfennen 
geben. ine folche einfachere Gleichung fen at — u, für 
eine andere Nbfeifjenfinie als diejenige, auf welche fich die 
Gleichung zwiſchen den Coordinaten x und y für die krum— 
me Linie bezieht. Auf der neuen Abfeiffenlinie ſey die Nb« 
feijje t. und die normale Ordinate — u. Die frumm: 
linichte Aſymptote ift demnach eine Parabel mit dem Pa: 
rameter a, und ihre Are fallt in die neue Abfeiffenlinie, 


Die Gleichung für die Frummlinichte Afymptore mag 
auch fenn at — u?, oder at ud, oder überhaupt 
an —umtn Wäre der Exponens von u Fleiner als 
der vont, fo nähme man die mit den Ordineten parallele 
durch den Anfangspunct der Abſeiſſen zur Abfeiffenlinie, 
und perwechfelte die Benennungen und Bezeichnungen der 
Ordinaten und Abfeiffen. Die Ordinaten u werden zwar 
immer größer, und zulegt unendlich groß, in Vergleich— 
ung mit jeder gegebenen Linie, bleiben aber doch in Wer: 
gleichung mit den Abfeiffen unendlich Flein. Die Mich- 
tung der Frummen Linie nähere fich immer mehr ver Rich— 
fung der Are oder Abſciſſenlinie, ob fie ſich gleich unendlich 
Davon entfernt, | 

- Die algebraifchen Linien haben daher für ihre ins Unend⸗ 
liche fortlaufenden Zweige entweder eine hyperboliſche 
Aſymptote längs einer geraden Linie, der fich ſich ohne 
Ende nähern, oder eine parabolifche Afymptote, 
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deren Richtung derjenigen einer geraden Linie immer 
> näher kommt. F 


In dem Artikel, krumme Linien, werden mehrere Bey⸗ 
ſpiele von den Aſymptoten beiderley Art, und ihrer Her⸗ 
leitung aus der Gleichung für eine krumme LUnie mit⸗ 

getheilt. 
x Won den Aſymptoten der Hyperbel handelt Apollonius 
| in dem zwenten Buche feines Werks über die Kegelfchnirte, 
wo auch diefe Benennung gebraucht wird. Gie find aber 
fehon vor ihm den Geometern bekannt geweſen. Archımes 
des nenut fie gerade dinien, welche dem Gchnitte des 
- ftumpfroinflichten Kegels (der Hyperbel) am nächiten find, 
(Morrede zu der Schrift von Konoiden und Sphäroiden, 
vergl. agten Satz.). Ein Italiener, Franciſcus Barocius, 
bat in einem weitfchweifigen Werfe (Venedig 1586, auf 
269 Duarsf.) drenzehn Arten angegeben ‚ wie zwey Linien 
gezogen werben Fonnen, Die fi immer näher Fommen, 
ohne fich zu fchmeiden , fo weit fie auch verlängert werden, 
Es iſt immer die Hyperbel, auffer nach der zehnten und 
- eilften Art. Mac) der legtern diefer ift es die Konchoide, 
nach ver zehnten eine krumme Linie, die er felbit nicht na= 
ber zu betimmen vermag. ie enthält die Durchfchnitte 
einer Folge von Kreifen, die eine gemeinfchaftliche berüh— 
rende haben‘, und einer zugeordneten Solge von Parallelen 
- "mit jener, die fich derfelben, aber mit abnehmenden Ab: 
ſtänden von einander, nähern. in Theil diefes Werkes 
tal ift polemifh. Der Verfaffer will die Fehler verfchiedener 
BER; Geometer, die fie in ihren Beweiſen von den Aſympto⸗ 
| | ten begangen haben, berichtigen, und finder felbjt den 
Bi | Apollonius nicht tadelfrey. - 

Newton hat zuerft die Frummlinichten Aſymptoten ben 
den Linien vom dritten Grade (oder frummen der zweyten 
Ordnung) angegeben. 

Ausführlichern Unterricht über die Aſymptoten jeber 

Art finder man in 
Euleri Introd. in Analyfin Infin. T. II. Cap. 7. 8 
Cramer Analyfe des lignes courbes. Ch, 8. 






P3 —— 
* a nn PN 





7 


Teer 


De En 
. 


ze. — * 
eg 


— 


— * 


— N ne 
Den er 5 
u 


= Yufgabe . 225 


Aufgabe (Problema) ift eine Frage, mie etwas 
‚Linbefanntes aus gegebenen Größen unter gewiffen Bes 
dingungen gefunden werden möge, in der Geometrie ing: 
‚befondere, eine Conſtruction zu erfinden, Die das verlangte 
leiſtet, 5. B. ein Rechteck in ein Quadrat oder in ein-an: 
deres mit einer gegebenen Seite zu verwandeln; durch drey 
Puncte einen Kreis zu befchreiben; in einem reife ein 
Dreyer zu zeichnen, deſſen Seiten, wann nöthig, verläne 
gert, ‚jede. durch einen gegebenen Punck geben, ine 
Aufgabe Fann auch zum Gegenſtande den Beweis eines 
Gases haben, deraus Induction wahr gefunden iſt, 
oder als wahr behauptet wird. Die Frage felbit, ihre 
Auflöfung , und der Beweis der Nichtigfeit des Verfah— 
rens müiſſen in dem Vortrage deutlich unterſchieden werden, _ 
Bey den Anwendungen iſt es jehr bequem, die Vorfchrifs 
ten des Verfahrens furz vorzufinden, ohne daß man ne: 
thig habe, die Vorbereitungen zu der Auflöſung und die 
Beweiſe wieder durchzugehen, nachdem man fie einmapl 
gehörig gefaßt und geprüft hat. J— 
Eine beſtimmte Aufgabe (Problema deter- 
minatum, limitatum) iſt eine folche, die nur auf eine 
- Art oder nur aufeinige, der Anzahl nach beitimmee, Ar: 
ten aufgelöfee werden Fann. Eine unbeitimmte Auf— 
gabe (Problema indeterminatum, illimitatum) ift 
eine folche, die unzählic) viele Auflofungen zuläßt. 3. B. 
ein gleichichenflichtes Dreyeck, deſſen Winfelander Grunds 
Hinie doppelt fo groß find als der Winfel am Scheitel, ift 
nur’ auf eine Art möglich (Euflives IV. 10.); ein gleich: 
fhenflichtes Dreyeck, deffen Umfang und Anhalt gegeben 
find, ift auf zweyerley Art möglich, mwofern der Inhalt 
nur nicht größer iſt als der Inhalt eines gleichfeitigen von 
demfelben Umfange. Es ift eine Aufgabe mit zwey Auf— 
“ Töfungen, aus zwey gegebenen Puncten an einen Punct 
eines gegebenen KreifesLinien fo zu zieben, daß die Linie, 
welche: die beiden andern Durchfchnitespunete jener Linie 
und des Kreifes verbindet, der Linie durch die beiden ge⸗ 
gebenen Puntte parallel ſey. (S. Analyſis als Merhode, 
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ste Xufgabe, und mehrere dafelbit, mie auch in dem 
Artifel, Anwendung der Analyjis auf die Geometrie.). 
Eine unbeſtimmte Aufgabe iſt, Über einer gegebenen Linie 
ein Dreyeck zu zeichnen, worin der Winfel, welcher jener 
Linie gegen Über ſteht, eine gegebene Größe habe; oder 
ein Dreyeck, worin vie beiden andern Seiten ein gegeber 
nes Verhältniß haben, Für beide ift der Kreis Ber. Ort 
der Aufloſung. | 


In der Nnalnfis iſt eine Nufgabe beftimme, wenn fo 
viele unabhängige Gleichungen als unbefannte Größen 
vorhanden find. Gind weniger Gleichungen da als undes 
kannte Größen, fo iſt die Aufgabe unbejtimme. 3. B. 
Zwey Quadrate von rationalen Wurzeln zu finden, deren 


" Summe das Quadrat einer rationalen Wurzel ift. Oder: 


eine Zahl zu finden, bie durch m dividirt den Neft p» 
durch n dividirt den Reſt q laſſe. 

Bey der Auflöfung beftimmrer Aufgaben muß immer 
gezeige werden, wenn, mie, und auf wie vielerlen Arten 
die Aufgabe möglich iſt. Die Alten nannten biefes diopır- 
goc, determinatio. Pappus in coll. mathem. L. VIL 
praef. 


Diopbanteifche Xufgäben find folche alge⸗ 
braiſche, deren Auflsfungen in ganzen oder in rationalen 
gebrochnen Zahlen verlangt werden, dergleichen Die eben 
angeführten find. S. unbeftimmte Analytif. 

Lineariſche Mufgabe ift eine geometrifche, bie 
mittelſt des Durchſchnitts zweyer geraden Linien aufge: 


loſet werden Fanı, Damit flimmen. in der Algebra die 


Aufgaben, welche auf eine Gleichung vom erften Grade 
führen, worin die unbefannte Öröße nur auf eine Dimen⸗ 
fion fteigt. 

Ebene Aufgabe (Problema planum) ift eine 
foldye, die mittelit der Durchſchnitte einer geraden Linie 
und eines Kreiſes, oder eines Kreifes mit einem andern 
Kreife aufgelöfer wird. Damit ſtimmen in der Algebra 
die Aufgaben, welche auf eine Sleihung vom zweyten 
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Grabe führen, ba hierin die unbefannte Größe zwey Di⸗ 
menſionen erhalt. 


Körperliche Aufgabe (Probleina folidum) 
ift in der Geometrie eine folche, die nur mittelft der Durchs 
fchnitte eines Kreifes und eines Kegelfchnittes aufgelöfee 
werden kann, z. B. die Aufgabe zwiſchen zwey gegebes 
nen Linien zwey mittlere in geometriſcher Progreſfion zu 
finden. Eine ſolche iſt, ein gleichſchenklichtes Dreyeck zu 
zeichnen, in welchem die Winkel an der Grundlinie jeder 
dreymahl fo groß find als der gegen über ſtehende Winkel, 
wodurch fich das ordentliche Siebeneck in einen Kreis einz 
fchreiben laßt. Sie führe auf eine Gleichung vom fechs: 
- ten Grade, die aber eıner vom dritten Grade gleich zu 
halten iſt. (Goniometrie, VL) Sie wird durch eine 
Parabel und ven Kreis conſtruirt. Go ift es auch eine 
förperliche Aufgabe, eın Dreyeck zu zeichnen, in welchem 
die Minfel an der Grundlinie jeder viermahl fo groß find, 
als der gegen über liegende Winfel, wodurd ein ordentli- 
ches Neuneck in einen Kreis eingefchrieben wird. Die Auf 
gabe führt auf eine Gleichung vom achten Grade, die einer 
vom vierten Grade gleich zu halten if. Sie wird alfo 
durch den Kreis oder auch eine Hnperbel und die Parabel 
conſtruirt. 


Die Benennungen, ebene und körperliche, für Aufe 
aben rühren daher, daß der Kreis eine Figur ift, deren - 

Seichnung in einer Ebene unmittelbar ausgeführt werden 
fann , Dagegen die Kegelfchnitte durch den Schnitt eines 
Kegels mit einer Ebene gebilder werden. Man muß eine 
gewiſſe Zufammenfesung von Linien machen, um fie mit 
ftetiger Bewegung in einer Ebene zu befchreiben. 

Überförperlihe Aufgabe (problema furfo« 
lidum) ift eine folche in der Geometrie, die nicht anders 
als durch frumme Linien von einer höhern Gattung ale 
die Kegelſchnitte find, aufgelofet werden Fann. 

Örtlihe Aufgabe (Problema locale) ift eine 
unbeftimmte Aufgabe, zu deren Aufloſung jeder Punct 
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einer gehorig zu beftimmenden Sinie dient. Sie ift eine 
einfache, wenn diefer Ort eine gerade Sinie ift, eine 
ebene, wenn es eine Kreislinie, eine Förperlice, 
wenn es der Umfang eines Kegelfchnittes, eine überfor- 
perliche (problema furfolidum;, wenn es eine Linie 


von einer höhern Ordnung iſt. 


Ein Lehrſatz wird in eine Aufgabe verwandelt, wenn 
die Relation der Größen, welche in dem Lehrſatze aus: 
gefagt ift , zur Bedingung gemacht wird. 3. DB. die Auf⸗ 
gabe, zwifchen zwey Linien eine mittlere geometrifche Pros 
portionale zu finden, enchält ald Vedingung, was in dem 
Sage von der auf einen Durchmefjer eines Kreifes fenf- 
rechten Ordinate ausgefagt wird. Diefe Art Yufgaben 
‚find die einfachften. Sie enthalten eine einfache Bedin⸗ 
gung. Eine andere Art Aufgaben ift die, wo mehrere Be: 
dingungen zugleich zu erfüllen find, z. DB. einen Kreis 
zu ziehen, der zwey gegebene gerade Linien berüher, und 
‚durch einem gegebenen Punct geht. Die Korm, welche 
man einen Gate geben mag, ob die eines Lhrſatzes, oder 
die einer Aufgabe, iſt zwar nicht etwas ſehr weſentliches, 
allein es ſcheint doch, daß man Relationen der Größen 
in Sägen, Bedingungen in Aufgaben aufjtellen müſſe. 
Z. B. die Relation zwifchen dem Sonnenjahre, dem perio: 
difchen Monarhe, und dem ſynodiſchen Monathe follte durch 
einen Jehrfaß dargejtelle werden. Daraus erha:ten dann 
die Aufgaben, den einen oder den andern Monath zu fins 
den, ihre Auflöſung, gleichfam als Solgerungen.. 

Merkfwürdige Aufgaben aus der reinen Mathematik, 


“welche zu ihrer Zeit die Marbematifer beſchäftigt haben, 
- find, die Beaunifche — die Deliſche — die Florentiniſche — 


die Iſoperimetriſche — die allgemeine der alten Geometer 
für Kegelſchnitte — die Kepleriſche — die Aufgabe von 
der Quadratur des Kreiſes — die Aufgaben von den Tra⸗ 
jectorien, den rechtwinklichten und den reciproken — die 
Aufgabe, einen geradlinichten Winfel in drey gleiche 
Theile zu theilen. 

Ans der angewandfen Mathematik: die Albazenijche, 
die N — die Aufgabe von dren, ART: wie 


4 
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man fie kurz nennt, weich⸗ einen großen Theil der phyſi⸗ 
ſchen Aſtronomie ausmacht — von der elaͤſtiſchen Krüms 
mung — die Aufgaͤbe von der Fall⸗Linie, auf welcher ein 
ſchwerer Punct am ſchnellſten fällt (brachyftochrona) — 
auf welcher die Zeiten des Falles gleich groß find (ilo- 
chrona, tautochrona) — von ber Zufammenfegung 
vollfommener Fernröhre — von ber Gleichgewichtslinie 
oder Kettenlinie — von der Figur ſchwingender Saiten — 
von der Figur eines Körpers zum, geringſten Widerſtande 
in einem flüffigen Mittel. — Bon diefen legtern Aafges 
ben in der zweyten Abtheilung. 


Aufheben eines Bruches (abbrewiiren , ver⸗ 
Fleinern) iſt das Verfahren, wodurch der Bruch in Fleinern 
. Zahlen ausgedruckt wird, ohne feinen Werth zu ändern, 
Es geſchieht durch die Divifion des Zahlers und Nenners 
mit. dem gemeinfchaftlichen Factor oder Theiler, wenn 
‚ein folcher vorhanden iſt. Wie diefer gefunden wird, lehrt 
der Artikel: Theiler, gemeinfchäftlicher, der Zahlen. 


Wenn Zähler und Menner feinen gemeinfchaftlichen 
Theiler haben, fo laßt ſich der Bruch in Fleinern Zahlen 
nicht darftellen, "ohne etwas an dem Werthe zu andern. 

Bey großen Zahlen im Zähler und im Menner kann 
man oft unbedenklich etwas von der Genauigkeit der Bes 
quemlichfeit in der Nechnung mit dem Bruche, und der 
faßlichern Borftellung aufopfern. 


Wallis giebr in feiner Algebra; die 1685 zuerft 
Engliſch herauskam, eine Merhode an, Brüche in klei— 
nern Zahlen auszudrucken, ſo daß ſie mit einer gewiſſen 
Anzahl Ziffern nicht genauer gefunden werden mögen. 
Er zeigt fie nur an einem I Omi , woeitläufig und 
dunfel. 


Die Rechnung für diefes einzige Benfpiel nimmt ſechs 
Soliofeiten ein, um zwey Brüche, deren einer größer, 
der. andere Fleiner als ein vorgegebener Bruch mit 7 Ziffern 
im Zähler und Menner ift, zu finden, Allein nach dem 
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von ihm angervandten Verfahren laſſen fich leicht allges- 
meine Formeln berechnen, und man findet dadurch für 
den abgefürzten Bruch viefelben Ausdrücke, welche die 
Meduction eines continuirlichen oder Kettenbruchs giebt, 
in der That auf demfelben Wege, auf welchem man in 
der gemeinen Arithmetif den gemeinfchaftlichen Theiler 
von Zähler und Nenner finder. 


Der gegebene Bruch fey : * und. a größer ala b.. 
Es fey 


an +7 alſo —mb0 
Pony E) b=ne-+d 
© e u 

d ee: : 
2541*5 ⸗ | d = ge — 
—12645 ⸗ | e=ıf+tg 
- etc, etc. 


wo alle Buchftaben ganze Zahlen bedeuten. Ks ifte 
fieiner als b; d Eleiner als c; e Fleiner als d, u. f. f. 
Man mulripficire die Gleichung 

La—=mb+c 
— und —2 für nc feinen Sen —.d, 
vi 

I.na=(mn+ ı)b—d. 
Dieſe werde mit p multiplicirt, und für pd der Werth, 
e— e, geſetzt, fo iſt 

npa=‘mnp + p)b —c-+e, 

dazu die Gleichung I. addirt, wird erhalten 

UL ınp+ ı)a=(mnp +m+p)b+e. 
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Durch die Multiplication mit q und Subſtitution für qe 
wird diefe, 
npq+gla=mnpgrmga+pQbrd-k 
Die Vereinigung mit IT. giebt 
IV. (npg+ta+g)a=(mnpg+mn+mg 
| +pq+nb—f 
uff. Zu 


Die genäherten Werthe von E find alſo 


——— 


m 
I np+ı ® 


mn-+ı 


Lo; I ;. IIL 


ir. mnpq+mn+mq+pg+! 

j npg+n+q 

v. mnpgr Amnp +mnr +mgr+pqr mt p-+F, 
. npgr Fap tar +grr1 | 

etc. Ze 

Es erhellt, daß der Zähler jedes Bruchs das Aggregat 

von dem Producte des Zählers des vorhergehenden Bru: 

ches in den gleichſtelligen Quotientenm,n,p, 9, r, etc 

und dem Zähler des zweyten vorhergehenden Bruchs iſt. 


L 
Man fege nur in der Reihe noch den Bruch — dor, um 
das Geſetz auch auf den zweyten Bruch anzuwenden. 


Eben fo verhält es ſich mit den Nennern. Die Brüche 
find abwechfelnd Kleiner und größer als der vorgegebene 


Bruc , weil die Vorzeichen bes weggelaſſenen Bruches 


wechſeln. Da bie Reſte c, d,e,f,g, etc. fo klein 
find als fre feyn können, fo find die genäherten Werthe 
genauer als alle, die mit Eleinern Zahlen ausgedruckt 
werden. ’ 


"8 _ 8376571 
Exempel. Es fey 65 
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Selm ng ren erh er 
s—ı, etc. alfo die genäherten Werthe des Bruches 


5 6 
1.2; 5 IH. 2, ww. SE ar 
25 1158’ 1183 


are ift a Bruch, auf deſſen Reduction Wallıs —* 


Folioſeiten verwendet. 


Durch dieſes Verfahren laſſen ſich Irrationalzahlen 
durch eine Reihe rationaler Brüche darſtellen, die ſich 
dem völligen Werthe mehr nähern als alle, die mie kleinern 
Zahlen ausgedruckt werden, 3. DB. man habe gefunden, _ 
dab v3 = 1,7320509075 u... ii Die 
RTETTIRHORETE DIEB u er > 
ee ml DL Den U Fa 
s— 13 t2=2;.etc Alſo ift die Reihe Der conbergis 
renden Brüche für die Quadratwurzel aus 3 diefe: 


I 2,5 7,19 26 SE. 


— 





1’ I’ 6 et, 
= Pu. 12) a 1. u). a 2 
sv 23 7 00 ?” 57? 70 ° 
3691 
— ; ce. 
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b d 
Mittelſt ver Werthe der Bruͤche F — >» etc. 


werden die Brüche, woraus die —— beſtehen, 
gefunden. 


Aufloͤſung it die wohl geordnete Darlegung des 
Verfahrens, wodurch das zufolge einer Aufgabe gefuchte 
erhalten wird. Es iſt mehr als eine Antwort, die auf be⸗ 
ſtimute R dechnungsfragen gegeben wird. 


Die reinen geometrifchen Auflöſungen wer— 
ven allein Durch Zeichnung ſchicklicher Linien für den Vers 
Hand bewerkſtelligt, fo daß fie durch ihre Durchſchnitte 
die geſuchten Großen darſtellen, wenn die Aufgabe eine 
beſtimrite iſt, oder — jeder Punct derſelben der Aufgabe 
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ein Genuͤge thut, wenn die Aufgabe eine unbeftimmte ift. 
Wie man hiebey verfährt, iſt in dem Artikel, Analyfis 
als Methode, theils im Allgemeinen, fo weit'ſich darüber 
Borfchriften geben laffen, theils in Benfpielen gewiefen. 
Man fehe auch den Artifel, Der, geomerrifcher, Wird 
eine geometrifche Nufgabe durch Huͤlfe allgemeiner Rech—⸗ 
nung aufgelöfer, fo iſt die Auffsfung eine gemifchte,. 
inöbefondere eine trigonomrertrifche, wenn die frigo- 
nometrifchen (goniometrifchen) Formeln daben angewandt 
werben, (f. Anwendung der Analyfis auf die Geometrie). 
Eine me hanifche Auflöfung einer geomerrifchen Aufe 
gabe ift eine folche, ben welcher man fich einer Frummen 
Linie bedient, zwifchen deren Coordinaten Feine algebraifche 
endliche Gleichung Statt finde, Weil einige diefer Lie 
nien, als die Spiralen, die Enfloide, di: Epicykloiden, 
die Quadratrix, durch gewiffe Bewegungen befchrieben 
werden, ‚und daher mechanifche heißen, fo ift eine Auf— 
lsfung (oder Eonftruction) vermittelft derfelben eine me— 
chanifche, Die aber doch bloß im Verſtande gefchieht. Man 
nennt auch die Auflöfung einer geometrifchen Aufgabe eine 
mechanifche; wenn fie an einer wirklichen Zeichnung durd) 
finnliche Werfzeuge ausgeführt wird, 3. B. wenn eine 
fenfrechte Linie mittelft eines rechtwinklichten Dreyecks 
‚oder Winfelhafens gezogen, ein Winfel durch den Trans 
portenr gezeichnet, eine Ellipfe, mittelft eines dazu dienz 
lichen Werfjeuges mit ftetiger Bewegung eines Stiftes 
befchrieben wird. Die-praftifche Nichtigkeit einer folchen 
Auflsfung beruft auf der Senauigfeit des Werfjeuges und 
der Aufmerkſamkeit bey ihrem Gebrauche. Es giebt auch 
eine empirifche Auflöſung in der Geometrie, bey 
ber man fich einer pofitio falſi bedient, 5. B. wenn eine 
gerade Linie in eine gleiche Anzahl Theile durch Verſuche 
unmittelbar getheilt wird; wenn ein ordentliches Vieleck 
in. einem Kreife durch Eintragung einer, zum Verſuche ans 
genominenen, nöthigen Falls nach und nach veränderten 
Chorde eingefchrieben wird. 

- Eine arithmetiſche Aufloſung ift die Beantwortung 
einer Nechnungsfrage durch Zahlenrechnung, den Regeln 
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für ven Fall der Frage gemäß. Eine algebrasfhe 
Aufloſung iſt die Erfindung der Gleichung, welche bie 
Verbindung zwiſchen ven gegebenen und gefuchten Größen: 
allgemein darjtelle, ohne auf eine beftimmre Quantität 
zu fchen. „Wenn in den Bedingungen der Aufgabe fhon 
fo viele Sleichungen gegeben werden, als unbefannte Gröſ⸗ 
fen zu beſtimmen find, fo har die Auflöfung wenig Schwie⸗ 
rigfeit. Es kommt daben nur auf eine gefchickte Auswahl: 
der Größen an, Die gefucht werden follen, da es oft dien 
Lich ift, nicht diejenigen unmittelbar zu fuchen, nach wel—⸗ 
chen gefragt wird, fondern andere, aus welchen fie bequem 
gefunden werden Fonnen, wenn für diefe die Gleichungen 
eine einfachere Form erhalten als für jene. Wenn aber 
in der Aufgabe nicht alle Data zu den nöthigen Gleichun: 
gen liegen, fo müflen.diefe aus den Lehrſatzen über die For— 
men der Größen, welche in der Aufgabe vorfommen, ges 
holt werden. Die Aufgabe kann auch unbeftimme fenn, 
an welchen Falle man fie als eine folche behandelt, oder 
eine Bedingung hinzufuͤgt, wodurch fie eine bejtimmte 
wırd, F 


Die Aufloſungen in ber eigentlichen Analyſis, der end: 


lichen ſowohl als der unendlichen Größen, find fo manz 
nichfaltig als die Gegenftände dieſer weitläufigen Wijfens 


fchaft (ſ Analnfis, Differential: Rechnung, Cjntegral- 
Rechnung). Man muß bey dem Studium diefer hohen 
Pechenfunft die Wege, wodurch die Analyften zu ihren 
Auflöfungen‘, fo wie auch zu den Aufgaben felbit gelangt 
fenn mögen, aufjufpüren, und daturch ſich ſelbſt Fertig, 
feit in der Auflöſung und auch der Auffuchung von Aufe 
Haben zu verfchaffen füchen. Es ift vielleicht oft fchwerer, 


‚ Aufgaben zu machen, als vorgelegte Aufgaben aufzuloſen. 


Beydes gehört zur Analytik oder der mathematifchen Auf 
Iöfungsfunft, die ein Werf des Erfindungsgeiftes 
ift, und nur da auf beftimmren Regeln beruht, wo man 
die Unterſuchung auf folhe Fälle von Verbindungen 
der Größen bringen kann, die vollſtändig entwickelt 
find, 


\ 
Yugenpunts 235 


Auagenvunet oder Hauptpunct, (Punctum 


oculi [. vifus principale) ift in der Perfpectiv ver Punet 
auf der Tafel, wo die jenfrechte von dem Auge auf fie ges 
zugene Linie fie trifft, f. Perſpectiv. 


Ausdehnung oder ausgedehnte Größe 


(Extenfio, exten[um) ift zuſammenhangende, Ben Ä 


tige Bielheit, 

Die Förperliche Ausdehnung iſt die allgemeine Form 
der Vorſtellung eines Körpers, nach Abſonderung jeder 
beſondern Beſchaffenheit und Wirkſamkeit deſſelben. Wir 
fonnen den, Körpern alles nehmen, ſelbſt die Wirklich: 
keit, nur nicht die Ausdehnung. Dadurch find fie ei⸗ 
ner Geſtalt und Größe fähig, und find allen dadurch 
Eegenitände der Geometrie. Die Ausdehnung, von 
allen finnlichen Beſchaffenheiten befrent, iſt eine urs 
fprünglibe, in unſerm Geiſte felbjt gegründere, Form 
der Vorſtellung, die allen Vorſtellungen von wirkli— 
chen Körpern zum Grunde liegt. Man kommt nicht for 


wohl durch Abfonderung der finnlichen Eigenichaften auf 


die Vorftellung der Ausdehnung, fondern feßt Diefe voraus, 
um jene gn dieſe zu Enlipfen. Betaſtung und Geſicht 
geben uns, jedes nad) feiner Art, ein ſinnliches Bild 
der Ausdehnung. Die eritere laßt uns aber unmit: 
telbar nur etwas Widerftchendes, verbunden mit andern 
Gefühlen erfennen; das Geficht nur Licht und Karben, 
Unfer Geiſt ıft es, der fich vermittelſt diefer finnlichen 
vereinten Empfindungen Bilder eines zufammenhangenden, 
ohne Ende rheilbaren Ganzen fchafft. Aber eben viefe 
Bereinigung ganz ungleicharriger finnlicher Empfindungen 
zeigt, Daß das Gubftrat, woran wir fie knüpfen, ein 
Product unſers Verſtandes iſt. 


Dieſe metaphyſiſchen Betrachtungen über den Gegen⸗ 
ſtand der Geometrie ſollen dem Verſtande nur das völlige 
Eigenthumsrecht daran zuſichern. Wenn man aber auch 
Die Ausdehnung als eine durch die Abftraction aller ſinn⸗ 
Jichen Eigenfchaften erworbene Vorftellung betrachten, und 
in fofern als etwas empirifches .anfehen wollte, fo bleibt 
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doch die Korm der Ausdehnung ganz das Product des 
Verſtandes. In der That aber iſt es einerley zu behaup⸗ 
ten, daß wir an die ſchon in dem Geiſte vorhandene all- 
gemeine Korm der Körper ihre finnlichen Beſchaffenhei— 
ten knüpfen, oder zu fagen, Daß wir durch die Abfondes 
rung derfelben bloß die Form ohne etwas wirfliches behal⸗ 
ten. Mach beiden Vorſtellungsarten gehört die allgemeine 
Form dem Geiſte. Die Sinne geben nur Sinnliches zu 
erfennen. 
Die formlofe Ausdehnung, was man in der Phyſik und 


Meraphyfit den Raum, den Inbegriff aller möglichen 


Stellen der wirklichen Körper, nennt, bietet dem Geo— 
meter nichts dar, was ihn beſchäftigen könnte. Die 
Formen der Ausdehnung find der Gegenftand feiner Lin: 
terfuchungen.  Diefe geben wir ihre eigenmächtig, obne 
fie von der Erfahrung zu entlehnen, ob gleich die finnliche 
Betrachtung uns zur Erfindung derfelben Verahlaffung 
geben fann. Die gerade Linie lernen wir nicht an einem 
ftraff ausgedehnten Faden Fennen, fondern nennen diefe 
gerade, weil wir unfern urfprünglichen Begriff von einer 
geraden Linie daran verfinnlicht antreffen. . Läge der Be: 
griff von einer aeraden Linie nicht fehon in unferm Vor: 
ftellungs- Vermögen, fo würden wir an dem Faden nichts 
als eine Forperliche Länge erblicken. Bey den weniger ges ' 
meinen Sormen erhellt es gleich, daß der Begriff davon“ 
früher da ift als die finnliche Darftellung. Man zeich: 
net eine Ellipfe oder Parabel nach der angenommenen Re⸗ 
gel ihrer Form, um fich Diefe zu verfinnlichen; uian giebt 
einem Körper die Form eines Sphäroids, eines Ronoids, 
die man felbft geſchaffen hat. Kepler fagt fehr richtig von 
dem Kreife: Specierum mathematicarum, quae Cir- 
«ulus dicitur, ineft animae non tantum ut idea re- 
zum externarum, fed etiam ut forma quaedam 
ipfius animae. Harmon. L.IV. cap. 7. p. 168. 
Unter ven-Alten behaupteten befonders bie Platonifer, daß 
unfer Geift felbft die marhematifchen Formen und Ver: 
hältnifje erzeuge. Umſtändlich handele hievon Proflus in 
feinem Commentar über das erfte Buch der Euklideiſchen 
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Elemente, im ıten und ten Buche. Ariſtoteles war der 
gegenfeitigen Meymung, | 

Die alten Geometer ließen fich auf diefe metaphyſiſchen 
Betrgchtungen über den Urfprung der geomerrifchen Bes 
griffe nicht ein, vielleicht um auf Feine Weife den ‘Philos 
fophen Gelegenheit zur Einmifchung in ihre Wiffenfchaft 
zu geben. Euflides fagt kurz, ein Korper ift, was Länge, 
Breite und Tiefe hat; eines Körpers Gränze ift Fläche; 


eine Fläche ift was nur Linge und Breite har; das Aufferfte 


einer. Släche find Linien; eine Linie iſt eine Länge ohne 
Breite; das Aufferfte einer Linie find Puncte. 

Die auf irgend eine Art begränzte Ausdehnung ift der 
geomerrifche Körper, eine Gränze, die an ihm, 
nicht als Theil von ihm, vorhanden ift, heiße feine Ober: 


fläche. Dieſe von dem Körper abgefondert iſt die Rlache, 


die zweyte Gattung der Nusdehnung, Ihre Gränzen find 
die Umfangslinien, welche abgefondert Linien find, 
die dritte Gattung der Ausdehnung. \ Zu diefen kommt 
noch eine befondere Hartung der Ausdehnung, die Wine 
£el, fo fern wir fie uns als etwas Zufammenbangendes, 
Gleichartiges, Theilbares bey-der VBorftellung der Lage der 
Linien gedenfen, | 


Die geometrifche Ausdehnung ift durchaus etwas Ste⸗ 
tiges, allenthalben Zufammenhangendes. Zwifchenräume 
finden in ihr nicht Statt, da diefe wo nichts wirfliches und 


bon einander verfchiedenes gedacht wird, zu dem Auge , 


gedehnten felbit als Theile gehören müßten. Der geo« 
merrifche Körper ift daher ins Unendliche theilbar. Allein 
man: darf darum nicht die Theilbarfeit ohne Ende der phy⸗— 
fiihen Ausdehnung beylegen, weil fie der geomerrifchen zus 
fommt. ©. Käſtners Geometrie $. 3. 


Introduction a la Geometrie, ou developpe- 
ment de l’ idee de l’etendue. Par l’Auteur du 
livre des Verites. a Brunswick, 1795. Der Ber: 
faffer fucht den Begriff der Ausdehnung aus der Erfah: 
rung berzuleiten und zu erklären, Die Abfonderung der 
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Gränzen, ed fen zwifchen den Theilen eines einzelnen Ge: 
genjtandes oder zwifchen mehrern Dingen, ift nad) ihm der 
wahre Sinn, den man mit dem Worte, Ausdehnung, 
zu verfnüpfen hat, Gränzen find aber ſelbſt eine Ausdeh— 
nung, und bejiehen fidy auf etwas ausgedehntes. 


Ausdruck (Exprefhio) ift die fnmbolifche Darftef: 
lung der Zuſammenſetzung einer Größe aus andern Größen, 
bekannten oder zum Theil unbekannten, unveränderlichen 
oder zum Theil veränverlichen. 3 B. der Ausdruck für 
die Wurzel der Sleihung x — MZax +b=o iſt die 
fer, at V (a —b); für das Quadrat der Ordinate einer 
Eilipfe auf der großen Are, wenn die Abfeiffen vom Scheis 
tel an genommen werden, ijt der Wert — 
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Auseinander fahrende (Iaufende) Linien (Iineae 
divergentes) find erjtlich gerade , fich ſchneidende, Lie 
nien nach derjenigen Gegend hin, wo ihr Abitand immer 
mehr wäcft, je langer man fie nimmt. In der Optik 
kommen divergirende Linien oder Strahlen, und ihr Gegen: 
theil, die convergirenden, haufig vor, Zweytens heißen 
Parabeln von eıner höhern Ordnung divergirend, 
nenn ihre Richtungen einen immer" größern Winfel mit 
einander macjen, je weiter die Schenkel verlängert mer: 
den, da bey der gemeinen Parabel ihre Richtungen fich ims 
mer mehr dem Parallelismus nähern. Auch giebt es dir 
vergirende Hyperbeln, beren Schenfelibre erhabene 
Geiten gegen einander fehren, und nach entgegengeſetzten 
Michtungen laufen Newtoni enumeratio linearum 
tertii Ordinis. XII. 


Ausmeſſen, f. Meffen, 
Ausſchnitt (Sector) einer Figur iſt ein Theil, 
der jwifchen ziven geraden dinien, die aus einem Puncte 


innerhalb derjelben an den Limfang gejogen find, und dem 
son ihnen abgefchnittenen Bogen des Umfangs enthalten 
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iſt. In dem Kreiſe insbeſondre iſt ein Ausſchnitt jwiſchen 
zwey Halbmeſſern und dem Bogen des Limfanges enthalten. 


Ausfchnirt eines Körpers ift ein Theil defjelben 
der von einem Theile der Oberflache-ald Grundfläche, und 
dem von jedem Punete des Umfanges diefes Theil nad 
einem Puncte innerhalb des Körpers gezogenen Linien bes 
gränzt wird. In der Kugel insbefondere ift ein Ausſchnitt 
ein Fegelförmiger Theil, deſſen Spige in dem Mittel: 
puncte der Kugel liegt, 


Ausſonderung (excluſio) iſt eine Methode, 
arithmetiſche Aufgaben aufjulöfen, dadurch, daß man 
diejenigen Zahlen ausfondert, welche ver Aufgabe fein 
Genüge thun. Frenicle, ein gefchiefter. franzöſiſcher 
Mathematifer, der zu den. Zeiten des Descartes lebte, 
befaß eine befondre Gefchicklichfeit im der Anwendung dies 
fer Methode. Es war zu feiner Zeit fehr üblich, daß die 
Mathematifer ſich Aufgaben vorlegten; Srenicle zeigte ſich 
bey diefen gelehrten Turnieren immer auf dem Plage, und 
machre feiner Nation Ehre. Gogar Fermat und Dess 
cartes bewunderten die Gewandtheit, wodurch er ohne Als 
gebra, durch die bloße Kraft feines Genie, mit Aufgaben 
“fertig ward, welche die größten Marhematifer mit aller 
ihrer Algebra aufjufofen Mühe hatten. Wenn er eine 
Aufgabe, die Zahlen betraf, vornahm, fo fuchte er nicht 
Die Zahlen, welche die Bedingungen der Aufgabe erfüllten, 
fondern diejenigen, welche fich nicht dazu ſchickten. So 
ſehr man ihn bat, fein Verfahren befannt zu machen, 
wollte er fidy doch nicht dazu bequemen, aber nach feinem 
Tode fand e3 fich unter feinen Papieren. Der Auffag iſt 
in der Sammlung abgedruckt, welche den Tırel bat: 
Divers ouvrages, de Mathematiques et de Phyfique 
par MM. de l’Acad. roy. des Sciences, a Paris 
1693. Er enthält nur wenige allgemeine kurze Regeln, an 
der Zahl zehn, aber die Anwendungen auf zehn ausgefuchte 
und ziemlich meitläufige Beyſpiele. Die Methode läßt 
ſich nicht in der Kürze befchreiben: man muß fie in dem 
Aufſatze felbft ſtudieren. Doch ift zu bemerfen, daß fie 
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ihre) Brauchbarkeit verloren hat, ſeitdem die algebrai⸗ 
ſchen Methoden vollkommener und anwendbarer geworden 
ſind. 


Dictionn. encyclop. art. Excluſion. 
Ausziehung einer Wurzel, f. Wurzel. 


Are ift:eine gerade Linie in der Ebene einer krummen 
Linie, welche dieſe in zwey gleiche, ähnliche und auf bei: 
den Seiten ähnlich liegende Theile zerfchneidet, z. B. in 
einer Parabel, in einer Ellipſe und Hyperbel. Die beis 
den letztern Linien- haben zwey Aren, die aufeinan der 
fenfrecht find. Der Kreis hat unendlich viele Arenz alle 
durch den Mittelpunet. Diele Erumme Linien haben Feine 
Iren. | £ 


Man nennt aber auc) diejenige gerade Linie in der 
Ebene einer krummen Linie, worauf die Abfeijfen genoms 
men werden, die Are der Abſciſſen, oder fchlechtweg Die 
Are, und die duch den Anfangspunet der Abfeiffen mir 
den Ordinaten parallele die Age der Ordinaren, ber 
Drdinatenwinfel mag ein rechter oder fchiefer feyn. Wenn 
ben einem febiefen Oxrdinatenwinfel die Ordinaten in dem— 
felden Punete auf beiden Seiten der Abfeifjenlinie fich 
durchgehends gleich find, fo heißt die Are ein Durch 
meſſer. | 

Are eines geomerrifchen Körpers iſt die gerade Linie, 
welche duch die Mirtelpuncte aller ähnlichen parallelen 
Durchfchnitte des Körpers geht, vorausgefegt, daß die 
parallelen Durchfchnitte ähnliche Figuren mit einem Mit 
telpunete find, und daß ihre Mitrelpuncte in einer geraden 
Linie liegen. Wenn die parallelen Durchfchnitte Kreife 
find, und die Are auf fie ſenkrecht ſteht, fo ift die Are zus 
‚gleich die Are der Umdrehung (Lireumvolution, Notation), 
z. D. in der Kugel, dem fenfrechren Kegel, fenfrechten 
Enlinder und Konoid. Ein fchief ftehender Kegel und Cy⸗ 
linder haben eine Are im Allgemeinen, aber Feine Drehungs⸗ 
Are. Wenn die Grundfläcye eines Kegels oder Cylinders, 
anſtatt ein Kreis zu feyn, in eine Ellipſe verwandelt wird, 
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und alle mit ihr parallelen Durdhſchnitte in jener ähnliche 
Ellipſen, die Mittelpuncte unverändert gelaſſen, fo bleibe 
die gerade Linie durch diefe Mirtelpuncte eine Are, 


Die Axe eines Sphäroids, das durch die Umdrehung 
einer Ellipſe um eine ihrer * entſtaͤnden iſt, iſt dieſe 


re. 
Axioma, f. N 


Baaeitti decimales, Sexagenales, f. Inſtrumentale 
Arithmerif. 


Bakers Centralregel, ſ. Anwendung der Geome⸗ 
trie auf die Algebra. 


Barlong, im Sranzöfifchen,, ein rechrwinflichtes, 
ungleichfeitiges Parallelogramm. Barlongiſche Zahl iſt 
das Produet zweyer um die Einheit verſchiedenen ganzen 
Zahlen. Die — ber Reihe der geraden Zahlen, 
2+4+6::.+ (2+2r) ift eine folhe. Denn fie ift 
—4( +) +2 = (+ 1) (+2) (f. arkehm. 
Reihe, 6.). Die Triangularzahlen find die Halften einer 
barlongifchen Zahl. Die Benennung von dem gleich vorher 
angeführten Worte rührt von der ehemals gewöhnlichen 
Vergleichung der Peoducte zweyer Zahlen mit. Rechtecken 
ber. Theon (f. Arithmetik, ihre Geſchichte) handelt in 
dem-ızten Kap. von dieſer Form der Zahlen. Er nennt 
fie dreponguus, altera parte longiores. Die Auszeich⸗ 
nung diefer Form der Zahlen mag wohl etwas bildliches 

jum Grnnde haben, 
Baſedowiſche Regel, ſ. Regel der Zuſammenſetzung 
der Verhältniſſe. 

Bafıs, ſ. Grundfläche und Grundlinie. 


Baſtardbruch (fractio ſpuria), beſſer ein uneigent⸗ 
licher Bruch, d. i, deſſen Zähler fo groß ‚oder größer als 
der Nenner iſt. 

Q 
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Beauniſche Aufaabe ift folgende: die Gleichung 


für die frumme $inie AM (Fig. 33. Tab. II.) zu finden, 


in welcher die Ordinate PM ſich zu der Gubrangente PR 
verhält, wie eine gegebene Linie zu dem Linterfchiede der 


. Ordinate und Abfcıffe, das ıft, wenn die gerade Linie 


AB unter dem Winfel von 45 Grad durch den Anfang ber 
Abſciſſen, A gezogen wird, welche PM in Q fchneiber, 
und die gegebene Linie D beißt, fo foll fyn PM: 
PR=D:MQ Zr \ 
De Deaune, Rath bey dem Jandgerichte zu Blois 
im ızten Jahrhundert, legte diefe Aufgabe den Geo: 
merern vor. ie war zu feiner Zeit merfwlirdig, und 
von einer. neuen Art. Man hatte bis dahin ‚gefucht, 
aus der Natur einer Frummen Linie die Lage der berühren: 
den in jedem Puncte zu beſtimmen. Hier follte aus einer 
Eigenfchaft der berührenden Linie die Natur der frummen 
Linie gefunden werden. Descartes fand eine Eigenfchaft 
der gefuchten Linie, die ihm hätte zeigen Fonnen, daß fie 
eine logarithmiſche Linie ift, mit einem Drdinatenwinfel 
von 45 Grad, die Abfeiffen auf ihrer Afpmptore genoms 
men. Er zeigte auch, wie fie durch den Durchfchnittspunet 
zweyer fich fchneidenden Linien, die jede für! fich mit paralle- 
ler Bewegung fortrücken, bejchrieben wird. Es ift Schade, 
daß er die Analyfis, wodurch er biefes gefunden, nicht 
mirgetheilt hat. Er giebt bloß die Mefultate an, in einem 
Briefe an Beaune (Epiftol. P. III. ep. 63.), wo aber 
die Aufgabe ſelbſt nicht wörtlich vorfomme. In einem 
Priefe an einen Lingenannten (l. c. ep. 71.) wird fie ans 
geführt, wie fie von Beaune vorgelegt war. Als die 
Differential» und Integralrechnung auffam, ward die 
Deaunifche Aufgabe wieder hervorgefuht. In dem 
Journal des Savans 1692 erfchien eine Auflöſung, die 
l' Hopital und Johann Bernoulli gemeinschaftlich gefun« 
den hatten. Hernach gab Johann Bernoulli eine andere 
Auflöfung in den Actis Erud. 1693; noch eine mittelſt 
einer Reihe ald Beyſpiel einer allgemeinen Merhope, in 
A. Erud. 1694; eine Erläuterung der zweyten in A. E. 
1696. Noch ift in den Lectionibus Hofpitalianis XL 
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eine Auflöfung enthalten. Jakob Bernoulli machte die 
Aufgabe allgemeiner dadurch, daß er ſtatt der gera: 
den Linie AB irgend eine krumme Linie fegte, Opp. 
nr. 72. 


Es fen AMN bie gefchte krumme Linie, die Abfeiffe 


AP=x, Ordinate PM =y, der Winkel APMein- 
Rechter, die gegebene linie D—=a. Es iſt die Sub— 


as _ ydz 24 * | 
angente PR== dr (f. berüßrende Linie, 13.). Alfo 


ift nach der Bedingung der Aufgabe, 
| dy: dx=za:y—x 
das ift 

adx=—=ydy—xdy. 
In diefer Differentialgleihung find die veränderlichen 
Größen nicht gefondert. Inzwiſchen hat man hier nicht 
nöchig , eine Subſtitution oder einen Miultiplicaror zu fus 


den. Man fubtrahire auf beiden Seiten dag Differens 
tiolady, fo ift | 


adx—ady=ydy—-xdy=-ady, 
 aidx—dy) 


at-ı—y. 








oder =—dy,, 


Ä I Mia, ; 
Da SZ =lognat —— ſo iſt 


arı— 
log nat ZT — — T, oder 
conft y 
log nat. fx, = — 


Soll die krumme Linie durch den Anfangspunet der Ab⸗ 
ſeiſſen geben, fo iſt der Logarithme = 0, wenn y—o, 

und die dazu gehörige Zahl iſt — 1. Alfo ift confi—a, 
und 


1 E: — 
losg na — 





Bi 
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Man nehme auf der Abfeiffenlinie AC=a, ziehe CV 
urier dem Winkel von 45° oder parallel mit AB, verläne 
ere PM bs nCV,inS, ßitMS=a xy 
&sfenM Tparallelmir CP, io taubMT=a+x—y, 
wceT=yyY2 Man ſetze TM=u; CT =z, 
fo ijt Ä 2 
a — 
log nat, — =ıy3 . 
Es ift alfo vie — Anie eine logarithmiſche, deren 
Aſymptote CV ift. Daf Die Coordinagen CT, TM einen 
Minfel von 45 Grad machen, ift Fein wefenrlicher Linter: 
ſchied von derjenigen, wo der Coorbinatenwinfel ein 
Rechter iſt. 
Die berüßrende RM ſchneide die Aſymptote in v. 
Eben en — * rechtwintlichten Coordinaten/ iſt 


TV=—- 7 — dl berührende Linie, 13. we; Aus der 


du 


Gleichung. jwifchen u und z folge — = * alt 


it TV=ay2, oder.die Gubtangente auf der Afyms 
ptote ift unveranderlih, wie an der logarirhmifchen mit 
rechtwinflichten Coordinaten. (ſ. beriihrende Linie, 20.). 


| Diefes hat Descartes gefunden. Er läßt die frumme 
Linie durch die ftefige Durchſchneidung zweyer geraden Li⸗ 
nien befchreiben, deren eine fich parallel mir AB, die an: 
dere parallel mit AC von dem Puncte A an beivegt. Die 
Geſchwindigkeit der eritern läßt er gleichformig feyn ,, die 
Geſchwindigkeit der andern aber zunehmen nad) dem ums 
gefehrten Berhältnifje des auf AC noch rückttändigen Wer 
ges fürdie mit AB parallele. In A follen beide Ges 
ſchwindigkeiten gleich groß fenn. Dieſes iſt ganz richtig. Die 
mit AB parallele fey in LM, die mic AC parallele in TM, 
ihr Durchſchnitt M. Es ſey AL—t, — 


ſo iſt der ſenkrechte ee ie TMımACZzy= — v - 
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Die Gefchwindiafeiten der Linien LM, TM, jener nach 
der Nichtung AL „ diefer nach der Nichtung PM, ver: 
halten jich wie dt:? dy. Mun iſt t— a — u, alfo 


dt= — du. Die Gleichung zwiſchen y und z giebt 
au dz Z J 
— uvı J Da ſo iſt 
dt dy " 
——— Daher iſt dt 
— —. In A, wo to iſt, ft dt: dy 


—ı:ı Man fann auh, mie man hieraus fiehr, 

TM ſich gleidhförmig, und LM ungleichformig bewegen 

laſſen, fo wie man die Jogarichimen urfprünglich in ariths 

metiſcher Progreffion, die zugeordneten Zahlen in geoe 
metrifcher fich voritelle, 

Johann Bernoulli hat den Brief von Descartes an 


— 


Beaune überſehen, als er in den Lect. Hoſpit. ſchrieb, 


Descartes habe in feinen Werfen Feine Aufloſung der Auf⸗ 
gabe gegeben, die er doch gefunden zu haben in einem: 
Briefe behamte. 

Merfwürdig ift es, daß in der Entitehungsart der 


Beauniſchen Eurve nach Descartes etwas ähnliches mit 
den Rlurionen vorkommt. Fluxionen find Verhältniſſe 


der Sefchwindigfeiten einer Linie und eines Punctes, durch 
deren zuſammengeſetzte Bewegung eine krumme Linie ber 
fehrieben wird. Hier ift auch das Neperiſche Syſtem an: 
genommen, da die Sefchwindigfeiten der fich bewegenden 
Linie zu Anfange gleich groß find, 


Bedingung einer Aufgabe ift eine Forderung, wel⸗ 
her bey der Aufisfung Genüge gefchehen muß. In 
jeder eigentlichen Aufgabe find eine oder mehrere Bedin— 
gungen zu erfüllen. In ver unbeſtimmten Analntif ift 
die allgemeine Bedingung, daß die gefuchten Größen ganze 
Zahlen oder auch rationale Brüche ſeyn. 


Bedingungs Gleichung (aequatio conditio- 


nalis, Equation de condition) ift eine folche, von wel⸗ 


# 


a46 Bedingung, 


her die Möglichkeit der Auflsfung einer Aufgabe, ent, 
weder Überhaupt, oder auf eine vorgefchriebene Art, 
abhängt. _ 

In der unbeftinnmten Analytik ift eine Bedingungs 
gleichung, mm=ann-+ ı,womundn ganze Zah: 
len find, wenn axx + b ein Quadrat fenn foll. Auf: 
ferdem muß es eine ganze Zahl f geben, welche für x ge: 
fegt, bie Formel äxx + b zu einem Quadrate mach. 


Dedingungsgleichungen fommen befonders in der Dif: 
ferential- und Integralrechnung vor, und enthalten die 
Relationen der parallelen Differentiafe, welche vorhanden 
fenn müffen, wenn die Yntegration einer Differential. 
gleichung möglich feyn foll. Diefe beißen vorzüglich Ver 
dingungsgleihungen. Diejenige für Differentialgleich: 
ungen vom erjten Grade zwifchen zwey beränderlichen 
Größen ift die einfachfte und vom bäufigften Gebrauche, 
©. Differentialgleichung. - | ! 
Für eine Function von endlichen Differenzen irgend 
eines Grades, mit irgend einer Anzahl veränderlicher 
Größen har Eondorcet in den Abhandlungen der Parifer - 
. Akademie 1770 die Bedingungsgleichungen ‚angegeben. 
©. Coulin Calcul diff. et integral, $. 565. 


Den befondern Differentialformeln kommen auch Be: 
bingungsformen zwifchen den gegebenen Größen vor, 
woraus ſich die Fälle ergeben, in welchen das integral 
fi) vollig, durch eine abbrechende Reihe von Gliedern, 
finden läßt. | 


Dergleihen laffen fich auch bey einigen Differential: 
gleichungen anaeben, als in einer fehweren, Die Pfaff auf 
gelöjet hat, Disquilit. analyticae. p- 137. | 





| | | Befreundete Zahlen (numerijamicabiles) find 
IH ii ein Paar Zahlen, deren jede gleich ift der Summe ber 
| aliquoren Theile der andern, Z. B. 220 und 284. Die 
aliquoten Theile der erften find ı, 2, 4, 5, 10, II, 20, 
22, 44, 55, 110, und die Summe derfelben — 284. 


— — 
= 
— 


— 
2 
2 
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Die aliquoten Theile der andern find 1, 2, 4, 71, 142, 


deren Summe — 220. Die Benennung, amicabiles, 


wird van Schooten zuerft gebraucht haben. 
Michael Etifel erwähnt diefes’einzigen Paares in feis 


ner Ansgabe der Coß Chriſtoph Rudolphs. Einmal führe 


er es ald Beyſpiel an, die aliquoten Theile einer Zahl zu 
finden (S 45), und fest hiniu , es fen luſtlich zu fehen, 
wie ſo eben alle partes aliquote von 220 machen 284, und 
wie erumb alle partes aliquote von 284 ſo eben machen 220. 
Am Ende des Buchs (S. 819) braucht er fie mit einigen 
andern Benfpielen zum Beweiſe, daß, wiewohl ein jede 


Eoß einen unausſprechlichen Begriff in ſich bat allerley 


£ünftlicher Nechnung, dennoch man viel feiner Rechnung 
finde, welche der Coß nicht find unterworfen, fonbern 
neben der Eoß fließen aus der Theorica. Lim dieſe Vte 
hauptung zu widerlegen zeigt van Schooten (Exercit. 
math. L. V. fect. 9.), wie man durch die Algebra befreuns 
dere Zahlen finden fonne Die Merhode gehört in die uns 
beftimmte Algebra oder Analytik. Doch ift das von Schoo⸗ 
ten gebrauchte Verfahren zu eingeſchränkt. Er findet 
dadurch drey Paare, 284 und 220; 18416 und 172965 
9437056 und 9363584. Zugleich führt Schooten eine. 
von Descartes ihm mitgetheilte Pegel, dieſe Gattung 
Zahlen zu finden, an, welche allerdings von dem Scharf: 
finne des Erfinders zeiget. Man wird fie am leichteften 
. verftehen, wenn fie in Zeichen ausgedruckt wird. EsfennP, 
Q, R.unbeftimmte Primzahlen, und A eine Potenz der 
Zwey. Man fuche eine Potenz A von der Befchaffenheit, 
daß z A—ı —=P; A—ı=0; gs AA—I =R, 
fo find 2AR und 2APQ ein Paar befreundeter Zahlen. 
Die Negel ift ebenfalls eine eingefchränfte, da A eine Po: 
tenz det Zwey ſeyn fol. Auch bey Schootens Verfahren 
haben die beiten befreundeten Zahlen eine Potenz Der Zwey 
zum gemeinſchaftlichen Factor. 
GW, Krafft hat in den neuen Petersburger Com⸗ 
mentarien T. IL eine Unterſuchung über diefe Materie 
mitgerheilt, Die wegen ber Bemerkungen über die Nelar 
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tion der Theiler einer Zahl und ihrer Summe lehrreich:ift. 
(De numeris amicabilibus atque aliis’ad hanc doc- 
trinam fpectantibus). Die von ihm gefundene allges 
meinere Regel ift folgende: Es feyn P, Q, R Primzah: 
ben, vonwelbn AR=(P+ DD (Q +1) — ı ilt; fer: 
ner fen a die Summe, der Theiler einer Zahl A, die Eins 
und fie. felbit mir eingefchlofien, und. es ſey A: a — 
R+1;PQ-+R, fo find PQA und RA ein Paar 
befreundete: Zahlen. Krafft ſucht zuerſt zu zwey Prims 
zahlen, P und Q, bie dritte Rvon ber angegebenen Be⸗ 
j —— — und darauf die Zahl A, welche zu der Summe 
ihrer Theiler das Verhältniß R+ ı :POQO-+R hat. 
Eine Zahl aus ihrem Verhältniſſe zu der Summe ihrer 
Theiler zu finden , ift. wieder eine Aufgabe, die fich nicht 
Directe auflofen laßt, Doch giebe Krafft eıne Methode, 
bie in manchen Kalten zum Ziele führe, Daneben hat er 
eine Tafel der Verhältniffe ver Zahlen von 1 bis 150 ju 
der Summe ihrer Theiler berechnet, worin man nachjus 
fehen bat, ob das gegebene Verhältniß einer Zahl zu der 
Summe ihrer Theile darin vorkommt , wodurch dann ein 
Paar befreumderer Zahlen gefunden if. Das Willkuͤhr⸗ 
kiche ben ver Annahme son. P und Q fann die Entdeckung 
eines Paares jolcher Zahlen fegr langwierig machen. In 
den Venfpielen, die Krafft beybringe, fieht man feinen - 
. Grwid der Bejlimmungen von P und Q.. Ich würde 
mich zur Aufſuchung befreundeter Zahlen folgendes Ver⸗ 
fahrens bedienen... 

Da R=PQHPHO fen muß, fo ft 
R+i:2R—P— 0 =Ata, ode, wenn 
A:raz=m:nif,R+ı::R—P —0Q=m:n. 
Alſo iſt —8 + n=-2mR-m{(P, T Q), und 

(am — nR— 


pr gran. Dar 42 R-PQ 


ift, fo ft P gm Rtn Folglich wer: 


den, wenn fr R irgend eine Primzahl angenommen wird, 
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P und Q durch eine quadratiſche Gleichung fanden, 


Es iſt k 
nem -n)R.n 
7 oder Se errang | 


+ vlem—n)R: 


Ham Ha mn) Rt wm —4mn, 
Das obere Zeichen für eine der beiden Zahlen P over. Q, * 
das untere für die andere. (ſ. Gleichung IL...) Man 
nehme für A irgend eine Zahl , und ſuche die Summe ih⸗ 
rer Diviſoren a, ſo ſind m und n gegeben. Mun muß 
ein folcher Werth der Primzahl R gefucht merden, daß 
die Wurzelgröße nicht allein einen möglichen rationalen 
Werth erhalte, fondern daß auch, P und Qganze und 
zwar Primzahlen werden. Alle diefe Bedingungen ſchran⸗ 
fen die Moglichkeit der befreundeten Zahlen ſehr ein. Man 
bar nicht nöchig für A die Primzahlen von 1 an ju vers 
fuchen. Denn der Werth von R darf nicht zwiſchen bie 
Wurzeln der Gleichung, (2m — n)? x? 
+2(2m?+n? — amn)x + n — 41un — 0, 
fallen, weil fonft die Größe unter dem Wurzeljeichen nes 

gatid wird, und wenn die Gleichung eine negative Wurs 
zel har, muf R größer als die pofit':s feyn.. Mur wenn 
fie unmögliche Adurzeln hat, giebt. jeder Werth von 
einen pofitiven Werth für die Größe unter dem Wurzel: 
zeichen. (S. Gleichung I. 9.). Auch iſt zu bemer em 

— 7 
daß —— — a IL sine ganje Zahl fern muß. 


Exempel. Man nehme A 4, fo ift die Summe 
der — — 7, alſo men — 43 73 und P ode 


— = 1 F Sr — 62 R- — 63). ‚Die Slecht 


ung x⸗ — — 263 20 bat nur eine poſt tibe Bur 
zel zwiſchen 60 und bi. Man hat alſo für Bi erftioon 


„4 





rg 
ande. F 









u TE — 2 ; — 
* Pr u — * — * * * * 
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61 an die Primzahlen zu verſuchen. Es müſſen - = 7 
R+7 | 
4 





ganze Zahlen feyn. Die erſte Bedingung 


macht 61 unbrauchbar. Die Zahl 67 giebt Feine ratio⸗ 
nale Wurzel. Setzt man R=7ı, fo wird P oder Q 
=8+3, bedes Primzahlen, P=ı1; Q=;. 
Die beiden befreundeten Zahlen find 11. 5.4 und 71. 4 
Das iſt 220 und 284. 


Die unbeitimmte Analytik leiſtet Bier gute Dienfte. 
Die Größe unterdem WurzeljeibenfyaR’+2ßR+Yy 
welche ein Duadrat ſeyn fol. Die Wurzel des Quadrars 
fnaR+p» 2 iR 2ßR-+ y—spal +p, un 

_.P=7_ y—p va 
baber AR= 2. ß —p 2 an, (pa I: - Diefes ift 
Die Form von R, nach welcher man eine beliebige Anzahl 
Werthe von p in ganzen Zahlen verfuchen kann. Iſt y gerade, 
fo muft p audy gerade feyn; iſt y ungerade, fo ift p auch 
ungerade. Tin dem erften Falle fege man 2 p ſtatt p, in 
tem andern ap+ ı ſtatt p. Die befondere Beichaffen: 
heit der Formel für gegebene &, 6, y, mögen ſchickliche 
Abkürzungen an die Hand geben. 

Wenn y=oift, fo ſetze man V@R: +.2ßR) 

2 


und —=pR, es ift = . Kann man dem: 


nach einer in dreytheiligen Wurzelgröße für R einen Werrf 


r + u fesen, fo daß dadurd das gegebene Glied der 
Wurzelgröße verfchmwinder, fo giebt dieles eine berrächts 
liche Erleichterung. Diefes wird erhalten, wenn r eine 
der Wurzeln der Gleichung, «u + 2ßu-y=o, 
— 

Exempel Es foll Rr— 62R— 63 das Quadrat 
einer ganzen Zahl, und sugleich R eine Ka: feyn, 


wenn es mõglich iſt. Es iſt alfo A= — = Er p)‘ 
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Weil p ungerade und negativ ſey muß, ſo ſetze man 


p' R 29 — ı, undes ift — 
| | 256 j 
—qg+ ı6 + — . Hieraus ergiebt fih, daß 


g9—15 
| 26 
q— ı5 ein Factor von 256 iſt, oder da q= — 
+ 15, worein Sactor von 256 iſt. Die Factoren 
1,2,4 geben für R feine Primzahl, aber r — 8 giebt 
g= 4, und RF71. 
Exempel. Man fuche, ob aus der Zahl 5 fih, mie 


vorher aus 4, ein ‘Paar befreundeter Zahlen herleiten laſſe. 
Es ift ap A=5, a=6, mbmın=5:6; alfo 


| R— | 
PorQ—- 2 L 3ıy@aR®— ı7R — 2ı). 


2R—3 








Zugleich muß eine ganze Zap! feyn. Da alle 


Primzahlen fich mit einer der Ziffern, 1, 3, 7, 9, en: 
digen ; fo find hier nur diejenigen, bie fich mit 9 endigen, 
brauchbar, und es hat alfo R die Form 10 p — 1. Gebt 
man diefen Werth für R, fo wird bie Wurzelgröße 
— Vas (16 p— ıop). Soll diefe rational feyn, fo 
ftp= — Offenbar iſt feine ganze Zahl für q 


vorhanden, welche p zu einer ganzen poſitiven Zahl macht; 
ober auch fein Bruch. Denn wenn man ſtatt q einen 
| g | R ‚ Ior” Et 
| Brud fest, p it p= — Hier müßte, 

da r? Fein Factor des Nenners iſt, ber Nenner entweder 
zo oder 5 feyn, daß iſt, 161* — q’ = 10 oder 5, wel⸗ 
ches für ganze Zahlen q und r wenigſtens nicht möglich iſt. 
Es kann alſo ein Paar — — Zahlen nicht den ge⸗ 
meinſchaftilchen Factor 5 haben, 


——rn 
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Euler hat in dem jwenten Theile feiner Opufenlorum 
(Berolini 1750) eine Mbhandlung über die. befreunderen 
Zahlen geliefert, die wegen des daben angebrachten fünfte 
lichen Verfahrens, dergleichen Zahlen zu entdecken, lehrreich 
iſt. Sie iſt deutlich geſchrieben. Es ſind darin 61 Paare 
befreundeter Zahlen angegeben. Die Methoden erfordern 
alle gewiſſe Verſuche, und die Kunſt beſteht darin, die 
Ungewißheit des Verſuchens vermindern. Euler giebt 
ben befreundeten Zahlen die Formen apq und ar; oder 
apq und abr; odverabpq undacr, wo a, b, c ans 
genemmene Zahlen, p, q, r gefuchte Primzahlen find. 
Die Factoren derſelben Zahlen haben nicht3 gemeinſchaft⸗ 
hches. Auch fucht er in den Kormen zap und zbgq, 
worın a, b, p, q bie vorige Bedeutung haben, aus 
biefen als angenommenen Zahlen den gemeinfchaftlichen 
Factor —J 


Bekanntes Glied iſt in einer Gleichung das je⸗ 
nige, welches nicht in die unbekannte Groͤße multiplicirt 
ift, es mag eintheilig oder vieltheilig ſeyn. — nannte 

es Homegeneum corporationis. | 


Benannte Zahlen find — deren Fine 

it ein beſtimmter "Begriff ift. 3.8. 12 Fuß, 20 The: 

ev. Boy der MNechnnng mit — Zahlen muß man 
die — der Einheit in kleinere Theile fennen. 


Benaunte Zahlen konnen nicht mit einander maltipfis 
eive werden. Wenn ben der Anwendung der Regel de Tri 
eine ſolche Multipluention vorfommt, fo ift der cine Factor 
allemahl als eine abfolure Zahl mic Bruchtpeilen, die fich. 
auf eine abitracte Einheit beziehen, oder auch ohne ſolche, 
zu betrachten. - Wenn benannte Zahlen durch einander dis 
vidirt wirden, ſo müſſen beide gleicharrig fern. Der 
Quotient zeigt an, tie vielmahl der Diviſor ſelbſt oder 
ein ſeue Theil diſihen in dem Dwidendus enthal⸗ 
ren iſt. 
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Bernoulliſche Zahlen find die Soefficienten des 
niedrigften Gliedes in den Summen der geraden Porens ' 
zen ganzer Zahlen von ı bisx. Es ift nämlich‘, wenn 
8. x?" die Summe der geraden Porenzen mit dem Expo⸗ 
nenten zn don der Wurzel sı bis x bedeurer, (Potenz 
III. 13.) 


u 
mit .... „hr 
se =... +a5X 


8. x — 3x0. — —- 15* 
uff 


Die abfoluten: Zahlen , 75, Fr; — ſind die erſten 
vier Bernoulliſchen Zahlen. Den Namen haben fie von 
ihrem Erfinder, Jakob Bernoulli. (Potenz. III. 19.) 


2. Euler hat die erften 15: diefer Zapfen in den In+ 
ftitt. Calc. diff. P. II. $. 122 mirgerheilt, In den 
_ Comm. Petrop. novis. T. XIV. hat er fie bis jur ſieb⸗ 
zehnten berechnet. .afob Bernoulli hat nur die fünf ers 
ften angegeben, und gezeigt, wie fie folgweife aus ben 
vorhergehenden gefunden werden, Das allgemeine Geſetz ih⸗ 
rer Kortfchreitung aber nicht beſtimmt. Dieſes bat 
Moivre zuecit bemerfe (Milcell. Analyt. Suppl. 
p- 9). Euler hat es einfacher, und zur numerifchen Der 
rechnung bequemer dargeftellt, Ealo. diff. P. H.$: 123. 
Er hat audy den Gebrauch diefer Zahlen zur Vereinfach— 
ung mancher Reihen ‚ indbefondere bey Summirungen, 
gezeigt. 


29% Bernoulliſche Zahlen 
'% * erſten 12 ia Zablen ſind 


—— 


A 

L 1 
=, 3 ID == 30. 
E 
G 





691 
— 2730 
30987 - 
. __ 43867 , x — 1724611 
798 — = .,..830 

. 236364091 
— un: ; M— 4091 e; 


2730 
4. Er fen die Bernoulliſchen Zahlen, A, B,C, 
D.',%s K N, N, N, N, etc. wo N bie nte der» 


— 


ſelben, N, die (n — ı)te, u. ſ. f. iſt. Die Binomiale 
Soefficienten in der (zn + rjten Potenz ſeyn A, B, €, 
D, etc. fo ift (Poren; III. 20). 

AN—EN+ en-en +... +50 + DB 
&est man für n lan 1,2,3, etc. fo ift 


;A+ı=+: 

— ESIEN, | 
1.2.3 on 
7.6.5 — 
— 2777 ‚Arı= +7 
9.8.7 — Ger. a 
1.2.3 — ver — — —— 
11.10.9 11..7 11..5 
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5. Um das. Gefeg der Formation deutlicher zu mas · 
den, ſetze man Ir | 








A — 1. 20 ; B. 2.3.46 
C 1. 2. 69 3 Ders 
E=ı12.100 5; ek. 
fo ift 
1 1 
— 
7 1 W 
B— 1.2. —— — | 


Aus 1.2.3 Rue ie. 1.6 


I Y ß & — 


aeg 


ER TE Tr n 
I Y 8 & ı 
— 


1.2.3 nt ER 7 — 


I 
r# 2,110” 





uf. f. 


—Die Größen — r, a, B, , &, a», etc. machen eine 
rücflaufende Reihe aus, deren Relations » Scale ift 
1 | I Eee a u f 

* 1.23 9 ms ? + L.907. " u. ſ. f. 
nur daß zu dem hieraus entſtehenden Werthe jeder noch 
eine Größe von der Form kommt, wie diejenigen ſind, 
die in den vorhergehenden Formeln den Theil rechter Hand 
ausmachen. | 

6. Man vergleiche mit diefen Formeln diejenigen, wel⸗ 
ehe für die Nelationen der Eoefficienten in ber aus einer 
gebrochenen Zunetion entfiehenden Reihe, im dem Art, 





7 


256 Bernoulliſche Zahlen 


Rücklaufende Reihen, 9. ſich finden. Es erhellt daraus, 
daß die obigen Zahlen a, A, Y, d, etc. Eoefficienten 
in einer Reihe find, vie aus einer rationalen gebroch⸗ 
nen Function einer veränderlichen Gräfe entſteht, mo: 
rin Zähler. und Neuner eine ohne Ende fortgehende 
Reihe find, Lim die gebrochne Function nad) dem hier 
vorfommenden Falle einzurichten, fege man den 


Dividendus—ı- az + bz’-cz5 + dz4 _ ez5 + etc, 
. Divifor = ı -Az + Bz’-Cz3 + Dzt-Ez’+ etc, 
Duotienten = 1- az — Bz’- 23 — dzt- 82° + etc, 


wo A,B,C,D, etc. aber nicht die Bernoulliſchen Zah⸗ 
len bebeuren ‚ fonb:rn Coefficienten, bie noch beſtimmt 
werden ſollen. Es iſt nun 


—— 

»AVSú 4 

ß - Au- B ——6 

ee a c=+e_ 

d — Ay+Bß— Co —D md 

se Ad +By—cß+De +E=+e 

etc. | u 
Die Vergleichung mie den Formeln für x, B, ete.. 





5 
in (5) giebt A — B=- er 

Ze: ; "+ I 
c = 1.2,.7 2 D 1.2..9 9 e — I.2...11 
u. ſ. w. Fernre | 

J I 
en u 2 b=} E44 
sd : e—E. ; tc 

— 2..67 * Arash 


nn 
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ir 4 u” b 4 fr lin #t 
ER Bu Jain 
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x, h k | 
— — Tr; E f — — 





r. 1 =, ns Be 1 a | I. Bi: 
444319 126 9°. etc. (Faflomestie 6. 
6) Man ſetze demnach 9° für z, und multipfieive zus 
gleich den Divifor durch O, dagegen’ mar den Quotiens 
ten durch O dividire, fo iſt der Dividendus — 


3 + cof. 9); der Divifor fin O, und der Quotient — 
DD a —yD: — 297 — erc. Nun ik 
— F — veratg #0 Goniometrie, 38.). 

Folglich itt | 1 ’ | 

Kon ph pr 
etc. ae 


Die Bernoulliſchen Zahlen find alfo Factoren ver Eoefficien 
ten in der Meihe für cot 49. Es if, wein diefe Zah⸗ 
len felbft wieder eingeführe werden, _ Ä 





—— '1.2 1.2.3549 — — 
2D 
1.2 ... 8- ? 


3. Wenn cot ⸗ = a9 —bo! — — 
— 407 — e99 — etc. geſetzt wird, fo iſt (Cyklome⸗ 
trie, 15.) Baur BE ART, 
ga=ı sb= aa 
mo=aab. sdmaac+tbb 
sıe=2zad+2bc 13f=2ae-+2bd+ce, 
155 =aaf-Hr2be+racd etc, — 


FE en Bernoulliſche Zahlen 
| Da re unberänderlidh fi nd, fit ie 


RK 


—⸗ 2 320 _ 290: — Bi; 
— Lan ga etc.” Alſo iſt — 


gs ma; 42. 6— b3 4°. yacsat. de d; 

F 45.2 e5) etc. Setzt man für a, b, c, etc. diefe 
Werthe in den angefuͤhrten Formeln, ſo laſſen dieſe ſich folg ⸗ 

weiſe duich Ar 4,4etc. dividiren, und es bleiben 
dieſelben Relationen Mwiſchen den Zahlen x, B, y, etc, 

wie zwifcheit a, b, c, etc. nur dan ihre Werthe andere 


Peace. w; 
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4 | rem 2edthahy‘ 13 { 20 — 
ai 1: I57=2a2+2Be+ ayde etc. 
iR ||: 
3: BEE | 9. Die Nelationen der Bernoulliſchen Bun, A 
N EHE B,C,D; etc. felbft find folgende: ,” 
f' f 7 4 BAR 3.3 - 
; h, j za zu Ie2 au ! ' 
DIR 43. 
J Bet: AA 
Pe; A | 
Ti 65 : 
Hit i 7o= — 
Ji | 87 88 i 
Mi i | nn — — 
“hi . — 0.9 * 1057. 
1 ——— BC. u x 
1 ee, | 1 
urz'Et, AE+Z 22. 0n4 7: cc 
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Der Weg, auf welchem dieſe merfwürdigen Relationen 
der Bernoulliſchen Zahlen hier gefunden find, iſt ein ans 
berer, als der mühſamere, auf welchem Euler in den Infütt, 
Calc. diſſ. P.IL cap.5. dazu gelangt iſt. 


| ——— 
Beruͤhrende gerade Linie an einem Puntte 
einer krummen Linie, (Tangente), iſt diejenige, welche 
zwiſchen zwey ſchneidenden Linien, die durch dieſen Punet 
und einen andern, auf entgegengeſetzten Seiten deſ— 
ſelben, gezogen ſind, innerhalb ihres -fpigigen Winkels 
liegt, dieſer Winkel mag noch fo klein und kleiner als je 
der angebbare ſeyn. 
1, Die krumme Linie ſey AMR, (Fig. 34. Tab.ID, 
Durch den Punet M, und die beiden Puncte N, n, auf 
entgegengefegten Seiten von M, feyn die fehneivenden, 
NMS, Mns, ‚gejogen, fo liegt die berührende TMt 
innerhalb des ſpitzen Winfels SM s und feines Öcheitele 
winkels, fo Flein auch der W. S Ms werden mag. Wenn. 
bie Linien NMS und Mns fich um M drehen, fo fallen 
“ fie, indem fie ihre Stellen wechfeln auf der berührenden 
“im eine einzige gerade Linie zuſammen. 
- 2. Kann die frumme Linie nur in zwey Puncten bon 
einer geraden geſchnitten werden, fo ift eine berlihrende 
diejenige, welche nur einen Punct mit ihr gemein hat, 
und ganz auf einer Geite derfelben liegt. Es giebt aber 
viele Frumme Linien, die von einer geraden Linie in mehr 
als zwey Puncten geſchnitten werden Darum kann man 
die berüßrende nicht allgemein für diejenige erklären, die mit 
der Frummen Linie nur einen. Punct auf die. gedachte Are 
gemein hat, oder man müßte. dieſes auf einen ge: 
wiſſen Theil der frummen Linie einfchränfen,, wie Archis 
medes bey ſeiner Spirallinie thut. Er zeigt von dieſer, 
daß jeder ihrer Umlaufe nur in einem Puncte von der be— 
ruͤhrenden getroffen wird, 
3 3. Wie die beruͤhrende an einem Kreiſe gezogen 
wird, lehren die Elemente, f. Kreis, 
4. In einem Kegelfchnitte kann durch jeden Punet 
eine gerade ginie gelegt werden, welche alle unter dem ge: 
| | 
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hörigen Winkel gezogenen parallelen Chorden oder Doppel⸗ 


ordinaten halbirt. Die mit diefen Chorden durch den 
Endpunct diefer Linie gezogene parallele Linie berührt den 
Kegelichnite , ſ. Linien der zweyten Ordnung. 

5, Die Benennung, Tangente, wird ſchicklich 
der Linie, welche in der Goniometrie und Trigonometrie 
zur Beftimmung eines Winfels gebraucht. wird, eigen ges 
laffen werden fünnen, 


Analytiſche Wiethode, gerade berührende an eine 


krumme Linie zu ziehen. 
6. Es ſey AMR (Fig. 94.) ein. Bogen der Frummen 


VUnie, für welche eine Gleichung zwiſchen den Eoordinaten 


AP und PM gegeben ift. Man nehme irgend einen 
Punet N auf der einen oder der andern Seite von M, und 
ziehe NQ parallel mit MP, fo finder zwiſchen AO. und 


_QN dieſelbe Gleichung Statt, wie zwiſchen AP und PM. 


urch M, N werde eine gerade Linie NMS gezogen, wel: 
che die Abfeiffenlinie APQ in S treffe. Es fen Mm pa⸗ 
rallel mit AQ, pit PS: PM—=Mm: Nm, Das 
Verhältniß Mm; Nm ſuche man durch die beiden Ab- 
feiffen und Ordinaten, und durch PS auszudrucken. 
Setzt man in dieſem Verhältniſſe AP = AQ, ımdMP 
— NO, fo geht die fchneidende SMN in die berübrende 
TMt über. Denn durch eine ähnlicdye Annahme für die 
ſchneidende Mns auf der andern Geite von M wird Ps- 
— PS,daher Mns mit NMS in eine gerade Linie zuſammen 
fallt, das iſt, beide fallen in die berührende TMt, 

7. Exempel. J. Es fy AMR (Fig. 34.) eine 
Parabel, deren Are AP, und Parameter — a iſt. Die 
Drdinaten MP,NOQ ſeyn ſenkrecht aufdie Are; und AP=x 5 
MP =y; AQ=z; NQ = u; die Gubtangente 


- PT=t, und die Subfecane PS—=v. Es iſt ax 


y; waz ur; fmeviy ==z—x: u-y. 
Jene erftere Gleichung von der zweyten abgezogen giebt 
a(z-x)—=u— yY'=(u+y)(u—y) Darassiftz-x: 


u—y=zu-ty:a;folgidv:y=u-+y: a Die 
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ſelbe Proportion wird erhalten, wenn N auf ber andern 
Seite von.M, in n, genommen wird, Gegt man u=y, 


fo werden die Werrhevon PS’und Ps ſich gleich, das iſt, 
u; - ay® 


u. ’ | y 
v=t,wbt:y=2y:a alpt= 7, dert=2x 
Iſt PT gefunden, fo iff dadurch die berührende beſtimmt. 


8. Exempel. II. Es ſey AMB (Fig. 35.) eine hal⸗ 
be Ellipfe, deren halbe große Are AC — a; halbe kleine 
CD = b ift, Die. Eonftruetion und die Bezeichnungen 
wie indem r. Erempel. Die Gleichung für die Coordi⸗ 
naten AP (=x) und PM (=y) ift b* (zax — x’) 
—a'y’, und für AQ, ON ift fie b’ (2az — z*) 
—au. Durch die Gubtraction wird erhalten 
aab? (z—x )—b’ (zt— x)—a’(ur — y’), das ift, 
aab’(z x) —b’(z + x) (z—x) = a@(u+y) 
(u — y.) Davıy — z— x: u—y, fiftv:y= 
a: (u+y): zab? — b? (z’# es mag Naufdereinen 
oder der andern Seite von M liegen. Gest man z=x, 
und u— y, fo werden die beiden Werte ber Subſecante 
v für enrgegengefeste Lagen von N einander glei), und 
—PT, ſo daßt: y — a'y: b’(a—x)oert= 

aꝰ y 9ax— x? i ER 
Bazar — Diefes giebt die merkwuͤrdige 

Proportion, CP: AP—=BP:PT. | 

9. Erempel. III. Es ſey die Gleichung fir die 
Frumme dinie: y=a-+bx-+ cx’ + dx’, und für 
die Coordinatenuundz feyfie u=a-+ bz+cz° + dz?.‘ 
"Die Frume Linie ift eine parabolifcye der zwenten Ordnung, 
Hieraus iſt — y — b Z—x) He — x) + 
d(z3 — xs), veru—y=b(z—x)+c(z+x) 
(ax) +dez’ + zx x) (z—x); alſo v:y 

—ı:b+c(z+x) +dez+zxt) Setzt 


man 2x, fo iſt t — 77cc5 Auf dier 
ſelbe Art findet man für parabolifche Linie höherer Ordnun⸗ 
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gen bie Subtangenten, —— derer die berihrenden 
ſich ziehen daſſen. 

10. Exempel. IV. Die Gleichum zwiſchen den 
Coordinaten ſey eine ungeſonderte (oder y eine — 
impli:itavon.x, namlich: 
ay — b y —- 6x2y 8 — esy=o. en, 
Statt der Coordinaten x und y nehme. man nun die beis 
den z und nı, für welche eben fo iſt 
aus — bzu? — cz?u+ dz! +ezu— ze 0%‘ 
Zieht man: die eritere Gleichung von dieſer ab, fo ift 
au — y, biut — yhz— by2(2— x) 


-.c(z2 —x?)u— ax? u—y)+da mx) ' 
+ez—sjur, xu- 0 3.. 
das iſt — 


[a whuy+y9—bzwtn—cx? ter] 
“—yp=iby? Er * — 
— eu] 2 x 

Alſo iſt 

v ya — — bz (u+y) — X®+ex)s 
[by? Heut — dar Hz tmd—eu] 
Setzt man u — y und zn, fo iſt 

tıy=lzaay —abxy—cx? Pex]: 
[by?+2csy—3dı?.—ey] 2 


11, Exempel. V. Es fen x der Logarithme von 
y in. dem · Syſtem, deſſen Baſis — a iſt, wenn nämlic) 
die dadurch bezeichneten dinien in Zahlen mittelſt einer bes 
liebigen Einheit ausgedruckt werden. Dieſe iſt die Ordi— 
rate AB in dem Anfangspuncte der Abſciſſen A. (Fig. 36.) 
Demnad iſt y — a*. In der Figur it PM — * und 
P — x. Eme andere Zah‘ fon u, und ihr Logarithme 
z in demſelben Syſtem, fo iſt u — a“. In der Figur 
wird u durch QN, und z durch AQ dargeſtellt. Aus bei⸗ 


| ben Gleichungen folgt erftlich durch die Divifion, " —az-x 
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en ara + b, fo iſtunach den binomiſchen Lehw 
— pa 4 

faße, — = ı+ (@ = 3) ee — = En, | 








rar) Ya te r*+ 33 
(2x1) hun I 

+2-:-2 * i 

alſo iſt ium % — ——— (0 Bi na L 

wı# + | 2, 

u- I gu —S a, 

—2F y(bt- 2 b# — —— 

Let. . | % a ; eg At PUR 3: S ih st 

PH: Wir Er: HR anhift are 

sd — 5862 
| Se. Subiieante Gin ber. ‚Shi, Es, wi — 
25 4 Be A 
er *55 * Pd Ä wo — — d folgende Su⸗ 


per Bier gefünbeiien Reihe bedeutet, . Setzt man in ber⸗ 
ſelben z = x, ſo ichalt man DEN, Bert, der Subtan⸗ | 


gente PT 


1 3: * Er j 
\ . 14 
. 1 





u te — — + db? , 03 
Die ie an ber Iogarirgmifchen $inie ift alſo eine 
unveranderliche Große. In dem Artikel von den Logarith· 

inen wird gezeigt, daß — 4b? 4 b° — bt +.eic 
— log, nat (1 +b= — log. ‚nat. a iſt Folglich if 

\ 

bie Subtangente ** —— Bill. man fie als 
rinie, ohne eine Einheit anzunepuen —“ fie 


AB KA 
— Da Logerithmen (6 mie auß Linien 


oder benannte Größen, fondern nur auf abfolute Zahlen bes 
sichen, fo ift 10g a, wenn a eine Lie bebeufkt als 


log. = zu betrachten, wo für 1 — Bene 


| her, zur Einheit diente. Fuͤr die Zahl t wird uun yg Be 
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feßt wo dreine abſolute Linie, ohne Beziehung auf eine 


d-- Sa tde hr Ka 
Anwendung der Tifferentialrechnung zur Beſtim · 
mung: der beruͤhrenden Linie. 


ı2. Eine berührende gerade Linie Fann auch erflärt 
werben, als diejenige, welche mit der krummen Linie in 
benr Berührüngspuncter einerley Nichtung hat. An. der 
geraden TMt Fig. 34.) fein die Abſciſſen AP, AQ; 
wie an der frummen AMER, die Ordinaten PM, Qt, fo 


- wird ihre Richtung beſtimmt durch das Verhältniß der Linz. 


terſchiede def beiden Abfeiffen und. der. Orbinaten, Mm; 
tm, welches für jeden Lnterfchied daffelbe bleibt, und’ — 
PT; PMiijt. An ver frummen tinie AM R wird bie 
Richtung in dem Puncte IM beftimme: durch-das- Gran: 
Pile.her Unrerfchiede Mm: Nm, da das Berhält- 
ni endlicher Unterſchiede vie Richtung der Ehordeioder def 
ſchneidenden s MN anglebt. Demnach ift die beruͤhrende 
gerade Linie diejenige, an welcher das Verhältniß der Un⸗ 
terfchiede zweyer Abſciſſen und der zugehörigen Ordinaten 
ben —— dieſer Unterſchiede an der Curve 
gleich iſt. Tr IR raten — 
3. Es ſey nun fuͤr die krumme linie AMR (Fig. 34.) 
die Abſciſſe AP'=—x, Ordinate PM = y, die — 
MT, die Subtangente P T = th iſt = —- 
Denn das Graͤnzverhaltniß von Nm: Mm wird 
durch dy : dx bezeichnet. Das demſelben gleiche an ver‘ 
berüßrenden it PM: PT; folglih it dy: dx —=y:t. 


Man kann die Formel.für t auch folgendergeftalt. ab: 
faſſen. Es ſey die Differentialgleichung zwiſchen den Coor⸗ 


binaten / EAx Qay ſo PL Qy, dt 9 — 
Die Formeln gelten fuͤr jeden Coordinatenwinkel. 

14. Wenn der Coordinaten⸗Winkel ein rechter iſt, fo 
iſt Die Tangente des Winkels TMP, ver berührenden mit 
der Ordinate (d, i. det Curve in M mit ber Ordinate) 


, 


Berüprende Linie a6: 


BT- dm nl none. ei 
= Bm ays und die Tangente des W. MTP,'ber 
— d sercel 
berliprenden mit der Abfeiffenlinie — * — 
nn ELF 0 Ze} N 


45. Die. Subtangente liege mit dem Anfangspunete 
der Abfeiffen auf derfelben Geite der Ordinate, wenn die 
abſoluten Weränderungen der’ Coprdinaten g’eigrramig 
a= Zunahmen oder Abnahmen) find; auf yerſchiede⸗ 
hen Seiten, venn dieſe ungleichhantig find. Ein Poſiti⸗ 
ver Werth von - J zeigt an, daß die poſitive Abſciſſe 
bon ihrem Anfangspunere an, und die Gübtangente PT 
von dem Grundpuncte P der Ordinate angenommen, entges 
gengeſetzte Richtungen habenz tin negativer Werth von 
‚dx 
* zeigt Das, Gegentheil an. Vey negativen Ahſciſſen 
verhält es ſich umgekehrt. Nämlich hier feige ein poſiti⸗ 
ver Werth der Subtangente an, daß ihre Richtung dier 
ſelbe wie die der negativen Abſciſſe iſt. Man-hat hier 
aber lieber auf die Richtung der poſitiven Abfeiffen zu ach⸗ 
ten, um die Beurtheilung der age der Subfangente ein: 
facher zu machen. 


16 Die Differentialrechnung leiftet das auf einem 
Fürzern Wege, was die obige Differenzenrechnung auf. eis 
nem längern fand.- Das Verfahren ift nach beiden im 
Weſentlichen daffelbe, nach jener aber iſt es Fürger, meil 
in den Differentialformeln alle die Rechnungen ſthon ent» 
Halten find, die nach der andern Nechnungsart in jeden Falle 
erft gemacht werben muͤſſen. Die Differenzenrechnung 
erläutert aber die Anwendung der Differentialrehnung 
auf diefen Fall, und überhaupt ihr Verfahren fehr gut. 
Man fieht daraus, wie ein von der Quantität der Unter⸗ 
ſchiede unabhängiges Verhältniß entiteht, und daß dabey 
nichts als unbedeutend Flein weggelaffen wird, fondern 
"daß Größen oder Berhälmiffe gleich geſetzt werben, die der 
Beſchaffenheit des Gefuchten zufolge nicht ungleich ſeyn 
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dürfen. r Berglei beider Rechnungsarten oben 
1 — "der Di ereftiglsechnung be 
Handeln. 


17. Die krumme vut ſey — Babe. deren Sid: 
bee — Mun iſt En aydy, ‚daher 
ux | 2y **3 
er * — > sall die Gubtangente —— — = — 8 


gr 
1% 8 — Sinie, fen eine Silipfe,. heren Gleichung 
it b b (aax—x 9* = aayy. — 


| iſt bb (a-%) de — — ne am! 
* ‚mr zu 


* Die krumme — ſey eine von der paraboliſchen 
BGattung, und ihre Öleihuug, y=a +bx +cx? 
+ dx... Die SMieeswinlsladung, iſt dy * bax 
= 2cxdx + dx "ar 

ni 
ii BETEN 
Dafer — — 

20. Die Gleichung für die krumme Linie ſeh 

ay—bxy®—cx’y+4 dx’ Lexy=o, 
fo ift die Differentialgleichung, wenn man zuerft bloß x), 
und darauf y veranderlich fest, (Diff. Gleich. 4 u. 21 x 

(byr2—acxy+ 3dx? + ey) dx 
46 ay — abxy—cx’ ex) dy=o 
ygay’— 2bxy—cx’+ +ex) 
Me EEE 
folglich by? + 2cxy —gdx:—ey 

27. ft die Gleichung die fransfcendente: ya“, 

fo wird aus der Differenzen: Gleichung die Differentials 


gleichung — y (6 —be + Ibs — etc.) hergeleitet, 


indem für den Quotienten der endlichen Differenzen der 


——— einie. = 267 
Differential⸗ Quotient 9 = -gefeßt, — er be 


Z=x genommen PR z vergl, Differ. Formeln $, 12, 


„pie met j F iſt die Conſtante 


F 4b ei, \ N. % 


22. Iſt auf derſelben Seite der: en Afiffenfinie = 
als eine fterige Folge von Ordinaten, wenn namlich die 
Lurve mehr als einen Zweig auf dieſer Geite hat. ſo hat 
die Subtangente für Puncte ‚der Curve, die auf den vers 
ſchiedenen Zweigen zu einer gemeigſchaftlichen Abſeiſſe ge⸗ 
hören, verſchiedene Werthe. Gi, kann daher, nicht bloß 
yon x eine Funetion ſeyn. „Llm-Die verfchierenen. Werthe 
derſelben zu beſtimmen, — man die Gleichung für 


dx 
den Diffrinialgnotienten ıdy' als eine endliche beran⸗ 


| derliche Größe, Pr, mit der Gleichung zwiſchen x und y, 
uud leite daraus Durch die Wegſchaffung von y eine Gleis 
‚ung jwifchen dein Quotienten p und x her. Aus diefer 

ichung muͤſſen ſich alle Werche'des Quotienten p für 
irgend eine Abſeiſſe ergeben, und daraus die Subtangen⸗ 
ten zu. dieſer Abſeiſſe. Iſt die Gleichung eine algebraiſche, 
ſo muß ihr Grad wenigſtens ſo groß ſeyn, als die Anzahl 
der möglichen Werthe wekhe ver zu einer und derſelben 
Abſciſſe gehörige Differentialquotient gaben kann. 


23. Schneiden ſich zwey oder mehrere Zweige der Curve 
in ‚einem Punete, ſo ſind in dieſem ſo viele berlihrende als 
Zweige, die ihn gemein haben. Die Formel für die Gub- 
tangente Fann aber Feine derfeiben angeben, weil die Wer⸗ 
‘the von y für dieſen Punct nicht verfchieden find. Aber 
die Gleichung zwiſchen dem Differentiafquotienten p und 
"pen Abfeiffe (22:) giebt alle Werehe‘ bon p ebeit fo. gut an, 
aols wenn al, Ordinaten zu einer Abſciſſe verſchieden find, 


——— nn ae ie een a sl ee se is nnd ner 


ı . er. 
Fahne 2 * — er 
- en ER 2.5 be Zu ne LT Alb, 2 ar Ben 
Anm — — — — * — 
or, 7 BEER TEE ET — 








——— —E [—[— - * = 
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. 24. Ein leichterer und auch in allgemeinerer Rückſicht 
merkwürdiger Weg die GSubtangenten "für den Durch— 
ſchnittspunct zweyer oder mehrerer Zweige zu finden, iſt 


folgender. 


dx .. *3 | 5 
Es jey dy = * wo P und Q Functionen von x 


und y find. In dieſen ſetze man x e fuͤr x und y+f 
für y, und bezeichne dieſe Ausdrücke der Coordinaten durch 
—J ee dx! » 
x! und y', fo. daf dy: — art wo P und Q dies 

felben Functionen von x und y nie vorher, ihre Differens 
jen AP und AQ aber zugleih von e und f find, Für 
x—a, undy=b, foerde ſowohl P als Q Null, fo ift 


dx" a0, Je kleiner e und f genommen werden, 





day TA 

———— de... dx, 

deſto näher fommt der Quot nt day: dem 5 und 
BI, 08, ie Coordi 
5 dem dp Dabher iſt für die Coordinaten a und b 


EEREDNE R ER 
der Differentialquotient 7 „Äi mıza und 
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b jfegen iſt. Divibdirt man in F Zähler und 


Nenner durch dy, fo enthalten fie ven Differentialquotien: 
gen Ge hebt beftändigen Größen. Wird nun die Gleich: 


| ER: 
ung auf beiden Seiten durch dy multiplieirt, fo entfteßt 


dx 
eine quadratiſche für dy Hiebey wird vorausgeſetzt, 


- dp d > ! 
daß dy und Er nicht zugleich Null find, unb daß der 


erftere Quotient nicht eine gegebene Größe fen; dann erhält 
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man zwey Werthe fuͤr Ir und dadurch auch für die Sub⸗ 
tangente an dem Doppelpunete, wo ſich zwey Zweige 


ſchneiden, und x«—a; y=b iſt. | 
Wenn inAP und AQ alle Glieder fich heben, Die e 
und f einfach enthalten, und nur die mit den Quadraten 
und höhern Potenzen nebſt Producten von e und £ bleiben, 
fo wird die Gränze von = eine gebrochene Function, die 


2 | 
das Quadrat von = enthält. Iſt diefes nicht bloß im 
‚Zähler, fondern auch, im Nenner enthalten, fo entſteht 


d d d 
aus der Gleichung 2 er eine cubifche für 27° alfo 


—gP 

für den Fall, da dren Zweige ſich in einem Punete fchneis 
A4A40 

den. Wenn in = auch e’, f? und ef wegfallen, fo 


J | dx 
entjteht eine Gleichung vom vierten Grade für RE in dem 


Falle, daf vier Zweige fich in einem Puncte fchneiden, 
Auf ähnliche Art bey noch größerer Anzapl gleicher Ordie 
naten an einem Puncte. Ä 
25. Erempel I. Die Gleichung fey 
xꝰ 4 xyꝰ gt H3x—4ytsmo, 
welche für x — + ı diefe wid: y? —4y-+-4=o, 
- oder (y—2)” —=o0, fo daß beide Werthe von y—=-+ 2 
find. Die frumme Linie ift Fig. 37 Tab. IH. abgebilder, 
. Sie fchneider die Abfeiffenlinie AX in drey Puncten B,. 
CO, D, für welche die Abfeiffen AB, AC, AD bie Rur: 
zeln der eubifhen Gleichung, xs — 5x? + 3x +5 —o 
find, und erſtreckt ſich mie zwey unendlichen Schenfeln, 
MU, DU, längs der Afymprote AU, bie durch ben 
Anfang der Abfeifjen A geht. Sie hat in Beziehung auf 
die Abfeiffenlinie zwey Zweige, die ſich in M fchneiben, 
für welchen Punct die Äbſciſſe AP— + ı, und die Or⸗ 


BE 
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dinate PM=+2ifl. Hier find jtven beruͤhrende TMt 
und TMt', deren Lage zu beitimmen ift, Für einen 
unbeſtimmten Punet der Curbe iſt | 
dx 4- 2ıy 
ey Per er he 
Fur den Punet M, an dem x — z rn und y-+ 2iſt, 
® Zahler und Dienner Null. Da dQg — — 2ıdy 
ne rydı, ud dP—=6xdi-+ aydy— ‚odx; ſoig 
fuͤr x — und y —423 


d 
aQ=-2iy 4m: (1 Be - I 


az +ady—rd= Gi - ar 
Folglich iſt 


—— +) 22 (ı- * — 


Daraus wird — 


23 
—71=0, 
ins daher 7 * — — 


Die ne id PT=z2-2 v3; und 
PT =2—2V3. Die negative har die Richtung der 
pofitiven Abſciſſe AP, zufolge (14.4 


26. Erempel, I. Die Gleichung für eine Ecumine. 


} 
' 





gleiche Werthe, + ı hat. Kir diefe wird der Zahler und 
44 d 
Th Menner des Quotienten = Null, Es iſt 


» 


— 
— * E —— 2 Er Bewer —— — , 5 . 
ED a TÜR — — — * RETTET TEE en _ 7 
5 eo Ze DERD . £ . 


|| VUinie fen 

I ss -xP—oXt—2y+2=o, — 
|: Sl fo ift — 
‚| Hi dx __ _a—2xy | 
2; ill dy ge ty 
% —9 irrt mir Ir 2 0; fo daß y zwey 
! f 

, 


' 
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dQ——aydx—zxdy, und dP— 6xäx-öyde 
— aydy, al re + ı, und y 4 By: 

. dQ—=-2adm2ady=m-2 (2 +1) dry, 
er ’ ) 3 153 2: 
J dx N 2; 
a? = adx 2dyz a (Z un ).dr. 
„3, dx. . RD 3 
Demnach iſt m und bie Subtangente 
| F ——1. Diefer einfache Werth zeigt an, baf die 
krumme Linie fiir Die Eoerdinaren, = + 1, undy— +1 
eine Spitze har, in welcher zwey Ziveige an einer gemein: 
ſchaftlichen Berührungsliyie zuſammen kömmen. Cie iſt 
in Fig. 38. Tab. III. abgebildet. Sie erſtreckt fih mit 
zwey unendlichen Schenfeln MU, BU an der Aſymptote 
AU hin, und ihre beiden Zweige vereinigen ſich inM, ‚ohne 
fich zu ſchneiden. Die Sußtangente ift PT, negativ, 


. und hat daher von .P aus mit den pofitiven Abfeiffen dies 
-felbe Richtung. — 


Lage der Beruͤhrenden für Ordinaten aus einem 
Duncte. - 


27. Es ift BMR (Fig. 39. Tab. III.) eine frumme 
Linie, in deren Ebene ein beſtimmter Punct C,. von dem 
an die Frumme dinie gerade wie CM gezogen werden, Jeder 
Punct M der. Curve wird durch die 2ange von CM und 
ihren Winfel mit einer firen durch A gelegfen geraden AC 
beftimmt. Es wird eine allgemeine. Formel für die Sage 
der berührenden TMt gegen CM gefucht, vermittelſt wel« 
her der Winfel CMT aus der Gleichung jwifchen CM 
und ben Winfel ACM hergeleitet werden Fönne.: 

Man ziehe noch eine Ordinate CN, welche die berüh⸗ 
rende in t ſchneide, und beſchreibe mit CM ala Halbmeſſer 
den Bogen Mm innerhalb bes Winkels MON. Der ver— 
anderliche Radius der Eurbe CM fen y, und CN =y+4y3 


ur, » a , v2 


— 
7 


ea BEER 


a N EEE 


A he ae een sa 


ee ge . 
BR —— 
RETTEN, 





— 
im . PORN 
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pr Win: ACM—= 9, und MEN—=AD. "Ein 
Wimkel ift bey der Bergleichung mit Linien ein Kreisbogen, 
deffen Halbmeffer die Imearifche Einheit ift. Die berühr 
rende ift auch hier die gerade, an welcher vas Graͤnzver⸗ 
haͤltniß der Veränderungen der Eoordinaten, nämlich t m 
und MG& gleich iſt dem Gränzverhältniß der Veraͤnde⸗- 
rungen Nam und MCN an der Eure, Man ziehe noch 
die fenfrechte CP auf die berührende, ſo iſt col M CP 

: CP" ee IB — 
= cp und coftCP —= > daher 


— 6t 
cof MC P— coftCP BEE ON ne 


CM.Ct 
(Goniometrie, 2$.), 
afn, (MCP-+-tCcP.fn3MCı= 


CP(Ct—CM „ Ct—CM _ 
CM. Mb A* 


CM.Ct 2lin3Mct „, , — 

— "Mei fnz icry 
——— _CM?finMcp 
DieGränze dieſes Werthes iſt — ns 
oder, weil CP —=MC. colMCP ift, dieſe, 

CM. fnMCP CM '\, # 
SolMmor. ' ber tangC,MP- Diefe Gränze 


AY 


ift auch die von dem Quorienten Ao Da diefe durch 
Be ta ea 
od bezeichnet wird, fo ift do ung MP’ alfo ift 


ydd 2 Ä 


tung OMP= 7, 


Das Differentialverhälrniß von tm zu MCt kann 
man etwas Fürzer durch die Differenrialrechnung erhalten. 
Es it CM CP. ſec MCP, und das Differential von 
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“u —cCP®. d fec. MCP —= CP. [ec. McP. tang 
MCP.dMcP. — CM.tang MCP.dMCP 


CM j — 
er dMC P. (f. Differentialformeln.) 


28: Erempel. Es iſt AMR (Fig. 40. Tab, III) 
eine Parabel, deren Are AX, Brennpunet F. Die Ors 
dinafe aus dem Puncte Fit FM=y, der Winfeh 
AFM =9, der Parameter =a=4AF, Die 
Gleichung zwifchen y und 9 ift | 

. ga=f(r+olp)y,. | 
wo colQ für einen ſtumpfen Winfel negatib iſt. 

Br afinod®  vfnpdo , 

Es iſt 4y 204c0) 7” 1ı-+co[lp ? 

ydo :ı+%[P u 

alſo — na = cot 0. | | 
Die berüßrende in M fen TMt, fo iſt ang FMT 
Z=cot3 9; alo FMT=90°-I9. 

Man ziehe MQ parallel mit AX, fo iſt FM 2*0. 
Ferner ſey MN fenfrehtauf TMT, fo it FM N=49, 
ao NMQ=NMF, und QMt—FMT. Wenn 
AMR die von F an fie geogenen Linien nach demöefege 
ber Zurückſtrahlung für das dicht zurück fender, fo find die 
zurückgeworfenen ber Are parallel, und die mit der Are. 
parallelen, Linien werden nach dem Brennpunct hin gebogen, 

Daher if der Winfel MT F der berührenden mit der 
Are gleich dem FMT, weil jener = QMt ift. Folalich 
ft FT=FM. Auch iſt FN—= FM, weil FNM 
= NMQ=NMF Alſo FN=FT. u 


29. Grempel. Es iſt AMB (Fig. gr.) eine halbe 
Eilipfe, AB die große Are, C der Mittelpunct, F, G find 
bie Örennpuncte, man’ fucht die Winfel der dinien F M, 
GM mit.der berührenden T Met. | 

Es fy AC=a, CF =CG=e, und a—ee 
— bb, dem Quadrat der halben Fleinen Are ; FM=y; 
| M © 
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| bb | 
AFM=P®, ſo iſt y= ae 006 Daraus . 
| bbefing.d® - | 
dy=— af negativ, weil y abnimmt, 
4 
wenn @ wählt. Alfo it ang TMF= er : 
_ecof \ 

— — or » wo die Megation einen ſtumpfen Wins 

a- [q 
kel anzeigt. Oder es ift tangtMF= —— 


Die Linie aus dem andern Brennpuncte, GM, ſey 
— 2, und AGM= vo, fo iſt em 
und tang met . 
- Setzt man für die Zähler ihre Werthe durch yundz, 
fo iſt tang tMF= — | | 
amd tang TMG = an 


oder y fing —z. finw, fo find beide Tangenten einan⸗ 
der gleich, und die gleichnamigen Winfel der Linien aus 
den Brennpuncten mit der berührenden find gleich groß. 


J Dayız —=fin»:fin®, 


. d j | 
30. Erempel. Es fen er a, einer ‚unberäns 
en ad 

derlichen Größe, foift dd = — 


daher © — alognat - » wo c eine willführliche Größe iſt. 
Die Linie iſt die logarithmiſche Spirale. 


1* F . 
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Berübrende krumme Linien. | 


31. Eine frumme Linie berührt eine andere; wenn fie 
in einem gemeinfchaftlichen Puncte diefelbe gerade berlihs 
‚rende haben. u 


32. Einen Kreis zu ziehen, der eine krumme Linie 
AMR (Fig. 42. T. III.) in den Puncte M berührt, jiehe 
man zuerjt die berührende T Mt mitreljt der Subtangente 
PT, und auf diefe die fenfrechte NMn. ‚Auf diefer nehme 
man irgend einen Punct C, Cauf.der einen oder der andern 
©eite von TM t,) und befchreibe aus diefem als Mittels 
punet durch M einen Kreis, fo berührt diefer die Frumme 
Linie. Liege der Kreis auf derfelben Seite der berührenden 
geraden mit der Frummen Sinie, fo geht er entweder zwi⸗ 
fehen der geraden berührenden und der krummen Linie durch, 
oder die Frumme Linie liege zwifchen der geraden berührens 
den und dem Kreiſe, wie es in der Figur der Fall iſt, oder 
der Halbmeffer des Kreifes hat eine folche Größe, daf der 
damit befchriebene Kreis den Uebergang von den Kreifen 
in der einen Sage zu denen in der andern macht. Diefe 
ausgezeichnete Größe des Halbmeffers finder fich bey dem 
ofeulirenden Kreife oder Kriimmungsfreife, 


33. Aus der Gleichung für eine krumme Sinie werde 
die endliche Differenz; zwener Ordinaten, Ay, duch die 
zugehörige Differenz der Abfeiffen, Ax, mitcelft des Tays 
lorfchen Lehrſatzes dargeftellt, nämlich 


_dy Sy day * 
‚= dr 1.2 dzı ax T 1.2.34 0% T 


etc. 


Die Differentialquotienten follen immer veränderlich blei: 
ben, fo daß die Reihe nirgends abbricht. Lieber derfelben 
Abfeiffenlinie, und mit demfelben Anfangspuncte der Ab: 
feiffen, fen eine.andere Frumme Linie verzeichnet, an wel⸗ 
cher die Differentialquotienten eine endliche Reihe ausmas 
hen. Die Ordinaten an diefer ſeyn z, zu der mit jener 
erſtern Linie gemeinfchafslichen Abſciſſe x, und. | 
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z—=Conlt Hax+ bx? +cx’+ dxt + ete. 
mit einer endlichen Anzahl Glieder. Für x — h, und 

—kfy z—=y-=k, und die Conft. werde biefer 
Annahme gemäß beſtimmt, damit beide Linien eine gemein 
fehaftliche Ordinate für x = herhalten. 

_ ii dz dy dz dey diz _dy 
Denn ET Ir 3 da I Ta? 
u. ſ. f. fo berührt die parabolifche Linie Die gegebene in dem 
Endpuncte der Ordinate k, und die Berührung iſt deito 


-  inniger, je mehr Ölieder in ber Reihe für z genommen find. 





34. Es ſey zuerſt z=C+tax Fbxe, welches eine 
dz i 
Gleichung für eine Parabel it, pift „.=ar abx, 


e 42 — 
mb ab, alſo nach dem Taylorſchen Lehrſate, 


Az —(a+2bx)Ax+bAx?, wie man es and) durch 
die Differenzenrechnung findet. Setzt man die beiden Glie⸗ 
der diefes Werthes von Az den beiden erften in dem Wer— 
the von Ay gleich, fo find dadurch Die MWerthe von a und 
b beftimmt, da x einen gegebenen Werth h hat, Setzt 
man nämlic) der Abfürzung wegen, 
U ay—aax+BAax? +yAx5+daxt + etc. 
foitap2bh=o, und b=ß, alfo a=a—2lh, 
imd z + Az iſt von y+ Ay nur durch die Glieder ver 
fehieden, welche die dritte ‘Potenz und höhere von Ax ent. 
halten, fo daß der Unterfchied gegen Az oder Ay ın einem 
viel ftärfern Verhältniffe abnimmt, ald nad) welchem bie 
Differenzen Ax Feiner gemacht werden. Die parabolifthe 
Sinie entfernt fih von der gegebenen Curve weniger als die 
gerade berüihrende an den gemeinfchaftlichen Puncte beider. 
. Kür die gerade berührende ſey die Gleichung t — C 
+(a+2bh)x, wm C=k—(a+ abh)h, fo ift 
At — (a 26h) ax, welches mit Ay nur in dem erſten 
Gliede der Reihe übereinkommt. Die jest beſtimmte pa= 
raboliſche Linie nähert ſich auch der Curve mehr als jede 
andere ihrer Gattung, welche die Curve in beinfelben 


' 
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Puncte wie jene berührt. Denn fiir die letztere ſey die 
Öleihung Az! — Conft + mx + nx*, mo z' ihre. 
Ordinate bedeute, ferne m + 2n = «, aber nicht. 
n—ß, fo berührt fie zwar die gegebene Curve, weil fie. 
eine gemeinfchaftliche: berüßrende mit ihr hat, die Diffes 
ven; Az! weicht aber in dem zweyten Öliede ihres Wer» 


thes von dem Werthe Ay ab. 


35. Es fy z=Conf. Hax+bx®+cx’, fo 
it Az =(ca+2bx + 3cx?)Ax + (b+3c0x)Ax? 
+cAx3, wie man-es fowohl durch die Differentialueche 
nung aus dem Taylorſchen Lehrſatze, als durch die Diffe⸗ 
renzenrechnung findet. Nun ſey a+ 2bh+ 3ch* 
—a;b+3ch=ß;c=y, fo iſt für «—=h bie 
Ordinate z an der parabolifchen Linie von der Ordinate y 
an der gegebenen Curde nur in denen Gliedern verfchieden, 
welche Ax‘ und höhere Potenzen von Ax enthalten. - Die 
Abweichung nimme daher bey Verminderung der Differenz 
Ax fehr ab. Die parabolifche Linie berührt Die Eurve 
genauer als die von der erſten Gattung es thut. 


36. Auf diefe Art Fann man parabolifche Linien höhe⸗ 
ven Grades finden, welche die gegebene Curve noch volls 
fommener berühren. Wenn die parabolifche Linie des 
erſten Grades zwifchen der Curve und der geraben berühs 
* renden durchgeht, fo geht die parabolifche- des zweyten 
Grades zwifchen jener und der Eurve hin, die vom dritten 
Grade zwifchen der vom zweyten und ber Curve. u. f. f. 


37. Man darf daher für einen Bogen irgend einer. 
krummen Linie ven Bogen einer parabolifchen feren, wenn 
- man fich nur wegen der Gränge der Fehler verfichern kann. 
Denn aus der Gleichung zwijchen den Koordinaten ergiebt 


1 Er d 
fih der Differentialquotient T. ’ und daraus Die folgen; 


den; aus diefen die Größen u, 3, y, etc. und Daraus 
a, b, c, etc. nebſt der Eonftans. Auch ohne die end» 
liche Gleichung für die Eurve zu haben, genügt es an dem 
erſten Differensinlquotienten, wenn nur bie Ordinate k 
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8. — erſten 12 Bernoulliſchen Zahlen ſind 
A= z J ‚B= — 
1 
— 2 | = 30.’ 
— — 61 
1* 66 £ 72730 
— ——— En. 1.2.5.2 
G= 6 j H= 5sıo > 
| __ 43867 | 14611 
x Im 798 Beh. — — 
ee, M= assbaoız, 
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4. Er fon die Bernoulifgen Zahlen, A, 3, C, 
ı 5 .- — N, N, N, N, etc. wo N die nte der- 


ſelben, N, die (n — rJte, u. ſ. f. iſt. Die Binomial⸗ 
Coefficienten in der (an + rjten Potenz ſeyn A, B, €, 
D, etc. fo it (Poren; III. 20). 












” Ph in — 7 “ ITA 4 — * * u , 
—2— — — RESTE win — RE ; 
* ua * * A * — ran 10. J 
m I ee EEE — Kite ch 2* ga a 
Ben ee ⸗ BEN Eee 36 — — — Ta Te - Ma en he nn ae en a — 
- m ” F er —— RER - —— un — 
— — * a RETTET 5 —— — ———— * Pr - — — 


J AN—EN+ EN—ON +... ICH DB 
J EBATIIiFA. 
Setzt man fürn — 1,2,3, etc. fo iſt 
ji 3A+ı=+> 
1 — 5,258 A—1= 2 
HE 7.6.5 ..3 7 
h | Er 
— 
ai | 9:8:7_ 9.3 9 
4 Se Fr 3 — — "2 
4 | . 11.,10.9 —— I1..5 
j Ni ‚kb 5 7 * 247 
IE EIN — FE I 
N IE * 14:9 ATI=TZ 
in 
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5. Um das Geſetz der Formation deutlicher zu ma⸗ 
chen, ſetze man 7 
A=ı..a B X. 2. 3. 48 


—J 
C=12.6y ; D=12.2...88. 
”“ | 








E= ı.2.. 108 etc. 
fo ift 
Ei ı 
0 ee 8.77 
& I ! . 
B: 1.2.3 1.5 — 1.4 


⸗ 


J— | 
trete 





y 8 BZ 
d 1.3.3 10.501.977 109 a I, +8 
Is Y.B ı 
——— 1.2. 3 1.5 1 rt — — 
———— 254,10 ° 
uf. f. 


- + Die Größen — r, a, ß, Y 4 », etc. machen eine 
rücklaufende Neihe aus, deren Relations - Scale ift 
1 I 1 — 

* 1.23 9 125 ER 1.2.7 ° u. ſ. f. 
nur daß zu dem hieraus entſtehenden Werthe jeder noch 
eine Größe von der Form kommt, wie diejenigen ſind, 
die in den vorhergehenden Formeln den Theil rechter Hand 
ausmachen. | 

6. Dan vergleiche mit diefen Kormeln diejenigen, wel⸗ 
che für die Nelationen der Coefficienten in der aus einer 
gebrochenen Function entfiehenden Reihe, im dem Ark, 
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8. * erſten 12 — Baplen find 





A=z u Er 
= : Er 
E=% 3 * Fe; 
a en 

— —— mr, 


38 7 
4 Er Tre die Bernoultien Zahlen, A, B, C, 
Deus „ N,N N, N, N, etc. wo N bie nfe dere 


felben, N, die (n — i )te, u. ſ. fe iſt. Die Binomiale 


Soefficienten in der (an + rjten Potenz ſeyn A, B, €, 
D, etc. fo iſt (Potenz III. 20). | 
AN—EN+EN—ON+... LICH DB 
+28Atı=t}N. 

Set man für n Piper 1,2,3, etc. fo ift 





;JA+ı=+? 
nn} 

10 — En4 2ı41=+ 
Ders a 
a Drau — 5 


| 4aayitı=tz 
u. ſ. w. 
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5. Um das Geſetz der Formation deutlicher zu ma⸗ 
chen, ſetze man 











Azı.2a ; B=t.2.3.4ß 
C=1r2.%% 3 D a.2... 32 
E=12.1008 5; _ ew. 
fo ift 
——— — 
“1772; +:73 
& I 1 
—— —37T + 1u.4 
Er Be 1 us 1 
As 1.2.3 re Rene mE - 
Yy ß & I _ 1 
— I, at nr — 1. +8 
Ss Y ß a 1 
e=- — —+ — ⸗—— — — + „= 


1.2.3 Ir. 1.+7 1.9 
j I 


++ EL, 7: e 





uf. f. 


Die Größen — 1, u, ß, Y 2 @, etc. machen eine 
rücklaufende Reihe aus, deren Relations - Scale ift 


7 1.23 ° 1.2.5 2 7 1.07, u. ſ. f. 


nur daß zu dem hieraus entſtehenden Werthe jeder noch 
eine Größe von der Form kommt, wie diejenigen ſind, 
die in den vorhergehenden Formeln den Theil rechter Hand 
ausmachen. | 

6. Man vergleiche mit diefen Formeln diejenigen, wel⸗ 
ehe für die Relationen der Coefficienten in der aus einer 
gebrochenen Function entſtehenden Reihe, im dem Art, 





/ 
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Rücklaufende Reihen, 9. ſich finden. Es erhellt daraus, 
daß die obigen Zahlen &, 8, Y, d, etc. Coefficienten 
in einer Reihe find, vie aus einer rationalen gebroch— 
nen Function einer "Seränderlichen Gräfe entſteht, wo: 
rin Zähler. und Neuner eine ohne Ende fortgehende 
Reihe find, Um die gebrochne Function nad) dem hier 
vorfommenden Falle einzurichten, ſetze man ben 


Dividendus=ı-az + bz’-c23 + dz4 eas + etc. 
. Divifor = ı -Az + Bz’-Czt + Dzö-Ez5 + etc, 
Duotienten = ı- az — Bz’-yz3 — dzt-525-+ etc, 


wo A, B, C, D, etc. aber nich Die Bernoulliſchen Zahs 
len — ſondern Coefficienten, die noch beſtimmt 
werden ſollen. Es iſt nun 
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ee r-Az=-+a — 
8 —Aa—B =—b 


y—Aß+Bett=+e 

I IB Den 

e A + By—Ccß+ Da +E=-+e 

etc. 
Die Vergleichung mit den Formeln für &, ß ete. 


in sit 4a Far: —— 





1. 2· 3. - u 2..5 P 
ZN; 1 ı 
— 1.2.7 >= 1,2..9 ’ sa ER 
u. ſ. w. Ferner | 
=} — bh SRH 3 
ö I 1 1 
a 


—— Zablen 457 


—* ing San + et 
> 





— 0%. + etc, EEE 17 2 
+ 0 — PX) — etc. (Epflomerrie , 5 


6.) Man ſetze — 0 für 2, und multiplicire zu⸗ 
gleich den Diviſor durch ©, Dagegen man den Quotiene 
ren duch 9 dividire, fo ift der Dividendus —— 


1’ cof. 9); der Divifor fin O, und der ‚Quotient — 


ap? — B0⸗ ⸗78 — 097 — ete. Nun it 
CZ 

In = =} coung. #9 Somometre, 38.). 

volglich if a ne | 

Foot — 0 — Rp: —— de | 


etc. 


Die — lliſchen Zahlen ſind alſo — ber Coefficien⸗ 


ten in der Reihe für cot 39. Es iſt, wenn dieſe Zah⸗ 
len ſelbſt wieder eingefuͤhrt werden, 


A B 
cot g =. 9 — — 








2 Wenn cot 5” a9 —bo! — 9 
— ao? — e99 — etc. sefegt wird, ß a Etlen⸗ 
trie, 15.) 2 
z1*1 "sb aa 
go=sab. sdmaac+tbb 
sıe=2ad+2bc 13f=2ae-ra2bd+ce, 
155 =—a2af-r2be-+rzcd etc. — 


Pe |" 5 Wernoulliſche BZahlen 
Da — — ſind, ᷣ iſt 
so S — "240 — "4693 rn Jg 09° 


— 87 5, 0° alſo iſ m 
. 4a —a; 4°. B=b; aymc;4t. —E d; 
"45.2 e5) etc. Setzt man für a, b, c, etc, diefe 
Wercthe in den angeführten Formeln, fo laſſen dieſe ſich folge 
weiſe 9 4*,4 8etc. dividiren, und es bleiben 
„Diefelben $ elntionen Mwiſchen den Zahlen &, ß, y, etc, 
wie zwifhen a, b, c, etc. nur MB: ihre Berib⸗ andere 


—E— * an * * — 
— — a 
— — Ki gez 





# ſind.Es iſt 
—56 
fi 77=2uß —— | 
; R i ae m2edtaßy‘ 13 { 20 +2ßd+: yY 
IT 157200 +aßr+2yd etc. 
j ! . 9, Die Nelationen der Bernoulliſchen Zaffen, A 
BE B, C, D; etc. fer‘ fü nd ‚folgende: 
’ en ih Er 
$ 5B _ hr aA | | 
'E I.2 s 
4 — 6.5 I ? 
|: y=r7 2AB 


0 7. Ac4 BB 


une. »AD+ 2BC 


——— — — 
— 


120.7 
vs 
ab 12..9, — 
rt AE+T., * 2BD-4 : CC 
Le 





sch Li Kurse aBE+TE "cd 


etc. 


os 


‘ 
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Der Weg, aufmelchen. diefe merkwürdigen Relationen 
der Bernoulliſchen Zahlen hier gefunden find, iſt ein ans 


berer, als der mühſamere, auf welchem Suler inden Infütt, 


Calc. diſſ. P.IL cap.5. dazu gelangt iſt. 


Beruͤhrende gerade Linie an einem Puntte 
einer krummen Linie, (Tangente), iſt diejenige, welche 
zwiſchen zwey ſchneidenden Linien, die durch dieſen Punct 
und einen andern, auf entgegengeſetzten Seiten def 
felben, gezogen ſind, innerhalb ihres -fpisigen Winkels 
liegt, diefer Winfel mag noch fo Klein und Eleiner als jes 
der angebbare fenn. | | 

I. Die frumme Linie ſey A-MR, (Fig. 34. Tab.ID, 
Durd) den Punct M, und die beiden Puncte N, n, auf 


entgegengeſetzten Seiten von M, feyn die fehneidenden, 


NMS, Mns, ‚gejogen, fo liegt die berührende TMt 
innerhalb des ſpitzen Winfels SM s und feines Ökheitel: . 
winfels , fo Flein auch der W. S Ms werden mag. Wenn. 
die Linien NMS und Mns fich um M drehen, fo fallen 
fie , indem fie ihre Stellen wechſeln auf der berührenden 


in eine einzige gerade Linie zufammien, 


2. Kann die frumme Linie nur in zwey Puncten von 


einer geraden gefchnirten werben, fo iſt eine berührende 


diejenige, welche nur einen Punct mit ihr gemein hat, 
und ganz auf einer Seite derſelben liegt. Es giebt aber 
viele krumme Linien, die von einer geraden Linie in mehe 
als zwey Puneren gefchnitten werden. Darum Fann man 
die berührende nicht allgemein für diejenige erklären, die mit 
der Frummen Linie nur einen Punct auf die-gedachte Are 
gemein hat, oder man müßte diefes auf eitten ge 
wiſſen Theil der: krummen Linie einſchränken, wie Archi⸗ 
medes bey ſeiner Spirallinie thut. Er zeige von dieſer, 
daß jeder ihrer Umlaufe nur in einem Puncte von der be— 
ruͤhrenden getroffen wird. 

.: 3. Wie die beruͤhrende an einem Kreiſe gezogen 
wird, lehren die Elemente, f. Kreis, 

4. In einem Kegelfchnitte Fann durch jeden Punet 
eine gerade Finie gelegt werden, weldye alle unter dem ge: 

| 
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Hörigen Winfel gezogenen parallelen Chorden oder Doppel⸗ 
ordinaten halbirt. Die mit diefen Chorden durch den 
Endpunct diefer Linie gezogene parallele Linie berührt den 
Kegelſchnitt, fe Linien der zweyten Ordnung. - 

5. Die Benennung, Tangente, wird ſchicklich 
der tinie, welche in der Goniometrie und Trigonometrie 
zur Beftimmung eines Winfels gebraucht. wird, eigen ges 
laffen werden fünnen, 


Analytiſche Methode, merade berührende an eine 
krumme Linie zu ziehen. | 


6. Es ſey AMR (Fig. 34.) ein Bogen der frummen 
$inie, für welche eine Gleichung zwifchen den Eoordinaten 
AP und PM gegeben ift. Man nehme irgend einen 
Punet N auf der einen oder der andern Seite von M, und 
ziehe NQ parallel mit MP, fo finder jwifhen AQ. und 

ON dieſelbe Gleichung Statt, wie jwifchen AP und PM. 

urch M, N werde eine gerade Linie NMS gezogen, wel: 
che die Abfeifjenlinie APQ in S rreffe. Es fen Mm pa⸗ 
rallel mit AQ, pitPS: PM =Mm: Nm, Das 
Verhältniß Mm; Nin fuche man durch die beiden Ab- 
feiffen und Ordinaten, und durch PS; auszudrucken: 
Setzt man in diefem Verhältniſſe AP = AQ, und MP 
—NO, fo geht die fchneidende SMN in die berüßrende 
TMt über. Denn durd) eine ähnlicdye Annahme für: die 
ſchneidende M ns auf der andern Geite von M wird Ps- 
— PS,daberMns mit NMS ineine gerade Linie zufanımen 

fallt, das ijt, beide fallen in die berührende TMt, 

7. Erempel. J. Es fy AMR (Fig. 34.) eine 

Parabel, deren Are AP, und Parameter = a ift. Die 

Hrdinaten MP,NQ ſeyn ſenkrecht aufdie Are; und AP—x ;' 

MP =y; AQ=z; NQ = u; die Gubtangente 

- PT=t, und die Subfecane PS—v. Es iſt ax 

y; ıwaz—=u°; fenrvy = z—x: u-y. 

Jene erftere Gleichung von der zweyten abgezogen giebt 

Bu id, a(z—-x)—u— y'—(u+y)(u—y). Daraus iſt 2 ⸗ x: 
3 u—y=u-+y:a; folglich yvr — u 4y: a Die 
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felbe Proportion wird erhalten wenn N‘auf ‘der andern 
Seite von-M, in n, genommen wird, Setzt man u=y, 
fo werden: die Werrhe von PS ‘und Ps ſich gleich, das iſt, 


v= t, und t: y_ 25 a, alſo t = zZ oder t ⸗ 2x. 
Iſt Ex7 gefunden, ſo iſt dadurch die beruͤhrende beſtimmt. 


8. Exempel. II. Es ſey AMB (Fig. 35.) eine hal⸗ 
be Ellipfe. deren halbe große Are AC = a; halbe kleine 
CD = b iſt, Die: Eonftruction und die Bezeichnungen 
wie in dem 1. Erempel. Die Gleichung für die Coordi⸗ 
naten AP (=x) und PM (=y) ift b* (zax — x’) 
=a'y”, und für AQ, QN ift fie b’ (zaz — z*) 
‚au. Durch die Gubtraction wird erhalten 


aab: (z—x )—b’ (2 x)=a’(ur — y’), das iſt, 


2 abꝰ (2 -x)—b’ (z + x) (z—x) = @(u+y) 
w—y) DBaviy=z— x:u—y fillv:y= 
a® (u+y): 2ab ⸗ b’ (z-# x), esmag Naufdereinen 
oder der andern Seite von M liegen. Setzt man z=x, 
und u — y, fo werben die beiden Werthe ber Subſecante 
v für entgegengeſetzte Lagen von N einander gleich, und 
—PT, pdaft:y= ary: b’(a—x),pdrt= 
a’y' 2ax — x — 
—F—— — Dieſes giebt die merkwuͤrdige 
Proportion, CP: APBP: PT. 


9. Exempel. III. Es ſey die Gleichung fuͤr die 
krumme Linie: y=at+bx-+ cx” + dx’, und für 


die Soordinatenuundz feyfie u=a-+ bz+cz’ + dz3,‘ 


Die Frame Linie ift eine paraboliſche der zweyten Ordnung, 
Hieraus Hu—ymb ax) Lea@!— x) + 
d(23 —x5), veru—y=b(z—x)+c(z+x) 
(ax) +dlz’ + zx 4x) (z—x); alfo viy 
—ı:b+c(z+x) +dz+zx+x) Get 


man z—x, fo iſt t ⸗ — II7 Auf dier 
ſelbe Art findet man für parabolifche Linie höherer Ordnun⸗ 
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gen die Gubtangenten, —— derer die berührenden 
ſich ziehen laſſen. 

o. Exempel. IV. Die Gleichung zwiſchen den 
Coordinaten ſey eine ungeſonderte (oder * eine functio 
implicitasonx, namlich: ©: *7 
ay — b V —.cx?2y + dx’+ exy=o.. — 
State der Coordinaten x und y nehme: man nun die bel⸗ 
den z und n, für welche eben fo ift ; 


aus — bzu? — cz?u + dz' +ezu — =2.:0% ° 
Zieht man-die eritere Gleichung vondiefer ab, fo ift 
au y,, b: u? — yd)z— by?(2—.x) 


 c (22? —x?)u—cx?® u—y)+ d(zi — x) 
——— ex u - —0. — 
das iſt —— 


NEE ER 1 Re BER 
aM—yp=iby?+cut:) — betr äshel) 
— eu] 2. Me. 

Alſo iſt 

vıy'a’u® + — — bz (u4 — cx 4ex * 
[by? +eua@4n— da? +zxtxY)—eu]) 
Setzt man u=y und z = x, fo iſt 

ti y=l3aayp —abxy—cx?: tex]i 

leye — — 


11. Erempel. V. Es ſey x ber ——— von 
.y in dem · Syſtem, deſſen Baſis — a iſt, wenn naämlich 
die dadurch bezeichneten dinien in Zahlen mittelſt einer bes 
liebigen Einheit ausgedruckt werden. Diefe iſt die Ordi—⸗ 
rate AB in dem Nnfangspuncte der Abfeilfen A. (Fig.36.) 
Demnad it y= a*. In der Figur it PM —=y, und 
; P=x (Eıne andere Zah‘. fen u, und ihr Logarithme 
z in demſelben Syſtem, fo iſt u = a”, In der Figur 
wird u durch QN, und z durh AO dargeſtellt. Aus bei⸗ 


den Gleichungen folgt erſtlich durch die Divifon, "az 
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— oa 4b; fo aiſtnnach dem binomiſchen dog 
faße, > — ET 








ih ze tn In: — —— 
Ha! — (ZUX-A 4 
elf if: Heli YN Y — PR | Ware ui ac — Aare 
u— —— 22 
ee ** 
5— etc.). Jia 5 16 
ee abifle nn om 
14 ‚A ATi: — 
| Sie Belinni. Gin de sr s) re — 
gın Lin A 
1 
A = — +% wo — ganze ‚nad b folgende Stud 


der hier gefundenen Reihe bedeiten Set man in der⸗ 
felben — x, fo erhält ı man den Set, der Sub tan⸗ 


gewe PT 


Du» Eure TEE 2 2 Zu 25 


* 1 .. 

= 4a oa 
Die EN an der logarichmifchen ? Linie iſt alſo eine 
wmvweranderliche Größe. »In dem Artikel von den Logarith· 
men wird gezeigt, — 4b? 4. bi bt +eic 

— log, nat. (1 +! b) — log. ‚nat. a iſt Folglich iſt 

I 

bie Subtangentet = —— Bill. man fie, als 
Linie, ohne eine Einheit anzumepmen) —— ſoiſtee 


| AB I einer: 
ia Sogaritgmen, fe nie auf &inien 


oder. benannte Größen, fondern nur auf abfolute Zahlen bes 
sieben, fo ift 108 a, wenn a eine Livie bebeufet ,; als 


log. zu betrachten, wo für I lan?) * vor⸗ 





her jur Einheit diente. Fuͤr die Baht t wird u un gg gg 





Hi 
E 
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feßt wo eine abſolute ‚Linie, ohne Beziehung ‚auf eine 

Eingeit r bedeutet, , 

Antoendung der Differenealrechnung zur Befin- 
mung. der berührenden Linie. 


12. Eine beruͤhrende gerade Linie kann auch erflärt 
werben, als diejenige, welche mit der krummen Linie in 
benr Beruhrändspuncte: einerley Nichtung hat. An. * 
deraden TMt TEig. 34.) ſeyn vie Abſciſſen AP, A 
wie an der frummen A MR, bie Ordinaten PM,Qt, fo 
wird ihre Richtung beſtimmt durch das Verhaltniß der Un⸗ 
terichiede Def beiden Abfeiffen und der. Ordinaten, M m; 
tm, welches für jeden Unterfchied daffelbe bleibt, und — 
PT; PMijt, An der frummen Linie AM R wird die 
hidheung in dem Punete M beftimme: durch das Granz⸗ 
verhaltniß, der Unterſchiede Mm: Nm, da das Berhält- 
niß enplicher Unterſchiede die Richtung der Chordeioder dei 
ſchneidenden SMN’ ahylebt. Demnach ift die beruͤhrende 
gerade Linie diejenige, an welcher das Verhälenif der Un⸗ 
terſchiede zweyer ——— ſſen und der zugehörigen Ordinaten 
dem Gr an berha ieh biefet Unterſchiede an der Curve 
gleich iſt. 

Es ey at für diefrumme Lnie AMR (Fig. 34) 
bie Abſciſſe AP'z=x, Ofdinate PM = -y,bie berüßeende 


dx 
M T, die Subtangente PT=thift= —— "u 


' Denn das Graͤnzverhaltniß von Nm: Mm mirb 
durch Ay: dx bezeichnet... Das bemfelben gleihe g an ber‘ 
berüßrenbe it PM: PT; folglih ift dy: dx =y:tr. 
f m kann vie Formel. für t auch folgendergeftale ab: 


| faffen. Es ſey die Differentialgleichung zwiſchen den Coor⸗ 


dinaten/ Pdx=Qdy;sfo iſt pt⸗ Qy, und t — 
Die Formeln gelten fuͤr jeden ——— 
14. Wenn der Coordinaren:Winfel ein rechter ift, fo 
„üft Die Tangente des Winkels TMP, der berührenden mif 
der Ordinate (d, i, der Curve in M mit ber Ordinate) 


J 
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PT < de... N Fe 
— — * ana . A 
= Mm ays. und die Tangente des W. MTP, ber 
— — — ie] 
berührenden mit der Abfeiffenlinie da — 
2091 X ⸗ — — I ’ u 2 431! ‚. — 


BL 15. Die. Subtangente liege mie dem Anfangspunete 
ber Abfeifjen auf derfelben Seite der Ordinate, wenn die 
abſoluten Veränderungen der’ Coptdinaten g'eichnamig 

Late Zunahmen oder Abnahmen) find; auf verſchiede⸗ 
hen Geiten, wenn dieſe ungleichnainig find. Ein voſiti⸗ 
— ft — eh 
ver Werth von zeigt an, daß die poſitive Abſciſſe 
don ihrem Anfangspuncte an, und die Gübtangene PT 
von dem Grundpuncte P der- Ordinate angenommen, entges 
gengeſetzte Nichfüngen habenz ein negativer Werth von 


dx 

ern zeigt das, Gegentheil an... Bey; negativen Ahſciſſen 
verhält es ſich umgekehrt. Mämlich Hier feigt ein Ppoſiti⸗ 
ver Werth der Subtangente an, daß ihre Richtung Dier 
ſelbe wie die der negativen Abfeiffe iſt. Man-hat hier 
aber lieber auf die Richtung der pofitiven Abfeiffen zu ach⸗ 
fen, um die Beurtheilung der Lage der Gubfangente ein: 
facher. zu machen. I 


16. Die Differentialrechnung leiſtet das auf einem 
kürzern Wege, was die obige Differenzenrechnung auf. ei⸗ 
nem längern fand. - Das Verfahren ift nach beiden im 
Weſentlichen daffelbe, nach jener aber iſt es Fürzer, meil 
in den Differenrialformeln alle die Rechnungen ſchon ents 
Halten find, die nad) der andern Rechnungsart in jedem Falle 
erft gemacht werben müffen. - Die Differenzenrechnung 
erläutert aber die Anwendung der Differentialrehnung 
auf diefen Fall, und überhaupt ihr Verfahren fehr gut. 
Man fieht daraus, mie ein von der Quantität der Unter⸗ 
ſchiede unabhängiges Verhältniß entiteht, und daß dabey 
nichts als unbedeutend klein weggelaffen wirb, ſondern 
daß Größen oder Berhälmiffe gleich geſetzt werden, die der 
Beſchaffenheit des Gefuchten zufolge nicht ungleich feyn 
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fer — —* Rechnungsarten wolle 
ke die A Shih er Di efefiglsechnung 9 
Handeln. RE 


17. Die krumme ul en — —E deren Steh. 
ungiftrax= yy Dun. üb ad aydy, daher 


Fer ‚al Sata = = ax. 


Ga ni 
"18: Die frummeSinie, fen eine Silipfe, deren Steichung | 
it bb @ ar 22) = = aayy, Die Differentialgleihung 
Hi. 3 ‚ih 3 F dx” Naay vu 


iſt bba-x) ds=aaydr; bafer 7 Shan. 


TS TA 1lr Kayyı a (2a-x)x 131 
und. die Subtangente ya ar in 


— * Die krumme Unie ſey eine von der paraboliſchen 
| Gattung, und ihre, Öleihuug, ya. +bx +cx? 
+ dx’,.; Die, —— 2 Ay; = bax 
+ 20xdx + 3dr: BE; —W 
TEE 
Be. .: ei 
20. Die Gleichung für die frumme Linie ſeh 
| ayd—bxy?—cx’y +dx?+exy=o, , 
fo ift die Differentialgleichung, wenn man zuerſt bloß x, 
und darauf y beranderlich ſetzt, (Diff. Gleich. 4 u. 11.) 
(el y?—2cxy+ 34x? + ey) dx 
4 say abxy=cx + ey) dy=o ., 
y(3ay® —abxy—cox + ex) 
Ah = by: + 2cxy — zgdx?—ey 





—“ 





* — — — * 
A I F —— — Pr 
J — — re: — = SEE at no u — Yin « ß une sw * Zar —E new — 
— — — — —52 —— N ARE u: ar — — — x ar ' ih sn 
— — — z : — —— — 
— - — — Be u U Tun —* rn ea a * — — — 
——* — *2 an u . _ M ; 5 „ 

tr ne m TEL WE NEN r vr vn ” — — — — _ ep nn a — 

- — — — * — * — — — — * Dir = 2 ET er © a Ar an R — 

R — * er — 11 ——— ren - * 
ni . 4*8 7° Sk VRR u ers De at? ren -. D ur ._ fi - — 
= — J 55 * * — z ü - 2. — Br * — — * 
— - * — —— vie .d R 


; i = 
En | 21. Iſt die Gleichung die transſcendente: ya“, 
1: | | fo wird r der Differenzen» Öleichung die Differentiale 
i ' | oleichung * —y E—AIbꝛ + Ib5— etc.) hergeleitet, 
133 JRR ; fe, 
' L indem für ben Quotienten der endlichen Differenzen ber 
Es j 
1 
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—— wur —8 dy KEN cr 
Differential » Quotient veſetzt, zugleich aber auch 
Z—x genommen wird. Zu vergl. Differ. Formeln §. 12 


2 Die Subtangente — iſt die Conſtante 


— —— FRE A e 
4b + bi ec, 6 hr = 


22. Iſt auf derfelben Seife der Asfefeninie ehe | 
als eine fterfige Folge von Ordinaten, wenn namlich die 
Curve mehr als einen Zweig auf diefer Geite hat. ſo bag 
die Subtangente für Puncte der Curve, die, Auf den berg 
ſchiedenen Zweigen zu einer gemeugfchaftlichen Abſeiſſe ges 
hören, veifchiedene Werthe. Ci, fann daher, nicht bloß 
yon x eine Funetion ſeyn. „Lm-Ddie verfchierenen Werthe 
derſelben zu beſtimmen, — man die Gleichung füt 


dx 
den Difſerentialanotienten day als eine endliche beränz 


derliche Größe, pr. mit der Gleichung zwiſchen x und y, 


uud leite daraus durch die Wegſchaffung von y eine Glei⸗ 
chung zwiſchen dem Quotienten p und x her. Aus dieſer 
Gleichung muͤſſen ſich alle Werthe des Duotienten-p für 
irgend eine Abſeiſſe ergeben, und daraus die Subtangen-⸗ 
ten zu dieſer Abſeiſſe. Iſt die Gleichung eine algebraiſche, 
ſo muß ihr Grad wenigſtens ſo groß ſeyn, als die Anzahl 
‘der möglichen Werthe wekhe der zu einer und derſelben 
‚Abfeiffe gehörige Differentialquotient gaben Fann. 


23. Schneiden fich zwey ober mehrere Zweige det Eurse 
-in ‚einem Punete, ſo ſind in dieſem fo miele berüihrende als 
Zweige, die ihn gemein haben. Die Formel für dieGub- 
tangente Fann aber Feine derfeiben angeben, weil bie Aber: 
‘the von y für diefen Punct nicht verfchieden find. "Aber 
die Gleichung zwiſchen dem Differentiafquotienten p und 
pen Abfeiffe (22:) giebt alle Werthe'von p ebeit fo-gut an, 


als wenn alle Ordinaten zu einer Abſciſſe a find, 
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. 24. Ein leichterer und auch in allgemeinerer Rückſicht 


merkwürdiger Weg die Gubtangenten "für den Durch: 


fchnittöpunet zweyer oder mehrerer Zweige zu finden, iſt 
‚folgender, | — 

d Cu Tu | j 

Es jey F — *. wo P und Functionen von x 

und y find. In dieſen feße man x-t+e für x und y+f 
für y, und.bezeichne diefe Ausdrücke der Coordinaten durch 

.., dx. Q-+AQ 
x’ und y', ſe daß wo P und Q dies 
felben Functionen von x und y wie vorher, ihre Differen 
gen AP und AQ aber zugleich von e und £ find, Für 
x—a, umdy=b, foerde ſowohl P als Q Null, fo ift 
dx’ _ AQ BE 


* = x Se Efeirier e und f genommen werden, 





R “ d Q gi dx" de, 
deſto näher kommt er Quotient = bem 2% und 


42 dQ 


Ip dem IR | Daher ift für die Coordinaten a und b 


! ' H n dx — 40, — 
der Differentialquotient 7a mim und 
y=b jufegen- iſt. Dividirt man in in Zähler und 
Nenner durch dy, fo enthalten fie den Differentialquotiens 
gen hebt beftändigen Groößen. Wird nun die Gleich: 
. d p *? 
ung auf beiden Seiten durch * multiplicirt, ſo entſteht 
dx | 
eine quadentifche für — Hiebey wird vorausgeſetzt, 


be 
daß und Er nicht zugleich Null find, und daß. der 
erftere Quotient nicht eine gegebene Größe fen; dann erhält 
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En fe d 
man zwey MWerche für 1 und dadurch auch für die Sub⸗ 


- tangente an dem Doppelpuncte, wo fi) zwey Ziveige 
ſchneiden, und x—a ; y=b ill, 
Penn in AP und AQ alle Glieder ſich heben, die € 
und f einfach enthalten, und nur die mit den Quadraten 
und höhern Potenzen nebjt Producten von e und f bleiben, 


e R N ‘ 
fo wird die Gränze von r eine gebrochene Function, die 


Be d 
das Quadrat von 7, enthält. Iſt diefes nicht bloß im 


Zahler, fondern auch im Nenner enthalten, ſo entſteht 


dx dO f - = dx 
aus der Gleichung a = gp ne eubifche für — alſo 


für den Fall, da drey Zweige ſich in einem Puncte ſchnei⸗ 
RN 


den. Wenn in Ar auch e’, f2 und ef mwegfallen, fo 


— dx 
entfteht eine Gleichung vom vierten Grade für 3, in dent 


Tolle, daf vier Zweige fich in einem Puncte fchneiden, 
Auf ähnliche Art ben noch größerer Anzahl gleicher Ordi— 
naten an einem Puncte. 
25. Erempel I. Die Gleichung fen 
x + xy? — 5x? + 3x—4y +50, 

welche für x — + x diefe wird: y? — 477470 
oder (y—2)”=0, fo dafi beide Werthe von y= + 2 
find. Die krumme Linie ift Fig. 37 Tab. TIL. abgebildet. 
Sice ſchneidet die Nbfeiffenlinie AX in drey Puncten B, 

-C,D, für welche die Abfeiffen AB, AC, AD die Zur: 
zeln der eubifchen Gleichung, x — 5x? + 3x 75=0 
find, und erſtreckt fich mie zwey unendlichen Schenkeln, 
MU, DU, längs der Aſymptote AU, Die durch den 
Anfang der Abdfeifjen A geht. Sie hat in Beziehung auf 
die Abſciſſenlinie zwey Zweige, die fich in M fchneiden, 
‚für welchen Punct die Äbſciſſe AP—= + ı, und die Dr: 
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binate PM=+2ifl. Hier fi nd zwey berührende T Mt. 
und T?Mt', deren dage zu beitimmen ift. Für einen 


| unbejtimmeen Punet der Eurbe ift 


dx _ 4 —- 2ıy | 
— MT Terveists | 


Fur den Punet M, an dem — 1, und y — 2 iſt,, 
find Zahler und Dienner Null. Da dQ = — 2xdy 
—ıydı, un-dP=6xds-Faydy— oda ſo iſ 


fuͤr x — 4a und y —423; 
— —— + — | 


dP=+4dy—yd= IC _; ar. 


Folglich iſt | 
1 > (+ ) 6 er 

dy — + — ER, 
— 
G arm 


Daraus wird erhalten —— 
und daher 7 Fr =ı+ v3 

ı Die. nn fd PT=2-2vV2; und 
PT'—=2—2y3. Die negative bar die Richtung der 
pofitiven Abſciſſe AP, zufolge (14.1 
26. Crempel, I. Die Gleichung für eine krumme 
Linie ſey 

x5-- xy armay +2=o, 


fo ift | Ä - j 


dx___ g—ary 
— 


Für x1 wird yy—2y +1=o, ſo daß y zwey 
gleiche Werthe, +1 bet — dieſe wird der Zahler und 


Nenner des Quotienten * Null. Es iſt 


J 
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dQa——aydx—axdy, und d 6xUxzöyde 


+aydy, alſo für x + ı, my, 
n ar f E u ’ dx . Ir rer 
Q—=-2admadym-2 (2 + ) dy, 
EEE 
ab = 2dx Fady 2 (Z T ).dr. | 
1 3 Rs j X 2: * 5 2 J 
Demnach iſt mm und die Gubfangente 
ydı ET RN 
Tamm. Diefer einfache Werth zeigt an, baf die 
krumme Sinie für Die Coordinaten, — + 1, undy—+ r 
eine Spitze bat, in welcher zwey Ziveige au einer gemein: 
ſchaftlichen Berührungslinie zuſammen koͤmmen. Cie iſt 
in Fig. 38. Tab. III. abgebildet. Sie erſtreckt ſich inie 
zwey unendlichen Schenkeln MU, BU an der Aſymptote 


AU hin, und ihre beiden Zweige vereinigen ſich inM, ‚ohne 
ſich zu ſchneiden. Die Subtangente iſt PT, negativ, 


du! 





und hat daher vou.P aus mit den pofitiven Abfeiffen dies 


- felbe Nichtung. 


Lage der Berührenden für Ordinaten aus einem 


27. Es ift BMR (Fig. 39. Tab. III.) eine frumme 
 Sinie, in deren Ebene ein beftimmrer Punct C, von dem 
an die Frumme Linie gerade wie CM gezogen werden. Jeder 
Punct M der. Eurpe wird durch die Länge bon CM und 
ihren Winfel mit einer firen durch A gelegten geraden AC 
beftimmt. Es wird eine allgemeine. Formel für die tage 
der berührenden TMt gegen CM gefucht, vermittelſt wele 
her der Winfel CMT aus der Gleichung zwiſchen CM 
und dem Winfel ACM hergeleitet werden Fönne.: 

Man ziehe noch eineDrdinate CN, welche die berüh⸗ 
rende in t ſchneide, und beſchreibe mit CM als Halbmeſſer 
den Bogen M m innerhalb des Winkels MON. Der ver— 
anderliche Radius der Curbe CM fey y, und CN =y+4y3 
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72°, Berührende Linie 

be Winfl- ACM—=9, und MEN=ADO. "Ein 
Winkel ift bey der Vergleihung- mit tinien ein Kreisbogen, 
deffen Halbmeffer die lineariſche Einheit ift. Die berühr 
rende ift auch hier die gerade,- an welcher das Gränzrers 
haͤltniß der Veränderungen der Eoordinaten, nämlich tm 
und MC gleich ift dem — der Veraͤnde⸗ 
tungen N.m und MCN an der Curve. Man ziehe noch 
die ſenkrechte CP auf die berüßrende, fo iſt * M cr 

GP: CP 
=w und cof tcP- = rg daher 
"CPC Ct-C M)_ 


— — — 
cof MCP co cp — — cM. Dr soo 


(Goniometrie, 28.), 
2fin, (MCP+tCcP.fin3MCı= 

CP(Ct—CM  Ct—CM _ 
CM. + ei = 

CM.Ct, 2fin3Mct 


"SP "Me in: (MEP-FECP) 


CM? fin MCP 
DieBränze diejes Werthes m CHUR 
oder, weilCP —=MC. cofMCP if, en. 


CM. fnMCP _ CM 2 
more — C ar Diefe Gränze 





ftaud die von dem Duotienten I 7 .Daa dieſe durch 

| y — 
2 bezeichnet wird, ſo iſt 3* mnscMP’ alfo iſt 
tung cMP= I. 


Das Differentialverhältniß von tm zu MCt fann 
man etroad fürzer durch die Differenrialrechnung erhalten. 
Es if CM= CP. [ec MCP, und das Differential von 
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eM:= CP. d fec. MCP — CP. fec. MCP. tang; 
MCP.dMCP. — CM.tang MCP. dMCP 


* * d MCP$. (f. Differentialformeln.) 

28: Erempel. Es ift AMR (Fig. 40. Tab, III. 
eine Parabel, deren Axe AX, Brennpunct F. Die Ors 
dinafe aus dem Puncte Fit FM=y, der Winkel 
AFM = 9, der Parameter =a=4AF, Die 
Gleichung jwifchen y uünd © ift 

Jga=(r+oofp)y, I 
wo cofQY für einen ſtumpfen Winkel negativ iſt. 

' afinod® © vfinpdo 
Esiftdy= 2(1 +coly)? 7 ı-+ colY ; 

4 ı+C0lp" 
alfo = = co}. | 
Die berührende in M fen TMt, fo ift tang FMT 
= cot#9; alo FMT=90°-19. 

Man ziehe MQ parallel mit AX, ſo it FV Q—=Q. 
Berner ſey MN fenfrehtauf TMT, fo it FMN—4+Q, 
ao NMQ=NMF, und QMt=FMT. Nenn 
AMR die von F an fie gezogenen Linien nach dem Weſetze 
ber Zurückſtrahlung für das Licht zurück fender, fo find die 
jurücfgeworfenen der Are parallel, und die mit der Are. 
parallelen, Linien werden nach dem Brennpunct bin gebogen, 

Daher iff der Winfel MTF der berührenden mit der 
Are gleich dem FMT, weil jener — QMt iſt. Folalich 
ift FT=FM. Auch iſt FN—FM, wel FNM 
= NMQ=NMF Alſo FN=FT. | 


29. Erempel. Es iſt AMB (Fig. gr.) eine halbe 
Eilipfe, AB die große Are, C der Mittelpunct, F, G find 
bie Brennpuncte, man’ fucht die Winfel der Linien FM, 
GM mit.ber berührenden TMt. | 

Es fy AC=a, CF=CG=e, und a—ece 
— bb, dem Quadrat der halben Fleinen Are; FM—=y; 
| © 
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— F bb: Ä 
AFM=9, ſo iſt y=o—ccorg‘ Daraus 
bbefing.dQ - 


u —— — negativ, weil y abnimmt, 


d 
wenn D waͤchſt. Alfo ift ang TMF—= IE i 


a-eco[® 
e lin O 


——— 


wo die Negation einen ſtumpfen Win⸗ 
a-e coſ ® 





I 


. Eel anzeigt. Ober es ift tang tMF= = 


Die Linie aus dem andern Brennpuncte, GM, 1 


= z, ıbAGM=o, ſo iſt 2— — 


a- ecolw 
efin» 


ät ecola ” 
‚und tang TMG — 


Setzt man für die Zähler ihre — Bund yundz, 
bb 


fo iſt tang tMF= = yIno’ 


und tang TMG= = m‘ Day:z=finw:fin®, 


odery ſin ¶ —z. finw, fo find beide Tangenten einanz 
der gleich , und die gleichnamigen Winfel der dinien aus 
den Brennpuncten mit der berührenden find gleich groß, 


* 


— | | 
30, Erempel. Es fen — * — a, einer unverän—⸗ 


| d 
berlichen Größe, fo iſt dd —= N 


daher 0— — alognat - »wo ceine willkührliche Größe iſt. 
Die Linie iſt die — Spirale. 
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Beruͤhrende krumme Linien, 


31. Eine krumme Linie berührt eine andere, wenn fie 
in einem gemeinfchaftlichen Puncre diefelbe gerade berühs 
‚rende haben. — 


32. Einen Kreis zu ziehen, der eine krumme Linie 
AMER (Fig. 42. T. II.) in den Puncte M berüßer, jiehe 
man zuerſt die berührende TIM t mittelſt ver Subtangente 
PT, und auf diefe die fenfrechte N Mn. Auf dierer nehme 
man irgend einen Punct C, (auf der einen oder der andern 
©eite von TMt,) und beſchreibe aus diefem als Mittels 
puner durch M einen Kreis, fo berührt dieſer die krumme 
Linie. Liegt der Kreis auf derfelben Seite der berührenden 
geraden mit der Frummen Sinie, fo geht er entweder zwi— 
fchen der geraden berührenden und der krummen Sinie Durch, 
ober die Frumme Linie liege zwiſchen der geraden berührens 
den und dem Kreiſe, wie es in der Figur der Fall iſt, oder 
der Halbmeſſer des Kreiſes hat cine ſolche Grße, daß der 
damit beſchriebene Kreis den Uebergang von den Kreiſen 
in der einen Sage zu denen in der andern macht, Diefe 
ausgezeichnete Größe des Halbmeſſers finder fich ben dem 
ofeulicenden Kreife oder Krümmungskreiſe. 


33. Aus der Gleichung für eine krumme Linie werde 
die endligye Differen; zwener Ordinaten, Ay, duch die 
zugehörige Differenz der Abfeiffen, Ax, mittelſt des Tay— 
lorfchen Lehrfages dargeftellt, namlich 
dy a EN. ; 
‚= Axt ad ax Tı2ydx AR 


etc. . 


Die Differentialquotienten follen immer veränderlich blei— 
ben, fo daß die Reihe nirgends abbricht. Ueber derſelben 
Abfeiffenlinie, und mit demſelben Anfangspunete der Ab— 
feiffen, fen eine .andere Frumme Linie verze.chner, an wels 
cher die Differentialquotienren eine endliche Meihe ausma— 
den. Die Ordinaten an diefer fenn 7, zu der mir jener 
erftern Linie gemeinfchafslichen Abſeiſſe x, und 


| 
| 
| 
| 
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z —=Conft + ax+ bx? -cx’ + dx* u ete. 
mit einer endlichen Anzahl Glieder. FRürx—h, und 
y—kfyz=y=k, und die Conft. werde dieſer 
Annahme gemäß beftimmt, Damit beide Linien eine gemeinz 
ſchaftliche Ordinate für x £= herhalten. 

—42 dy d?z d?y dz d’y 
Wenn dx — dx > dx? — dx? 7 
u. ſ. f. fo berührt die parabolifche Linie die gegebene in dem 
Endpuncte der Drdinate k, und die Berührung ift defto 


inniger, je mehr Ölieder in det Reihe für z genommen find. 


34. Es ſey zuerſt z=C-+ax welches eine 
Gleichung für eine Parabel it, ſo it — —a+2bx, 


42 
und 7; - —ab, alfo nach — ER Sehrfage, 


dx? 
Az=(a+ 2b x) Axt bAx?, wie man es auch durch 
die Differenzenrecdhnung findet. Setzt man die beiden Glie⸗ 
der diefes Werthes von Az ben beiden erften in dem Wer: 
the von Ay gleich, fo find dadurch die Werthe von a und 
b beſtimmt, da x einen gegebenen Werth h hat, Gest 
man nämlich der Abfürzung wegen, 
-Ay=aAx+BAx? +yAxs+daxt + etc. 
fo tafzbh=x, undb=ß, alpoa—=a—2Pßh, 
und z + Az ift'von Y-+ Ay nur durd) die Glieder ver: 
ſchieden, welche die dritte Potenz und höhere von Ax ents 
halten, fo daß der Linterfchied gegen Az oder Ay ın einem 
viel ftärfern Verhältniffe abnimmt, als nach welchem die 


Differenzen Ax Fleiner gemacht werden. Die parabolifche 


Linie entfernt fih von der gegebenen Curve weniger als die 
gerade berührende an dem gemeinfchaftlichen Puncte beider. 


. Kür die gerade berührende ſey die Gleichung t = C 


+ (a+zbh)x, uüd$ C=k—(a+zbh)h, fo ift 
At—(a-+ bh) ax, welchesmit Ay nur in. dem erften 
Gliede der Reihe übereihfommt. Die jest beftimmte pa= 
raboliſche Linie nähert fich auch der Curve mehr als jede 
andere ihrer Gattung ,: welche die Curve in deinfelben 


' 
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Puncte wie jene berührt. Denn für die letere fen bie 
Gleichung Az! —= Conlt + mx + nx“, wo z! ihre 
Ordinate bebeuter, ferner m + 2n = x, aber nie 
n=B, jo berühre fie zwar Die gegebene Curve, weil fie 


„eine gemeinfchaftliche: berührende mir ihr har, die Diffes 


ten; Az! weicht aber in dem zweyten Öliede ihres Wer⸗ 
thes von dem Werthe Ay ab. 


35. Es fey 2 — Conti. +ax-+bx’+cx’, fo 
it Az = (a+zbx + 3cx?)äx+(b+3cx)Ax? 


+ cAx°, wie man es fowohl durch die Differentialrech« 


nung aus dem Taplorfchen Lehrſatze, als durch die Diffe- 


renzenrechnung findet. tun fy a-+- 2bh-+ 3ch? 


Y 


=a;b+3ch=ß;c=y, fo ift für x=h bie 
Ordinate z an der parabolifchen Linie von der Ordinate y 
an der gegebenen Eurbe nur in denen Gliedern verfchieden, 
welche Ax* und höhere Potenzen von Ax enthalten. Die 
Abweichung nimmt daher bey Verminderung der Differenz 
Ax fehr ab. Die parabolifche Linie berührt die Curve 
genauer als die von der erſten Gattung es hut. 


: 36. Auf diefe Art Fann man parabolifche Linien höhe: 
ren Grades finden, welche die gegebene Curve noch volls 


fommener berühren, Wenn dıe parabolifche Linie des 


erſten Grades zwifchen der Curve und der geraden berüh— 
renden durchgeht, fo geht die parabolifche. des zweyten 
Grades zwifchen jener und der Curve hin, die vom dritten 
Grade jwifchen der vom zweyten und der Curve. u. f. f. 


37. Man darf daher für einen Bogen irgend einer 
krummen Linie den Bogen einer paraboliichen ſetzen, wenn 


- man fich nur wegen ber Gränze der chler versichern Fann. 


Denn aus der Gleichung zwiſchen den Eoordinaten ergicht 
a he AI 
fi der Differentialquorient ZI’ und daraus die folgen: 


den; aus diefen.die Größen &, 3, y, etc. und Daraus 
a, b, c, etc. nebſt der Conſtans. Auch ohne die end» 
lihe Gleichung für die Eurve zu haben, genügt es an dem 
erften Differensialquotienten, wenn nur die Ordinate k 
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für die Abſeiſſe h befannt iſt. Allein man muß wohl be 


merfen, daß zwey Linien, ungeachtet einer. fehr genauen 
Berührung in einem Punete, fich doch beträchtlich von 
einander entfernen fonnen. Man darf ohne Einfchrän« 
fung eine ofenlirende parabolifche Linie fo wenig als einen 
pfeulirenden Kreis für eine andere krumme Linie feßen.: 
Der Lnterfchied jwifchen Az und Ay nimmt in einem viel 
ſtarkern Verhaltniſſe zu, als in welchem Ax wächſt. Ver: 
ändert man den Werth der Abfeiffe k, die zu einem Ber 
rührungspuncte gehört, fo erhält man eine andere ofculis 
rende Linie, weil die Werthe von &, ß, y, etc. nebft der 
Ordinate k fi) ändern, und die Conft. erhält auch einen 
andern Werth. Dazu koöommt, daß, wenn die Reihe ver 
ifferentialquotienten nicht abbricht ‚ bie Neihe für Ay 
nur durch Fleine Werte von Ax im Beziehung auf die 
linearifche Einheit eonvergirend gemacht werden mag. 


8. Die parabolifchen Linien haben als ofeulirende 
ober nie Linien vordem Krümmungsfreife den Vor⸗ 
zug, daß fie fich jedem Laufe einer.andern Linie durch die 
nderung ihrer Krümmung gleichfam mehr anfchmiegen 
als ein Kreis, deffen Krümmung unveranderlich ift, und 
daß man nach Befchaffenkeit der Umſtaͤnde fie von einem 
— oder niedrigern Grade nehmen kann. Auch iſt es 
equem, daß ſie dieſelben Abſciſſen mit der aufgegebenen 
Curve behalten, und daß beider Ordinaten parallel find, 
Aber fie bleiben immer nur berührende Linien. 


39. In einer Ilnterfuchung über das balliſtiſche Pros 
blem (Mathem. Abhandlungen, Potsdam 1797) iſt eine 
ofeulirende parabolifche Linie an dem Wurfspuncte der Tras 
jecfovie in einem widerftehenden Mittel für dieſe felbit ges 
nommen. . Daß die berührende von diefer bey einen bes 
trächtlichen Bogen fehr abweichen werde, iſt begreiflich. 


Normale und Subnormale, 
40. Wegen des Zufammenhanges mit der Unterſuch⸗ 


ung finde Hier auch die Beſtimmung der Mormale und 
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Subnormale an irgend einem Puncte einer Frummen Sinie 
ihre Stelle, ee: 


41. Die N — iſt die auf die beruͤhrende in dem 
Berührungspuncte gezogene ſenkrechte. In Fig. 40. iſt es. 
die Linie MN. Die Subnormale ift das Stück der 
Abfeiffenlinie PN jwifchen der Ordinate und Normale, 


42. Ben rechtwinflichten Coordinaten ift, wenn TP 
die — ft, TP:PM=PM:PN. Da 


d 
TP = Nſo iſt die Subnormale —— 


48. — I. Es ſey AMR (Fig. 40.) eine Pa- 
rabel, ſo iſt ax — Yy, alſo Fadx — ydy, und 
PN= — za. 

44, Exrempel IL Es it AMB (Fig. 41.) eine halbe 
Ellipfe, die halbe große Are AC =a, die halbe Feine 
cD=b;AP=x;PM=y, fiftbb (zax-xx) 
= aayy. Daraus ift bb (a-x) dx = daydy, 


bb 
alſo it PN = —-(a-x), und AC?:CD’=CP:CN. 
Die Normale an ter Ellipfe halbiert ven Winfel FMG 
der aus den Brennpuncten nach M gezogenen Linien, we⸗ 
gen (29. ) 


45. Erempel I. An der Hyperbel iſt bey gleich⸗ 
förmigen Bedeutungen ber 1 bb (2zax + xx) 


=aayy, alſo die Subnormale = — > (a +x). 


Geſchichte der Methoden Beruͤhrende zu ziehen. 


46. Die alten Geometer beſtimmten die Inge der Dee 
rüihrenden bloß durch Hülfe der Geometrie. Als man im 
ızten Jahrhundert die Rechnung mit der Geometrie ju 
verbinden anfieng, war man fehr angelegentlich auf Mes 
thoden bedacht, bie berührenden * allgemeine analyti⸗ 
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ſche Negeln zu beftimmen. Descartes giebt in feine 


Geometrie, zten B. ein Verfahren an, Normalen an 


eine jede Frumme Linie zu jiehen, für welche eine algebrais 


fche Gleichung vorhanden ıft, und fagt davon, daß diefe 
Aufgabe unter allen, die er fenne , die nützlichſte und allge: 
meinſte fey, ja auch, daß ihm in der ganzen Geometrie 
bie Auflöfung derfelben das hebfte wäre. Es iſt freylich 
noch etwas unbequem, allein als einer der erften Verſuche 
in diefer Art merfwürdig. Aus einem Puncte der Abicif: 
fenlinie als Mittelpunct werde ein Kreis befchrieben, der 
die Curve in zwey oder mehrern Puncten fchneide. Man 
verbinde die allgemeine Gleichung zwifchen dem Halbineffer 
Diefes Kreifes, dem Abitand feines Mirtelpunctes von dem 


. Anfange der Abſciſſen (v) und den Coordinaten der Curve 


z. * 


mit der befondern Sleichung für diefe, und fuche denjenigen 
Werth von v, für welchen zwey Durchfchnittspuncte zu⸗ 
ſammenfallen. Durch dieſen Werth wird der Kreis ein 
berührender, und der Halbmeſſer in dem Berlihrungs- 
puncte die Mormale an demfelben. Descartes beftimme 
Durch) die Methode der Indeterminirten die Korm der Coef⸗ 


fieienten, wodurch die Gleichung für v zwey gleiche Wur⸗ 
zeln erhält, Einen bequemern Weg, die berührende zu 


ziehen, worauf er durch Sermars Methode geleitet war, 
zeigt et an einem Beyſpiele in einem feiner Briefe (Epift. 
T. III. p. 175.). Aus der Gleichung für eine Curve lei: 
tet er eine Gleichung zwifchen gen Abitande zweyer Drdis 
nafen und der zu einer derfelben gehörigen Gubjecaute 
ber, und feßt in diefer den Abftand der Ordinate Null, fo 
verwandelt fich die Gubfecante in die Subtangente. — 
An Wolfs Analylıs Finit. 6. 410, 440, 491. find Bey: 
I ber erſtern Merhode an den drey Kegelfchnitten anzu⸗ 
treffen. 


47. Die eben erwähnte Methode von Fermat it 
finnreich, und dadurch merkwürdig, daß fie die erfte Ans 
wendung der Merhode der Gränzen ift. Fermat hatte 
diefe ſchon zur Beſtimmung der größten oder Eleinjten 


Werrthe eier Function gebraucht, und jeigte an ber Para— 
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bel, tie ſie auch die berührende zu finden diene. Er har 
nie eine Erflarung, noch einen allgemeinen Beweis diefer 
Methode mitgerheilt, fondern begnügte fich fie in befons 
bern Anwendungen zu zeigen. Dies verleitere Descarteg 
‚zu einem Mißverſtandniſſe, daß er glaubte, eine berüh— 
rende follte die größte unter allen Linien ſeyn, die von 
einem Punete an die convert Seite einer Curve gejogen 
werden fonnen. Als er nach diefer Vorausſetzung die bes 
rührende an einen Kreis aus einem gegebenen Puntte zie⸗ 
ben wollte, mußte er etwas widerfprechendes finden. Auch 
übereilte er ſich ſehr, wie er das Verfahren, welches Fer⸗ 
mat bey der Parabel gebraucht hatte, auf andere Linien 
anwenden wollte. Aus Eiferſucht gegen Fermat ſuchte 
er deſſen Methoden fehlerhaft zu finden, und begieng dar 
durch ſelbſt Mißgriffe. Von dem Streite, der hierüber 
. soifchen Descartes und Fermats Verehrern entjtand, fehe 
man bie Briefe des eritern, 47 bis 54, in der lateın. 
Ausgabe; die Preißichrift von Genen über Kermar, 
‚und die Gefchichte der Marhemarif von Monrucla, 
‚2b 2.©. 138 ff. der aten Ausg Der letztere har aber 
den Geiſt der Fermatſchen Methode nicht recht gefaßt. 
Die Methode der Tangenten hängt nach Fermat gar nicht 
‘von der Methode zur Beitimmung der Groößten und Kleine 
ften ab, fondern beide find Anwendungen eines allgemeinen 
Verfahrens, die Gränze eines Verhältniffes zur Beſtim⸗ 
mung der Relation gewiſſer Größen zu gebrauchen. | 


48. Fermats Methode berührende' zu ziehen verdient, 
wegen der Berwandtfchajt mit der Merhode durch die Dif- 
ferentialrehnung, hier gezeigt ju werden. Es foll dies 
aber an einem Benfpiele geſchehen, welches etwas ſchwerer 
ift als das von Fermat genommene, und wohen Descartes 
felbjt den Sinn der Mechode verfehlte. In Fermats 
Werken, die nady feinem Tode herausgegeben -find, iſt 
fein Verfahren für berührende nirgends beſtimmt erklärt, 
und auch nicht bewieſen. 


Es ſey AMR (Fis.43. Tab. III. eine krumme $i- 
nie, welche in M vom Der geraden TMR berührt werde, 
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Die Abfeiffenliniefey AX, welche von MT in T gefchnits 
ten wird, Zu dem Puncte M gehören die Coordinaten 
AP,PM, ju einem andern Puncte N die Coordinaten 
AQ,QN.. Die verlängerte ON treffe die berührende 
TM ınR. Man fe AP=x; PM=y; AQ= 
x 5 QN=z2; TP=t NWwmifftitt+e=y: 
OR, aber that zut + e ein Fleineres Verhältniß als y zu 


z, ober ** * * Dieſe Formel der Ungleichheit 


nähert ſich immer mehr und ohne Ende einer Formel der 
Gteichheit, da QR und QN ſich einander immer näher 
fommen, je Fleiner der Abſtand PO zwifchen den beiden 
Drdinaten wird, und, indem QN in MQ fallt, das Vers 
bältniß beider das der Gleichheit wird. ft nun y. oder 
eine Potenz derjelben eine gefonderte Function von X, 
Damit z durch x und e ausgedruckt werden. könne, fo geht 


die Ungleichheit in Gleichheit über, wenn e — o genoms» 


men wird, ohne daß darum die Gleichung identifch würde, 
Diefes wird ein Beyſpiel deutlich machen, | 
Die Erumme Linie fen eine Ellipſe, für welche bie. 
Gleichung ift: aayy = bb (2ax-xx). Für die Coordina- 
ten x-+te und z ift fi: aazz — bb (za(x-+e) 
(xt e)2) Daher ift 
ya 2axXx—xX 
(t+e) ? * A 
Multiplicirt man auf beiden Seiten mit dem Product der 
beiden Nenner, ſo iſt nach gehöriger Reduction, durch 
Aufhebung der gleichen Glieder, und Diviſion durch e, 
t? (zna — 2 x - e) (2t+e) (2ax—xx). 
Wenn e verſchwindet, ſo bleibt 
tꝰ (a — x) t (2ax — xx), 
2ax— 
fo daß = _— — . 


49. Hudde erleichterte die erſte Methode des Des⸗ 
eartes durch die Regel, welche er fand, um einer Glei⸗ 
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chung zwey oder mehr gleiche Wurzeln zu geben. &. Hud- 
denü epift. I. de reductione aequationum, in accef- 
fion. ad Cartefii Geom. p. 436. | 

50, Huygens ward dur die von Fermat nur ans 
gebeurete Hegel veranlaft, ihr eine bequemere Form zu gez 
ben. Diefe it vollfommen diejenige, welche durch. die 
Differentialecchnung gefunden wird. Statt der Bezeichs 


nungen dx und dy bat er e und > wo z die Gubtan: 
gente bebeutet, In der Gleichung zwifchen x und y ſetzt 


€ 
eextefürx,undy+ - für y, und läßt das Dua- 


drat nebft den höhern Potenzen ver Differenzen weg. Er 
erweifet feine Negel an einem Beyſpiele, fo daß man die 
Allgemeinheit derfelden daraus einſieht. Seine Negel ift 
folgendergejtale ausgedruckt: Nachdem alle Termini der 
vorgegebenen Gieichung auf eine Seite gebracht find, muls 
tiplieire man alle diejenigen, welche y enthalten, durch die 
Anzahl der Dimenfionen von y, und diefeg giebt den Dis 
videndus. Darauf multiplieire man alle Terminog, 
die x enthalten, ebenfalls mit der Anzahl der Dimenfios 
nen von x in jedem, und dividire jeden derfelben durch x 
ſelbſt; dieſes ift der Divifor zu jenem Dividendus, Der 
Quotient ift die Linie z, wodurch er die Subtangente bes 
jeichnet. Hugeniü Opera varia Vol. 1. pag. 495. Der 
Aufſatz iſt zuerjt in den Divers ouvrages de Mathem. 
et de Phyf. par Mrs. de I Acad. R. 1693 erfchienen. 
Huygens fagt, daß Hudde und de Glüfe ibm eine 
mit der feinigen übereinftimmende Regel mitgetheilt hätr 
ten; er wille aber nicht, auf welchem Wege fie von ihnen 
gefunden ſey. Die Negel, wie de Slüſe fie vorgetragen 
bat, fteht in den Philofoph. Tranfactionen vom J. 1672 
und 1673. Huygens wird die Negel vor diefer Zeit ſchon 
gefunden haben; ob er gleich den Beweis viel fpater erft 
befannt gemacht hat. 

51. Barrow befchäftigt fich viel mic der Beſtim— 
mung der berührenden, in feinen Lection. geom, VIII, 
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IX.X. Geine wirflih Fünftlichen Merhoden find ganz in 
Vergeſſenheit gerathen, fo daß auch Montucla davon nichts 
weiter anführe als die Regel, welche Barrow zuletzt 
giebt. Barrow zeigt, wie man aus der beruͤhrenden 
an einer Curve die berührende an einer andern 
Curve, die aus jener auf gewiſſe Art beftimme with, 
finden Fönne, theils in einem Durchſchnittspuncte mit je 
ner, theils in andern Puncten; nicht allein bey paralles 
Ien Ordinaten, fondern auch ben folchen,, die aus einem 
Puncte gezogen find. Mun mag man für die.erftere Eurve 
einen Kreis nehmen, oder für fie eine gerade fegen. Will 
man alſo an eine gegebene Curve berübrende ziehen, fo 
muß man juerft eine Relation derfelben zu einer geraden 
Linie, zum Kreife oder einer Curve, deren berührende ſich 
ziehen lafjen, fuchen, und zwar eine folche, dergleichen Bars 
zom zum Örunde gelegt hat. Das Verfahren erfordert, wie 
in der ältern Geometrie gewöhnlich ift, in jedem Kalle be- 
fondere Veranſtaltungen. Am Ende (pag. 80.) giebt 
Darrow eine allgemeine Megel, ben parallelen Ordinaten 
eine berührende ın jedem Puncte zu ziehen. Sie ift gang 
Die in (13") vorgefragene, Er leitet fie aus dem Verhaͤlt⸗ 
niffe Mm: Nm in dem als unendlich Flein betrachteten 
Dreyeck Mm N (Fig. 34. Tab. II.) her. Er bezeichnet 
Die. beyden Glieder des Verhäleniffes duch e und a. Die 
GrößenP, Qinder Formel Pdx = QOdy (13*.) beftimmt 
er eben fo wie e8 durch die Differenrialrechriung geſchieht, 
* vertauſcht e und a (d.i. dx und dy) mit t und y. 


52, Die Methoden dieſer Geometer finden bey irra⸗ 
tionaien Größen in der Gleichung für eine Curve Schwie⸗ 
rigkeit, noch mehr, wenn die Relation der Coordinaten Bo« 
gen oder Slächenräume einer andern Frummen Linie in ſich 
Schließe, wiewohl doch Barrow fchon gewiſſe Kalle diefer 
Art aufgelsfer bat. Mewton aber war durch feine Slurio: 
mens Rechnung im Stande, bey allen Arten von Gleichun⸗ 
gen für krumme Linien berührende zu ziehen. Diejes zeigt 
er in dem Tractat: Methodus Fluxionumeet [erierum 
änfknitarum, in neun 'verfchiedenen Sällen, und fügt noch 
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ſieben hieher gehörige Aufgaben, aber ohne Auflöfung, bins 
ji, B Den Pumct zu finden, 100 die berührende, einen 
gegebenen Winkel mit der Abfeiffenlinie wacht; wo fie ges 
gen dieſe am meiſten oder am wenigſten geneigt iſt; eine 
krumme Yinie-nach einem gewiſſen Geſetze zu befchreiben, 
pie eine andere ‚Der tage nad) gegebene in einem gegebes 
nen Puncte berührt. Wenn man diefe Lnterfuchungen in 
Newtons Schrift durchgeht ſo vergleiche man damit die 
bon Barrow gegebenen Aufloſungen, wo transſcendente 
Functionen vorkommen. 


Newton hat ſchon im J 1665 feine neue Rechnungs⸗ 
Methode auf die Aufgabe von den beruͤhrenden ange⸗ 
wandte. Da er die Frummen Linien durch Zufamnienfes 
gung bon Henegungen entfteben fieß, fo gab die Nichtung 
des befchreibenden Punctes ihm die berührende in jedem 
Puncte des Weges. Z. B. wenn in Fig. 34. der Punct 
M der Ordinate PM auf derfelben in der Richtung P M 
ſich bewegt, indem zugleich die Ordinate ſich parallel von 
P nad Q fortrüdt, und der Punct auf ber Ordinate den 
reg m N befchrieben bat, nachdem PM in QN gerückt 
ift, fo würde die gerade MN die Richtung der zuſammen⸗ 
gefessten Bewegung ſeyn, wenn beyde Bewegungen nach 
mN unP Q gleichformig wären. Sind jie diefes nicht, 
fo ijt der Weg des be hreibenden Punctes eine frumme 
Linie; das Verhãliniß der Sefchreindigfeiten nach P Q,_ und 
PM in dem Punete M ift das Graͤnzverhaͤltniß der tinien 
Mm, mN, und bie Richtung iſt die Linie T M in dem 


Dreyecke TPM, worin TP: PM jenes Granzverhalt⸗ 
niß iſt. 

58. Fruͤher ſchon hat Roberval die Lage der be⸗ 
ruͤhrenden aus der Zuſammenſetzung zweyer Bewegungen 
hergeleitet. Er bemerkte, daß die beruͤhrende nichts ans 
ders als die Richtung des fie bejchreibenden beweglicher 
Punctes ift, wiewohl er hienon feinen deutlichen und eile 
leuchtenden Beweis giebt. Er konnte ſeinen Grundſa; 
aber nur in beſondern Källen anwenden. Denn dazu ift © 
nöchig, das Verhaltniß der Geſchwindigkeiten fuͤr die par 
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tiellen oder relativen Bewegungen zu entwickeln. Wo 
eine krumme !inie feine Gigenfchaft zeigte, woraus 
dieſes WBerhältniß unmittelbar hergeleitet werden 
fonnte, war die Merhode in feinen Händen unjus 
langlich. Der leichtefte Ball ift bey den Kegelfchnits 
ten. Auf der Ellipfe hat der befchreibende Punct zwey 
gleiche relative Geſchwindigkeiten, wodurch er ſich dem eis 
nen Brennpuncte nähert, und von dem andern ſich entfernt, 
Die berührende halbirt alfo den Winfel beyder Richtun: 
gen. Auf der Hyperbel find die relativen Gefchwindigfeis 
ten in Abficht auf die Brennpuncte gleich, und beyde ents 
fernend oder nähernd. Daber halbirt die berührende chen: 
falls den Winkel der beyden Nichtungen, und geht zwifchen 

den Brennpunften durch. 

54. Als Leibnitz feine Differentialrechnung in den 
Actis Erud. 1684 bekannt machte, jeigte er die vortheils- 

hafte Anwendung derſelben zur Beſtimmung der berühr 
renden in ein paar Beyſpielen, die fuͤr die bis dahin bekann⸗ 
ten Methoden zu ſchwer geweſen waͤren. Es ſind darin 
irrationale Ausdruͤcke und Bruchgrößen gehaͤuft. Er be⸗ 
merkt, daß ſeine Methode ſich auch auf transſcendente Li⸗ 
nien erſtreckt. An den aͤltern Methoden tadelt er, daß ſie 
nur die Differenz einer einzigen veränderlichen Größe, und 
nicht zugleich die Differenzen der Damit verbundenen Gröf: 
fen gebrauchen, daher e8 nad) denfelben nöthig ift, Brüche 
und Sserafionalgrößen wegjufchaffen. 

Leibniz möchte immer die Merhove berührende zur zies 
hen von Barrow gelernt haben, und es. bliebe doch feine 
Erreeiterung derfelben durch die von ihm erfundene Diffe— 
rentialrechnung eine wichtige Verbeſſerung, worauf fo große 
Geometer, wie Barrow und Hungens nicht gefommen find, 
da fie fich ganz an geometrifche Merhoden hielten. Allein 
rLeibnitz bat hier alles oder das meilte aus ſich felbit genom= 
wen. In dem Aufſatze de Geometria recondita, cet. 
A. E: 1686. erzählt er, wie er ſchon in den erſten Zei- 
tn feines marhematifchen Studium auf die Berrachtung 
ds von ihm fehr treffend genannten harafterijtifhen 
DTreyecks gekommen fey, das iſt, des Dreyece von den 
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verſchwindenden Differenzen der Coordinaten und des Bo: 
gens einer Frummen dinie, woraus er fehr viele Lehrſaͤtze 
hergeleitet, die er hernach bey den beiden Gregory's und 
Banow gefunden habe. Da die Anwendung der alges 
braifchen Rechnung ihn nicht befriedigt habe, ſey er auf 
feine Analyfis Indivilbilium et infinitorum gerarhen. 
Jakob Bernoulli äußerte in feinem Auffage, ſpecimen 

- ale. difl. in dimenfione Parabolae helicoidis, ‘A. 
Er 1691. daß wer bie Barrowifche Rechnung gefaßt - 
hätte, die bon Jeibnig gefundene nicht verfehlen konnte, 
als welche auf jene ganz gegründet fen, und etwa nur in 
ser Notation der Differentiale, und einigen Abkürzun⸗ 
gen der Rechnung fich unterfheide. Tin einem folgenden 
Auffaße, ſpecimen alterum. calculi differentialis, ib, 
1691 lenkte er aber ein, und erflärte ſich dahin, Daß die 
Aechereinftinmung beider Merhoden nicht weiter gehe, als 
daß, wenn man die eine begriffen babe, die andere deito 
Teichter verftanden werden Fonne, Auch leifte die Leibni⸗ 
ziſche Nechnung vieles, was die Varrowifche nicht int 
Stande ſey, undes habe eine feltene Kraft des Geiſtes 
erfordert, die Rechnung ſo kurz und einfach zu machen, 
als Leibnitz ſie geliefert hat. 


Beruͤhrungspunct iſt der Punct, wo eine krum— 
me dinie von einer geraden, oder bon einer andern krum⸗ 
men dinie berührt wird. 


Beruhrungswinfel (Angulus contactus, few 
contingentiae) iſt die Lage, Die ein Bogen einer krummen 
— gegen die ſie berührende an dem Berührungspuncte 

at. 


Der Winkel einer krummen Linie mit einer geraden fie 
fchneidenden iſt der Winkel, welchen die berührende an jes 
ner in dem Durchfchnittspunete mit diefer macht. Denn 
bey dieſem Winfel fommt es bloß auf die Richtung der 
Frummen dinie in dem Durchfchnittspuncte any nicht auf 
Die benachbarten Theile des Bogens. Der Winkel einer. 
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krummen Linie mit der ſie berührenden ſelbſt iſt alſo boll⸗ 
kommen Null. Sieht man aber auf die Ablenkung der 
krummen Linie von der berührenden geraden, fo kann dieſe 
als ein gemiſchtlinichter Winkel angulus mixtilineus) 
des Bogens der krummen Linie und der berührenden an 
dem einen Endpuncte ‚betrachtet werden, nach der Annas 
logie des Winfels zweyer geraden Linien. Man fann ei» 
nen folchen Winfel aber nicht mit geradlinichren, auch nicht 
mit folchen unendlich Fleinen, fondern nur mit andern fei- 


‚ ner Art vergleichen, Der Kreis giebt ein Mirtel ju biefer 


Vergleichung. 


Es feyAE (Fig. 4a. Tab. IL.) ein Bogen eines Krei⸗ 
fes, dejjen Mittelpunet C ift, In A fen die berührende 
AD. Euklides zeigt (III. 16.), daß zwiſchen der auf 
AC fenfrechten (oder berührenden) A’ D und dem Kreife 
feine gerade Linie gezogen werden fann, daher der Winkel 
des Kreifes und der berührenden AD. fleiner ift als jes 
der fpißige geradlinichte Winfel. 


Ob num gleich jede gerade Linie A F, die durch A ins 
nerhalb des W. C, AD gejogen ‚wird, "den Kreisbogen 
A EB fchneider, fo laſſen fich doc unendlich viele Kreis 
fe ziehen, die zwifchen dem Bogen A E und der gemein: 
fchaftlichen berührenden durchgehen, nämlich alle, die 
aus einem Mittelpuncte auf der Linie durch A und C, 
mit einem Halbmefjer, größer als A C, befchrieben wers 
den. (Kältners Anfangsgründe der Geom. S. 20. Zuf. 
6.) Die ſtetige Ablenfung ift an den größern Kreifen ge— 
tinger ale an den Fleinern,, bey gleicher Länge der Bogen. 


Die Ablenkung des Kreisbogens A E in E von der 
berührenden A D, in Abficht auf die Nichtung, iſt der 
MWinfel der in E berüßrenden mit A D, das iſt der Winfel 
ACE. Auf dem mit A G befchriebenen Kreife ſey der 
Bogen Ae=AE, fo iſt die Ablenfung des Bogens A e. 
in e der Winfel AGe. Nimmt man die Bogen AE, 
A e gleich groß, fo verhalten fich die Ablenfungen in. F 
und e;wie AG: AC, weil ben gleichen Bogen die Wins 
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kel ſich umgekehrt wie die Halbmeſſer verhalten. Statt 
‚ber Ablenkungen gleich großer Bogen in den Endpuncten 
mag man auch Furz die Ablenfungen der ganzen unbe— 
fimmten Bogen ſetzen. Diefes find die gemifchtlinichten 
Winfel DAE, DAe, welche jwar nicht mit geradlis 
nichten Winfeln verglichen werden können, aber doch ein 
beftimmbares Verhäleniß unter fich haben, nämlich das 
umgefeßrre Verhaltniß ihrer Halbmeſſer. Mit einem gez 
radlinichten Winfel kann der gemifchtlinichre nicht verglis 
chen werben, weil auf den Schenkeln jenes die Theile im- 
mer dieſelbe Sage gegen einander behalten, auf diefens 
nicht, 


Mun fen M Alm (Fig. 45.) ein Bogen einer Frums 
men Linie, an welcher in A die berührende gerade DAd 
gezogen iff, und BAb ein Kreisbogen , der aus einem 
Mittelpuncte C auf der durdy A normalen AC befchrieben 
ift, fo daß zwifchen demfelben und dem Bogen der Curve 
MAm fein anderer Kreisbogen durchgehen Fönne, ſon— 
dern jeder andere, aus einem Mittelpuncte auf der Nor: 
male befchriebene Kreis entweder zwifhen DAd und 
M Am durchgehe, oder innerhalb des Kreisbogens BAb 
falle, das ift, e8 ſey AC der Halbmeſſer des Krümmungs— 
freifes. Solchergeſtalt it der Berührungswinkel in A 
an der Frummen Linie MAm und an dem Kreiſe BAb 
derfelbe, In jedem andern Puncte der Frummen Linie, 
wie M, iſt der Berührungswinkel dafelbft und an dem zu— 
gehörigen Krümmungsfreife auch gleich groß. Daher vers 
balten fich die Berührungswinfel in A und M umgefehre 
wie die Halbmeffer der Krümmung in A und M, 


Die Halbmeffer ver Krümmung verhalten fih umge 
kehrt wie die Krümmungswinfel; alfo verhalten fich 
die Berührungswinfel wie die Krümmungswinkel, d. is 
die Winfel zweyer aneinander ftoßenden Bogen einer 
Eurve, ‘ 


Über den Beruͤhrungswinkel ift im 16ten Jahrhun⸗ 
dere ein lebhafter Streit zwiſchen Peletarius (Pelles 
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tier) und Clavius entitanden. Der verfte behauptete, 
der Verührungswinfel jey Fein wahrer Winfel, überhaupt 
keine Größe, fondern die gerade berührende am Kreife falle 
mit dem Umfange zufammen, und fen nicht gegen fie ge: 
neigt; der Winfel des Halbfreifes mit dem Durchmefler 


. fen allerdings einem gerablinichten echten gleich, 


Clavius behauptete dagegen, ber Perührungswinfel 
‚im Kreife fen wirklich ein Winfel, und zwar eine Größe, 
die fich ins Unendliche heilen laffe, zwar nicht durch eine 
‚gerade Linie, aber wol Durch den Umfang eines großern 
Kreiſes; doch fen er Fleiner ala jeder mögliche geradlinichte; 
der Wintel des Halbkreiſes ſey kleiner als ein geradlinichter 
Rechter, doch aber größer als jeder geradlinichte ſpitze 
Winkel. Auch ſeyn der Berührungswinkel und ein gerad— 
linichter ungleichartige Größen, und könnten daher nicht 
verglichen werden. Dieſes zur Erwiederung auf einen 
Grund, den P. für ſeine Behauptung anfuͤhrte. Cla⸗ 
vius hat feines Gegners Gründe und feine eigenen in ſei⸗ 
nem Commentar über Euklides Elemente (III. 28) ange: 
führt, . 

Die Geſchichte des Streites und die Unterfuchung der 
Trage hat Wallis in einer Abhandlung 1656 vorgerra: 
gen, welcher er eine Vertheidigung noch 168 ; folgen ließ. 
Beide Abhandlungen ftehen in dem zweyten Theile feiner 
Werke, p- 605 — 664. Die zweyte Abhandlung 
ward Dadurch veranlaßt, daß ein Jeſuit, Leotaud, in 
feiner Cyclomathia, 1662, die Vertheidigung des Ela- 
vius übernommen hatte, Wallis erflart fich für die Mei— 
nung / des Peletarius. 


Man kann ſagen, daß beide Recht haben, weil ſie den 
Winkel einer krummen Linie mit einer geraden ſich ver—⸗ 
ſchiedentlich gedenken. Tac quet ſagt in feiner Ausgabe 
des Euklides, daß beide ſich irrige Vorſtellungen von der 
Natur der Winkel machten. Dieſe ſeyn keine Größen, 
ſondern Beſchaffenheiten (modi) einer Größe, und konn⸗ 
fen nur in Abficht auf Congruen oder Nicht» Eongruen; 
verglichen werden, 


Berührungsminket- 298 


Ein Berüßrungsmwinfel kann unendlich Fein, oder 
unendlid) groß, in Vergleihung mit Berührungswinkeln 
an Kreifen ſeyn. Wenn zwiſchen der Frummen finie M Am 
und der in A berührenden geraden DAd fein Kreisbogen 
durch A, aus einen Mittelpuncte auf der Mormale A C, 
gezogen werden Fann, fo groß aud) der Halbmefjer genoms 
men werden mag, fo ift der Krümmungswinfel MAD 
unendlicy Flein, und die Krümmung von MAm in A uns 
endlich gering. Limgefehre, wenn jeder Kreis, der aus 
einem Mittelpuncte auf der Normale durch A befchrieben 
wird, zwifchen der berüßrenden DAd und der Frummen 
Linie durchgeht der Halbmeſſer mag noch fo klein genom⸗ 
men werben, fo iſt der Krümmungswinkel der Frummen 
Linie in A unendlich groß, und die Krümmung daſelbſt 
unendlich, ftarf, 


Erempel. Die frumme Linie AMN (Fig. 46.) fey 
eine höhere Parabel, deren Gleichung ift yı SS ax, 
Die Are ſey AX; auf diefer die Abſciſſe AP—=x, die 
fenfredhte Ordinate PM—=y. Man ziehe AM, und 
auf dieſe die ſenkrechte MQ, welche AX in Q fchneider, 
und. fege AQ=2u Da AP:—AM — AM:AQ 


ift, fo ift z2ux—r+ty, weumx 4 2. Kür 


. a?’ 
unfere Frumme Sinie ft zu—x + — Dieſes iſt der 


Durchmeſſer AQ eines Kreiſes, der durch M geht. Se 
näher M an A genommen wird, deito größer wird diefer 
Durchmeffer. Nimmt man alfo einen Punct m auf dem 
Bogen AM zwiſchen A und M, fo gehe der durch die 
Puncte A, m auf gleiche Art beſchriebene Kreis jwifchen 
dem durch Die Puncte A, M bejchrießenen und der in A 
beide berührenden AD hindurch. Nimmt man jwifchen 
A und m wieder einen Punct, und befchreibe Dutch dieſen 
und A aus einem Mittelpuncte auf AX einen Kreis, fo 
nähert ſich diefer der berührenden noch mehr als der durch 
A, m, befchriebene, Die Gränze aller Diefer Kreife iſt 








44 
4} 

194° 
4 
— 

4: 
J 
937 
| | 
i 


nd 
= — 
— —— 


en * 
rem 


> — 
— nn — — — — 
a ne ee eher een ee) ee 


| 
3 
j 
i 
. 
ji‘ 
#2 j 
+ 
4 
4 
REES 
J 


»r 
$- 
- 
Bi ı; 
J 
J 
— 
— 
2 
N \ ⸗ 
0 Pi: + 
— J 2 1.4 
Fr | ! 
et 
> ir) . 
SH 
r 2 #74 
H 
- F “ 
-E. 
I, N 
ꝑ 
Ei 
Ir Mu . 
Pu 7 
a: 
u 
} 
i 
Aa : E . 
n. 6 —23 
8 
44 — 
„il 5% 
u! 
FRE 
+ FR 
E | in 
h £ ma 
„ua = 5 . 
Fe: IE 
B ’» u 5 
et 14 
Hi 9 
ie br [1 
ne u 5 z 
ee { 
Fit *8 
Kl 
4 
BER 
” Ti 
ER 
ji v 
ı@ 
At * 
— 1 ’ 
L 


ee 


* 


398. Berührungsminkei 


ein Kreis mit einem unendlich großen Durchmefler; daB 
ift, die Ablenfung der Frummen Linie in A von ber berüßs 


- enden ift unendlich gering, oder die Krümmung unendlich 


kin. 

Die krumme Linie fen eine andere Art von hoherer 
Parabel, deren Gleichung iſt — ar. ‚Nun ift 
au—x-+ yay. Ein Kreis durch A undm befchrieben, 
aus einem Mittelpuncte uf AX, fälle innerhalb des durch 
A, M auf gleiche Arc befchriebenen Kreifes; die Ablens 
fung der frummen Linie von der berührenden AD mird 
immer größer, und in A unendlich ftarf, wo der Durch: 
meffer des Kreifes unendlich Flein ift. 


Penn die Gleichung ift y* — asx, fo it azu—mx 
5 j ⸗* 
+ ne und die Ablenkung von der berührenden im A iff 


unendlich geringer als an der krummen Linie, deren Gleich 
ung iſt y — a’x. Laßt man die Exponenten von ynad) 
der Kolge der narürlichen Zahlen zunehmen, ‚fo entſteht 
eine Kolge von Berührungswinfeln, deren jeder unendlich 
Flein gegen den vorhergehenden ift. Für die erſte in dieſer 
Meihe von Frummen ‚Linien, bie apollonifche Parabel, 
deren Gleichung y? = ax, iſt der Berührungswinfel in 
A gleich vem an einem Kreife mie dem Durchmeſſer a. 


An ber Frummen Linie, deren Gleichung iſt y* Saxb, 


iſt 2u. * xVay?. Unterſcheidet man dieſes u durch 
ein Strichlein von dem u für die Linie mit der Gleichung 
y=axt, fo iſt die Gränze für u: uW=yy:yy 
—ı: Vy ; da in dem Werthe des Durchmeffers der Theil 
x gegen den zweyten Theil zulegt unendlich klein wird, 
An der krummen Linie mit der Gleichung y+ = ax? iſt 
alſo der Berüprungswinfel bey A unendlich größer als an 
der andern, mit der Öleihung y* — ax’. 


‚Zu vergleichen: Newtoni Methodus fluxionum et 


- ferierum infin. p. 114. edit. Caltillion. 
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Beſtändige Größe (Conftans) ift diejenige, bie 
nach der integration einer Differentialgleichung dem ns 
tegral bengefüigt wird, weil ben der Differentiation einer 
Gleihung dasjenige Glied, was bloß eine unveränderliche 
Größe enthält, weggelaffen witd, und alfo ben jeder Tin: 
tegration ein folches Glied als vorhanden anzunehmen iſt. 
Bas es für einen Werth habe, muß aus den Bedingun⸗ 
gen’ der Verbindung der Größen beſtimmt werden. In 
manchen Fällen ift es Null. In allgemeinen Linterfuchuns 
ik bleibt es unbeſtimmt, und wird durdy Conft. oder © 

ezeichnet. 


Beſtimmt iſt, wobey nichts willkuͤhrliches Statt 
hat. Eine beſtimmte Aufgabe iſt, die nur auf eine 
Art aufgelöfet werden kann, oder zu welcher die mögliche 
Anzahl der verfchiedenen Auflöfungen gegeben wird, Eine 
beftimmte Gleihung iff, worin nur eine einzige 
imbefannte Größe vorfommt. Eine beftimmte Zahl 
iſt, deren Verhältniß zur Einheit gegeben wird, wie 85 
3;22. Dahin gehören aber auch alle Irrationalzahlen, 
wenn gleich der Erponens ihres Verhaltniſſes zu der Eins 
heit oder zu einer rationalen Zahl nicht vollftandig angeger 
ben werden fann, 


Beſtimmter Schniff (Sectio determinata; 
Ötepiousvn oa) iſt die Benennung einer geomefrifchen 
Aufgabe, worüber Apollonius, der große Geometer 
des Alterthums, eine Abhandlung in zwey Büchern oder. 
Abrheilungen gefchrieben hat; die verloren find. Pappus 
bat in feinen mathematifchen Sammlungen in der Bor: 
vede zu dem 7ten Buche eine. furze Nachricht von dem 
Inhalte diefer Schrift gegeben, und in dieſem Buche 51 
Satze, die zu den Aufgaben von dem beftimmten Schnitte 
nöthig find -(Lernmata) mit den Beweiſen vorgetragen, 
Nach Anleitung jener Nachricht hat Snellius ein ahn⸗ 
liches Werk zu fiefern unternommen, in dem Apollo- 
nius Batavus, Lugd. 1608. pagg. 37. 4. Es iſt aber 
noch ſehr unvolkitändig, wie man aus dem bloßen Anblick 
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erkennen mag. Die Hülfsſätze bey Pappus ſind nicht 

benutzt. Daher iſt Nobert Simſon mit dieſer Bearbei⸗ 

“rung der Aufgabe ſehr unzufrieden. Um dieſelbe Zeit mit 
Snellius befchäftigte fih Marinus Gheraldus aus 

Raguſa mit diefer Aufgabe. Seine Eonftructionen find 

aber nah Montucla's Urtheil oft zu fchwerfällig. in 

Italiener, Giannini, iſt diefem Schriftſteller zufolge 

beſſer in die Merhöde des alten Geometers eingegangen, 

Anzwifchen ift die Schrift des Snellius vor nicht langer 

ie von einem Engländer Lawſon ins Englifche über: 


' 2 
* London 1772, und mit einer neuen Reſtauration 


von Wales begleiter. Eine Wieverheritellung des Apol: 
lonifchen Werkes, die von tem Original Faum verfchieden 
ſeyn mag, hat Nobert Simfon geliefer. Er hat 
‚eben fo viele Hauptaufgaben und fo viele befondere Falle 
(epitagmata), als nach) Pappus Anzeige in dem griechifchen 
Werke waren, auch eben fo viele Beftimmungen eines 
größten oder Fleinften Verhältniſſes, wo ein folches Statt 
findet. Zu den zwey Büchern des Apollonius hat er noch 
zwey eigene gefügt, die etwas ſchwerere verwandte Auf—⸗ 
gaben enthalten. In der Sammlung, Rob. Simfon 
Opera reliqua, Glasguae, 1776. 4. find die wieder: 
hergeſtellten Bücher des Apollonius von ©. 59 — 193; 
die beiden zugefügten von ©. 198 — 313 enthalten. 
Diefes Werf iſt dienlich fich eine Übung in "der geometri- 
fehen Analyſis und Syntheſis zu verfchaffen, wozu ein 
Theil deffelben auch ſchon hinreichend feyn möchte, 

Die Aufgabe fordert, auf einer geraden Linie einige 
Puncte ſo anzugeben, daß die Mechterfe oder Quadrate 
von den Theilen ein gegebenes Verhältniß haben, bey 
einer beſtimmten gegenfeitigen Lage der Punete. Daher 
die Benennung der Aufgabe. 

I. Auf einer geraden Linie find —— 
zwey Puncte, A, B, gegeben, 
amd neben bey eine gerade Linie von gegebener Jänge D, 
es wird auf jener der Punct P gefucht, fo daß PA?:PB*, 





aber auch PA xD ; PB? einem gegebenen Verhält: 
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niſſe gleich fen, der Punet P mag jwifchen A und B, 
oder aufer beiden, auf diefer oder jener Geite hegen follen. 
II. Auf einer geraden BEL SERRR. A. ee 
Sinie feyn drey Puncte, 
A, B, C, gegeben, ed wird ber Punet P gefucht, fo 
daß PAXD : PBXxPC,. ober PA’; PBxPC 
einem gegebenen Verhältnifje gleich, und die gegenfeitige 
Sage aller vier Puncte irgend eine beftimmte fey. Die 
bengefügte Anordnung if nur eine einzelne, 
III. Auf einer geraden — — 2 
Linie ſeyn vier Puncte, 
A, B. C, D, gegeben, es wird der Punet P geſucht, 
fo daß PAXxPB : PCXVD einem gegebenen Ver ⸗ 
haltniſſe gleich, und die gegenſeitige Lage aller fünf Puncte 
irgend eine beſtimmte ſey. | 





Die Aufgaben haben, als algebraifche betrachtet, gar 
feine Schwierigfeit. Sie führen nur auf Gleichungen 
vom zweyten Grade Das Künftliche nach der Methode 
der Alten beftehe darin, fie bloß durch Verbindungen von 
Berhältniffen, und durch Zufammenfesungen von Recht— 
ecken und Quadraten, mittelft einer geometrifchen Rechnung 
allein, oder mit Zuziehung einer Conftruction aufzulöfen, 
und jwar fo, daß P die verlangte Lage gegen Die gegebe⸗ 
nen Puncte erhalte. Apollonius hat die Auflöſungen auf 
zweyerley Art gegehen, einmahl bloß durch gerade Linien, 
nach dem Verfahren des Euklides im zweyten Buche der 
Elemente, dann aber auch auf eine feinere und lehrreichere 
Art durch Anwendung der an einen Halbkreis gezogenen 
Sinien, die mit den Theilen auf der gegebenen in Verbin⸗ 
dung gebracht werden. Die Mannichfaltigkeit der Fälle, 
welche nach der Methode der Alten alle einzeln vorgenom⸗ 
men werden mußten, und die Beltimmung des Verhalt⸗ 
niffes , welches zu der Gränze der Moglichkeit und Unmög⸗ 
lichkeit einer Auflsfung gehört, mit der Angabe, ob es 
größer oder kleiner fey, als jedes andere, bas eine Auf⸗ 





in — —— 
—————— — 
— — 





— 


ae — — 


er Are 


— 
Ze 
— 





1. — 


& 
N 


Deftimmter Schnitt, 


VWfung möglich macht, verutſachten, daß die Abhandlung 
weitläufig wurde, Sie hat 51 Lemmata, und 93 Lehr⸗ 
Tage enthalten. 


Simſon macht das eine Glied des Verhaltniſſes der 
Rechtecke und Dundrate um eine gegebene Größe größer 
oder Fleiner, tind ſetzt das Verhaltniß dieſes veränderten 
Bliedes zur dem andern Gliede einem gegebenen gleich, 
3. D. ben drey gegebenen Puncten in nr. II. 

APx<D-—-DxE: PBxPCc= =z=m!n, 
ober auch 

APPB-DD: PC! =. m;n,.- ! 
wo D und E gegebene Längen, und m:n ein befkimmtes 
Verhãltniß iſt. 

Unter den Lemmaten, die Pappus vorgetragen hat, 
find manche merkwürdige Berhältniffe, die durch Abthei⸗ 
lungen auf einer Linie entftehen. Der folgende Gag 
(XL. bey Pappus) diene zum Beyſpiel. 

A 6 DD EB, | 
Es ei auf einer geraden Linie fünf Puncte, A, B, C, 
D, E, fo genommen, daß" | 
AOCXOB: AEXEB=CD!:DE*, 
fo ift = 
ACX<AE:BEx<BC=AD?:BD?. 
Der Beweis, den Pappus giebt, läßt fich Bier nicht mir: 
theilen, weil dazu andere Säge nöthig find. Beide Pros 
portionen find Folge einer dritten, namlich diefer: 
AD<DB:CDx DE=AD-BD:CD-DE. 


“ Denn man fee AD=a, BD=b; CD=e; 


DE=d, fo ift die legtere Proportion 
ab: cd=a—b:c-d, 
alfo ab (e—d)= cd (a—b). 
Multiplieirt man auf beiden Seiten mit c+d, und ſub⸗ 
erahirt darauf beiderſeits oc dd, fo erhält man 


(ar d) 6 qh — 664 6) dd, 


Beftimmter Sänitt . 297 


woraus Die erfte Proportion folge. _ Die zweyte erhält 
man auf ähnlihe Art, nachdem man die anfängliche 
Gleichung mit a-+ b multiplicirt hat, - 


Em verwandter Gas ift folgender (XXXIX. bey Pap · 
pus). Wenn 
ABx<AE:DBX<DE=AC?:CD2, 
ſo iſt 
,AB<DB:AEx<DE=CB?:CE?. 
Ben dem Gebrauche der vorigen Bezeichnungen giebt die 
erfte Proportisn die Gleichung, 
(a+b+dcc+2bcd = abd. 
Hieraus 
fowoflb+J’d=(a+b) (bd—ce) 
al CcH+d’b=la+d) (bd—ce),. 
woraus fich Die zweyte Proportion ergiebt, 


Deugungspunct, f. Wendungspunct. 


Bewegung it im mathematiſchen Verſtande die 
Vorftellung von der fterigen Veränderung der Lage eines 
Punctes, einer Linie, einer Fläche oder eines Körpers, 
Es ift ein dem Verftande urfprünglich angehöriger Begriff, 
wodurch mir die finnlichen Erfheinungen bey Veränderung 
der dage der Körper gegen einander in Verbindung zu brins 
gen vermögend find. Die Bewegung, welche in der reis 
nen Machematif nur gedacht wird, legen mwir den Körpern 
als etwas an ihnen vorhandenes bey. Dem Verſtande 
gehört die Form der Bewegung. Die Form ift nur in 
ihm vorhanden, da der zurückgelegte Weg eines Körpers 
nichts wirfliches, und feine Jage nur etwas augenblickli- 
ches iſt. 

Linien werden durch ſtetige Bewegung eines Punctes 
erzeugt. Weil allenthalben in ihr Puncte gedenfbar find, 
fo fann man einen Punct ftetig durch fie hinführen. Go 
fahrt man beym Abzeihnen einer Figur auf einem durch⸗ 
— Papier mit einem Stifte über ihren Gränzen 

in, 
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Tlächen werben durch die Bewegung einer Sinie erzeugt: 
Eine gerade Linie bleibe in derfelben Ebene, fich gleich und 
parallel‘, fo entſteht ein Parallelograinm.. Derandert fie 
ſich, ſo kann jede ebene Figur dadurch entftehen. Man 
mag fie auch um einen feften Punct in derfelben Ebene, 
ſich drehen laſſen. Bleibt fie fich gleich, fo befchreibr fie 

eine Kreisflache, ihr Enddunct die Kreislinie. Verändert 
fie ſich, fo kann jede krummlinichte Figur dadurch befchries 
ben werden. Das Geſetz der Veränderung beſtimmt die 
NMatur der frummen-dinie. Go werden in der Ajtronomie 
Eliipfen durch einen veränderlichen radius vector befchries 
ben, der ſich um den einen Brennpunct dreht. Bleibt 
die befchreibende gerade Linie nicht in derfelben Ebene, ‚geht 
aber doch ſich parallel durch eine in. fich zurücklaufende 
Frumme Linie, als einen Kreis, eine Ellipſe, fo befchreibe 
fie die Oberfläche eines Eylinders oder cnlinderfermigen 
Körpers. Gebr fie Durch einen firen Punct, indem fie 
fich langs jener krummen Jınie bewegt, fo. befchreibt fie Die 
Oberflache eines Kegels oder Eegelförmigen Körpers, 


Körper werden duch Bewegung einer ebenen Fläche 
erzeugt, So ein Parallelepipedum durch die fich parallele 
Bewegung eines Parallelogramms. Verändert die ebene 
Figur ihre Größe, bleibe fich aber ähnlich, fo entſteht, 
bey Beobachtung eines gewiſſen Gefezes, ein Kegel oder 
fegelformiger Körper. Jeder Körper kann durch eine 
Nach einem gewiflen Geſetze ſich weraändernde Figur, bey 
pavalleler Bewegung hervorgebracht werden. Die erzeue 
gende Ebene mag fich auch um eine in ihr gezogene gerade 
Linie Drehen. Go fann fie cylinderförmige und kegelför⸗ 
mige Körper befchreiben. Bey jenen ift die Ebene ein 
Parallelogramm, deſſen Grundlinie aber veränderlich ſeyn 
mag; ben diefen ift die Ebene ein geradlinichtes Dreyeck, 
deſſen Grundlinie diefelbe oder veränderlich if. Durch 
Umdrehung einer frummlinichten Figur, um eine Ape, 
die fie in gleiche und ähnliche Hälften theilt, entftehen 
Körper, die zum Theil zu dem Kegelgefehlechte — 
werden. 


— 
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Die alten Geometer haben die Vorſtellung einer Be⸗ 
wegung in die Geometrie aufgenommen. Euklides läßt 
die Kugel, den ſenkrechten Kegel und Cylinder durch Um⸗ 
drehung einer ebenen Figur entſtehen. Apollonius, der 
in ſeiner Erklaͤrung des Kegels den ſchiefen mit begreift, 
laßt die Kegelflache durch eine gerade Linie beſchrieben wer⸗ 
den, welche durch einen firen Puner gelegt ift, und längs 
dem Umfange eines Kreifes, in welchem aber jener Punct 
nicht liegt, berumgeführt wird. Archimedes führte eine 
gedoppelte Bewegung in die Geometrie ein, nämlich bey 
feiner Spirale. Dieſe wird befchrieben, indem eine unbes 
ſtimmte gerade Linie fich um einen firen Punct gleichförmig 
in berfelben Ebene bewegt, und ein Punct auf derfelben 
gleihfermig fortrückt. Er bringt bier auch den Begriff 
von Gefchwindigfeit in eine, geometrifche Unterſuchung. 
Er zeigt, daß ben der gleichförmigen oder gleich geſchwin— 
den Bewegung eines Punctes die Wege fich wie Die Zeiten 
verhalten, auch, daß bey zwey Puncten, deren jeder eine 
gleihformige Bewegung hat, die in gleichen Seiten bes 
fchriebenen Wege ein gegebenes Verhältniß Haben. 

Die Meuern haben auch ungleichförmige Bervegungen 
in die Geometrie eingeführt. Neper legt in der Theorie 
ber Sogarithmen zwey Bewegungen zum Grunde, eine 
gleihformige und eine ungleichformige, wobey ‚die Ge— 
fchwindigfeiten in geomerrifcher Progreffion abnehmen. 
Descartes gebrauchte ungleihförmige Geſchwindigkeiten 
bey der Conftruction ver Beauniſchen Curve. Newtons 
Rlurionen find Verhältniſſe der Gefchwindigfeiten; der 
Puncte, Linien und Ebenen, die dur ihre Bewegung 
Linien, Slächen und Körper erzeugen, Indem die Ordi— 
nate einer Frummen Linie parallel mie fich felbft auf der 
Abfeiffenlinie fortrückt, viicke ein Punct auf ihr in ihrer 


Richtung fort, entweder nach der Abfeiffe hin oder ſich 


entfernend. Das Gefeg der Geſchwindigkeit diefes Punctes 
in Beziehung auf die Gefchwindigkeit der Ordinatenlinie 
beitimme die Eure. 

Vergl. Käftners Gefhichte ver Mathem. Bd. IV. 
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Beweis ift eine Verbindung von Sätzen, melde 
entweder den Grund enthält, warum einem Gubjecte ein 
Praͤdicat bengelegt wird, oder welche zeigt, wie aus einem 
Gase ein anderer Satz hergeleitet wird. In mathematie 
{chen Unterſuchungen ift das Gubject entweder eine Größe 
mit einer gewiffen Form, z. B. die geometrifchen, Kreis, 
Ellipſe, Regel, unter den arithmetiſchen, eine dekadiſch 
ausgedruckte Zahl, eine Porenz einer eintheiligen Größe 
mit irgend einem Exponenten; oder das Subject ift eine 
Verbindung mehrerer Größen, 3. B. Aggregat, Product, 
Bruch, Proportion, Gleichung, Progreffion. Ein 
Subject kann oft auch als ein Satz betrachtet werden, 
3. B. eine Proportion, eine Gleichung enthalten wirklich 
jede einen gemiffen Gas. Das Prädicat iſt die Beſtim⸗ 
mung einer Gleichheit, bisweilen auch einer Ungleichheit, 
in geometrifchen Gäsen außer diefer Beftimmung in einis 
gen Fallen eine gewiffe Lage der Linien und Flächen. 

Sehr häufig oder am häufigften wird ein Gas, manch⸗ 
mahl mehrere, als Bedingung oder Borausfegung (hypo- 
thefis) aufgeftelle, und daraus mit Zuziehung ſchon erwies 
fener Säge ein neuer. Satz hergeleitet. 


Daß ſowohl die Säge, welche in einem Beweiſe ans 
gewandt werden, richtig ſeyn, als auch, daß in ber Art 
ihrer Verbindung feine Mängel fih finden müſſen, oder 
daß, wie die Logiker fid) ausdrücken, Materie und Form 
der Schlüffe richtig feyn, wird. in der Mathematif um fo 
ftrenger gefordert, da es bey mathematifchen Beweiſen 
Teiche ift, Darauf zu achten, und Bier feine der Schwie⸗ 
rigfeiten fich findet, die bey philofophifchen und phyſikali⸗ 
ſchen Unterſuchungen häufig eintreten, 

Von den Schlußarten, die in der Logik entwickelt wer⸗ 
den, gebraucht man in der Mathematik nur die nach der 
erſten Figur, in welcher man von dem Allgemeinen auf 
das Untergeordnete ſchließt. In der reinen Mathematik 
werden nur allgemein bejahende Sätze aufgenommen. Je⸗ 
ne Schlußart kommt nur in der Analyſis und analytifchen 
Geometrie vor, Was z. B, von Öleichungen allgemein 
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erwieſen ift, gilt auch von einer Gleichung irgend eines 
Grades, und einer individuellen; die Entwickelung einer 
Größe in die Form einer Neihe wird auf jeden befondern 
Fall angewandt, fd auch die Differentiation und Integra⸗ 
tion einer Function, die im Allgemeinen gelehre if. Die 
Eigenfchaften, welche kinten der zweyten Drdnung zukom⸗ 
men, werben jeder der drey Gattungen diefer Ordnung 
bengelegt. — In der Geometrie, nach Art der Alten bes 
handelt, wird nie vom Aligemeinen auf das Lintergeorde 
here gefchloffen, fondern die Eigenfchaften des -Linterger 
ordneten werden befonders erwiefen. 3. B. an dem Kreife 
wird gezeigt, daß das Quadrat der halben Chorde, die ſenk⸗ 
recht auf einem Durchmeſſer ftehe, dem Rechtecke von den 
Abſchnitten des Durchmefjers gleich ift, obgleich diefer Sag 
fon in einem andern von den Gegmenten zweyer, auf 
irgend eine Art fich ſchneidenden Linien enthalten ift. 


Die Schlußarten, welche in der Marhematif am Haus 
figften gebraucht werden, find folgende, 

I. Wenn A,B,C,D,E, etc, irgend welche Größen, 
auch jufammengejegre, bedeuten, und es von diefen erwiefer 
it, daß A=B, und B=C ift, fo folgt, daß A-C ift. 
Iſt C=D, fo folgt, daß A—=D iff; wenn ferner D—E 
it, fo it A—E, u. f. f. fo lang auch die Reihe feyn may. 

- DI. Iſt erwiefen oder bedungen, daß A — B und 
C=D if, fit AHC=B+D, ud u A— GC 
—=B—D; feiner AH+C=B-+ Cum A—C—=B—C, 


TIL. Iſt erwieſen oder bedungen, daß A—=B ift, fo 
Auch find die gleichnas 


migen Potenzen und Wurzeln von A und B-gleih, Die 
Differentiale dergleichen Runetionen A, B, find gleich, Die 
Integrale der gleichen Differentialfunctionen A, B, mit 
zwey beränderlichen Größen find glei), oder nur um eine 
beftändige Größe verfchieden, 

. IV: Sind A und B ungleich, fo find auch A + Ctınd 
B + Cunglid; fo wie A — Cum B—C,- Iſt A, 


* A . 
iſt ma — mB, und — =n 
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‚größer als B, und B größer als C, fo ift A größer als’ C, 


Iſt A Eleiner als B, und B fleiner als C, fo it A kleiner 
als C. 

V. Es bedeuten A=o, B=o, C=0,D=o etc. 
Gleichungen zwifchen gegebenen’und umbefannten Größen, 
oder Gleichungen zwifchen unveränderlichen und veränder- 
lichen Größen; digfe mögen rheils angenommene teils vor: 
her eriwiefene ſeyn. Aus der Verbindung von A==o und 

—o durch folche Verwandlungen, wie II. und III. ent: 
halten, entftehe eine Sleihung P=0; durch die Verbin⸗ 
dung der Gleichung Do (oder B=o; oder ber neuen 
Po) und C—=o, entſtehe eine Öleichung Oo. Aus 
der Verbindung einer diefer Gleichungen mit der Gleichung 
D=0 entftche wieber eine, R=o. Go fährt man fort, 
bis daß man auf eine Gleichung kommt, welche bie Nelaz 
tion zwifchen den Größen darftellt, Die mit einander vers 
knüpft werden follen, die übrigen ausgefondert. Diefer 
Gang der Beweife ift der gewöhnlichfte in der Analyfis. 


Da Proportionen in ber That Öleihungen, nämlich zwis 


fchen zwey Verhältniſſen, find, fo iſt derjelbe Gang auch in 
geometrifchen Beweiſen, nach Art der Alten, häufig anzu⸗ 
treffen, bier aber Öfterer mit den andern Schlußarten, be: 
ſonders I. verbunden, als es in ber Analnfis gefchieht. 
Alle Mittelfäge, die ben einem Beweiſe angewandt 
erden, müſſen vorher erwieſen ſeyn, wenn fie nicht eine 
bedungene Melarion der Größen enthalten. In dem De: 
weife ſelbſt muß bloß ihre Sombination vorgenommen wer: 
den. Es ift ein Fehler gegen die gute Methode, Beweiſe 
in Beweiſe einzuſchalten. Wo man dergleichen Paren⸗ 
thefen anfrifft, und fie zu iiberfchlagen nicht im Stande 
ift, muß man fie heraus heben, und al3 einen befondern 
Gas voran gehen laſſen. Es iſt auch fehr gut, bey 
der Schlufart V. alle Gleichungen, die gebraucht werden, 
vorher aufjuftellen, wodurd) bie liberficht des Beweiſes 
erleichtert wird, oder diefes als Leſer für fih zu thun, 
wenn der Verfaffer des Beweiſes es nicht für nöthig ger 
halten hat. Man ſieht gleich Anfangs, worauf es bey 
dem Beweiſe anfomınt, 
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Eine von den alten Geometern oft gebrauchte Beweis⸗ 
art, die Gleichheit zmener Größen A und B ju zeigen, iſt, 
daß bemwiefen wird, A Fünne nıcht größer, und auch nicht 
kleiner als B ſeyn. 

In der Analyfis des Unendlichen nach Art der Alten 
behandelt, kommt folgende Schlußart vor. Wenn A eine 
Größe iſt, die zwifchen zwey andern P, Q fo enthalten iſt, 
daß A immer größer als P und Fleiner als Q it, fo nabe 
auch P und Q, durdy Veränderung in der Anzahl und 
Duantıtät ihrer Theile einander fommen, und wenm die 
gemeinfchaftliche Gränze, welcher P und Q ſich ohne einen 
beftimmbaren Unterſchied nähern, G heißt, fo it A=G. 

Bon diefer und der vorhergehenden Schlußart f. Ex⸗ 
hauſtions⸗ Methode. 

In einigen Fällen iſt folgende Schlußart brauchbar, 
Wenn zwey Großen zwiſchen zwey veränderlichen Größen, 
deren Unterſchied kleiner als jede angebbare Große gemacht 
werden kann, enthalten find, fo find fie einander gleich. 
ſ. Proportion. 

Deweife durch Induction, das ift, eine allgemeine 
Behauptung aus Bemerkungen des Zutreffenden in befons 
dern Fallen, finden in der Geometrie gar nicht Gtattz 
in der Arithmerif und Analnfie müſſen fie bisweilen vie 
Stelle der ſtrengen und allgemeinen Beweiſe vertreten, 
Die Kormen der Zahlen haben zuweilen igenfchaften; 
die fich wicht leiche erweifen laffen, ob fie gleich in allen 
einzelnen Fällen die Probe halten. 3. B. der Gas, daß’ 
jede ganze Zahl ſich in vier oder wenigere Quadrate zerles 
gen laͤßt. Die Summen der Potenzen von Zahlen, die 
in arithmetifcher Progreffion find, bis zu der fechsten 
Potenz, fand Wallis durch eine mühſame Induction 
(Arithm. Infin. Prop. 19. 39. feq... Das &efes der 
Binomial-Coefficienten ift zuerft durch Induction, ans 
fangs nur, von Briggs, für ganze Erponenten, hernach 
von Newton für gebrochne, durch wirkliche Ausziehung 
einer Wurzel, gefunden. Die Induction wird vornemlich 
bey den Eoefficienten einer Reihe, oder auch bey den gleich? 
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ftelligen Soefficienten mehrerer Reihen, angewandt, ihr 
Gefeg zu finden. Inzwiſchen muß man, wenn es nur 
möglich ift, immer allgemeine Beweiſe fuchen. 

: Ein bequemer Weg dazu ift oft folgender, Man zeige, 
daf das aus der Induction gefundene Gefes für jeden fols 
genden Goefficienten gilt, wenn es für Die vorhergehenden 
gültig ift, oder Daß es für den (m + zJten Eoefficienten 
gilt, wenn es für den mfen angenommen wird, Käſtner 
bat diefe Beweisart oft gebraucht. Jakob Bernoulli mag: 
fie zuerſt angewandt haben, Acta Erud. 1686, pag. 
360. Opp, T.I. nr. 24. Ars conjectandi, p. 93. 


Ein analogifher Beweis ift, wenn eine Formel, 
die bey einer gewillen Beſchaffenheit der Größen richtig 
erwiefen ift, auch auf andere Källe, wo diefe Befchaffen- 
heit nicht ift, ausgedehnt wird, 3. B. wenn der binomis 
ſche Lehrſatz, nachdem er für ganze, pofitive Erponenten 
erwiejen iſt, auch bey gebrochnen, und ben negafiven 
Erponenten angewandt wird, Es war ein analogifcher 
Peweis, wodurch Newton aus der Duadratur folder 
krummen dinien, deren Gleihung iſt — (1 — x)m, 
wenn mı eine ganze poſitive Zahl iſt, die Quadratur eines 
eireularen und hyperboliſchen Gegments, aus der Gleichung 
y=(ı+x?) $, mitteljt einer Interpolation herleitete. 
(Newtoni Opuſc. T I. nr. XL f. Binom. Zehrfaß.) 

Die Beweiſe vermitceljt des Gebrauchs entgegens 
gefegter Größen fommen bey den Alten nicht vor, 
ever Kall wurde unabhängig von dem andern erwiefen. 
ir leiten aus den Reſultaten der Rechnung für einen 
ausgewählten Fall, in welchem alle Größen abfolut Cpofis 
tiv, in Beziehung auf Die negativen) genommen werden, 
Die Reſultate für diejenigen Fälle, In welchen eine oder 
mehrere negativ, in Beziehung auf die ihnen gleihnamis 
gen in dem Normalfalle, geſetzt werden, bloß durch gehö⸗ 
vige Verwandlung der Vorzeichen her. Dieſes iſt ein 
wichtiges Abkuͤrzungsmittel des Vortrages. 

Die Beweiſe der Elementarfäge in der Arithmetik 
mag man an beſtimmten Zahlen führen, nur fo, daß 


® 
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daraus die Allgemeinheit des Satzes oder des Verfahrens 
daraus erhelle, indem die individuellen Zahlen nur die 
Stelle allgemeiner Zeichen vertreten. 


Man theilt die Beweiſe ein in ſynthetiſche und 
analytif che: Jene gehen von den igenfchaften des 
Subjectes oder den bedungenen Sätzen aus, und verbin⸗ 
ben damit die ſchicklichen, fonft erwiefenen Eäse, um zu 
dem Pradicare oder der Solgerung in dem aufgeftelften 
Satze zu gelangen. Die analgeifchen Beweiſe gehen von 
der Kolgerung aus, und zeigen, daß man dadurch auf 
einen sugeftandenen” Satz fommt. , Die letstern kommen 
felten vor. Wenn aber ein Schriftſteller einen Satz bes 
haupter, vhne ihn zu beweifen, fo ift din analytiſcher 
Beweis ein guter Weg fich von der-Nichrigfeit zu ver: 
fihern, in dem Salle daß man den Directen Weg dazu 
nicht finden kann. S. Analyſis als Methode. 


Die Beweiſe find noch entweder Directe, ober ih: 
dDirecte, Die manauch apagogifche nennt. Die di: 
recten zeigen, wie ein Satz aus den Pramijfen folgt; 
Die indirecten zeigen, daß das Gegentheil unmögqli 


ift, der Gas alfo wahr, weil ein driftes nicht Statt - 


findet, Die lestern werden am meiften gebraucht darzu⸗ 
hun, daß. ein Gas auch umgekehrt richtig ift. Tim 
erſten und britten Buche des Euklides kommen viele Der: 
fpiele vor. 


> 


Bezeichnung an ift die Darftellung der : 


Größen, ihrer Kormen und Verbindungen durch gewilfe 
willkührliche Zeichen (Symbole, Charaktere) „und deren 
Zufammenfesungen. Dadurch wird die Theorie dev Sache 
auf Die Theorie der Zeichen reducirt. Die alten Geome— 
ter bedienten fich feiner andern Zeichen als der Buchftae 
ben, wodurch die Linien angedeutet wurden. Diopkantus 
nahm erſt einige Zeichen für diesunbefannte Größe und die 
Potenzen an. Die Bezeichnungen in der Algebra und 
Analyſis find allmahlich eingeführt, fo wie die Nechnuns 


gen mehr zuſammengeſetzt wurden. Die zunehmenden 
u 
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Verwickelungen in den Verbindungen der Größen, je 
allgemieiner und vielbefafjender die analptifchen Unter: 
fuchungen werden, machen noch weitere. Bezeichnungen 
nörhig. Go find in der combinatorifchen Analyfis dur 
Hindenburg manche neue Bezeichnungen durch gewiſſe 
Combinationen der Buchltabenzeichen eingeführt. Arbo⸗ 
gaft bat in feinem Calcul des derivations (Strasbourg 
1300) viele neue Zeichen zufolge feiner neuen Methode 
angenommen Auch Burmann ift bemüht für coms 
-binatorifche Rechnungen eine neue Bezeichnungsart amus 
geben, die Kürze unt DeutlichFeit mit einander vereinige, 

Die Buchftabenzeichen reichen oft bey verwickelten 
Rechnungen nicht zu, darum hat man fehon lange dur) 
Strichelchen an der Spitze, oder durch Marfen Über ihnen, 
‚den Mangel zu erſetzen gefucht. Bey den Buchitaben ift 
der Vortheil, daß man die Zeichen fidy zugleich hörbar 
macht, welches bey andern willführlichen Zeichen nicht 
Statt hat, 

Die mathematifchen Zeichen ftellen entweder die Gröſ⸗ 
fen, oder ihre Formen, oder ihre Verbindungen dar. 


Die Größen felbjt werben durch Buchſtaben angedeu- 
tet, die befannten oder gegebenen und die unveränderlichen 
Größen durch die erften Buchitaben eines Alphabers, die 
unbefannten und die beränderlichen durch die lestern 
Buchftaben ; Zahlfactoren häufig durch die mitclern 
Buchſtaben m, n, p, etc. Gewiſſe zufammengefeßte 
Größen von beitimmter Form, wie die Binomial-Coeffi⸗ 
cienten, die Bernoutlifchen Zahlen, werden oft durch 
ihnen vorzüglich gewidmere Buchſtaben bezeichnet, fo wie 
überhaupt zufammengefegte Größen, wie Die Coefficienten 
in einer Reihe, durch einzelne Buchſtaben ausgedruckt 
werden. 


Zu den Zeichen der Formen gehören das Zeichen einer 


Potenz, wie am; das Wurzelzeichen, Va; die abgekuͤrz⸗ 
ten Wörter fin A; cof A; taug A, etc. auch log A 
oder LA. Ferner die Bezeichnungen der erften, zweyten u. ſ. f. 
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Unterſchiede einer Reihe von Größen, Ay, A!y, Ay, 
etc. ; eines Differentialverhälmiffes , wie dx: dyz 
eines Integrals [X dx, wo X eine Fuhetion von x 
if: Das allgemeinfte Zeichen einer Form iſt die Bezeich⸗ 
nung einer Function einer veränderlichen Größe x durch 
Px over px, oder Fx 5 zweyer folcher Größen x ‚y 
durch O(x,y) vor F(x,y) u. ſ. f. Kan 

Zu den Zeichen der Verbindungen gehören die Zeichen 
der Addition, Subtraction, Multiplication, Divifion, 
(©. Bucyftabenrechnung) der Verhältniffe, und Propors 
tionen. Bon den Zeichen der Verbindungen in der com: 
binatorifchen Analyſis f. dieſe. 


Eine Überficht der gewöhnlichen Zeichen in dem Ars 


tifeb: Zeichen, | 
Beziehung (relatio) ift erſtlich die Verknüpfung 


einer Größe mit einer andern nach ihren geometriſchen 
Verhaltniſſe, und ſo fern mir Verhältniß (ratio) einerley. 
Zweytens zeigt es eine Nebenbeſtimmung in Abſicht auf 
rage, oder Vergrößerung und Verminderung an, dag iſt, 
was man Poſitiv und Negativ nennt. DMamlıch un 
mehrere verwandre Falle einer Verbindung von Großen in 
einer einzigen Rechnung zu begreifen, ändert man nut die 
Vorzeichen der Größen, welche in Abfichr der ihnen gleich 
namigen eine enfgegengefegte Beſchaffenheit, oder Bezie⸗ 
hung erhalten. Da man auch in einem Aggregat von 
Größen diejenigen, welche verſchiedene Vorzeichen haben, 
entgegengeſetzte nennt, ſo kommt hier auch eine Beziehung 
der Größen, nad) dieſer Beſchaffenheit, vor. 
Nelarion heißt, drittens, überhaupf die Urt, wie 
eine Größe aus andern zufammengefesr wird, Die Rela⸗ 
tion der Ordinaten an einer krummen Linie zu den Abfeiffen 
wird durch Die Gleichung für die krumme Linie beſtimme 


Beziehungs:Scale (Scala relationis) iſt bie 
Reihe der mit ihren Worzeichen verbundenen Factoren, 
womit die Glieder einer rücklaufenden Reihe von irgend 
einem an, rückwärts genommen, folgweife mulriplicire 
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werden, um das nächftfolgende Glied zu erhalten, ſ. r Uck⸗ 
laufende Reihe. 


Billion iſt eine Million von Millionen, ſ. Zahl. 
DBimediale, ſ. Mediale. 


* 


Binariſche Arithmetik, ſ. Dyadik. 


Binion, eine Verbindung von zwey Größen oder 
Dingen aus mehren gleichartigen, ſ. Combination, 


Binomial⸗Coefficienten cunciae binomiales) 
find die Zahlen, welche anzeigen, wie oft in der entwickel⸗ 
ten Potenz eines Binomium, a -+ b, jede Gattung von 
Product aus den Theilen defjelden vorkommt, Die Form 
derfelben ift in dem Artikel, binomifcher Lehrſatz, ent. 
wickelt, Wenn fie von dem des zwenten Gliedes an ge= 
zählt werben, fo ift der rte Gocfficient in der nten Potenz 
des Binomium a + b gieid) der Anzahl der Combina⸗ 
tionen von r Dingen aus n, ohne Wieberholungen. 

1. Zur abgefürzten Vezeichnung fowohl der Stelle ale 
der Potenz dienen, nad) der von Hindenburg gewähl- 
fen bequemen Art, die Buchſtaben des deutichen großen 
Alphabers, mit dem Erponenfen der Poren; oben an der 
Iinfen Seite. Weil der,Coefficient des erſten Gliedes der 
Potenz altemahl = ı ift, fo bekommt diefer feinen befon- 
dern Buchſtaben. Es iſt, wenn der Erponent der Potenz 


ent, 


n.ne1I, n.n-—=1.n2. - 
aY — ns. nV — 7 DE — — — ee 
1 a 4-2 = — 
Nn.Nn—1.n—2.n—3. 
m — — — — —ı —B. 
D ——4 uff 


Die Punete zwifchen den Factoren vertreten Die Stelle der 
Slammern oder Parenthefenzeichen. Die bier aufgeftellten 
Nuadriiche werden in dem gegenwärtigen Artikel als bloße 
Kormen von Größen, ohne Rückſicht auf eine.befondere 
Beziehung, betrachter, daher m jede Are von Zahl, ganze 
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oder gebrochne, Gejahfe oder verneinte, fern mag. Der 
binomifche Lehrſatz, allgemein genommen, beruht auf den 
Figenfchaften dieſer Zahlen, 


2. Die Eoefficienten in einer unbeſtimmten Stelle, alsı 
der mten, bezeichnet Hindenburg durch einen Buchſtaben 
aus der Schwabacher PN als "7, fo daß 

ın.n—-1.n—2....n—-m-+17. . 
rn; J a | iſt. 
Dieſes geſchieht anzuzeigen, daß M nicht dem zwölften 
Coefficienten, ſondern einen unbeſtimmten bezeichnet. In⸗ 
zwiſchen, wenn der Coefficient durch Puncte von denen, 
die eine beſtimmte Stelle haben, abgeſondert iſt, mag man 
auch die gewöhnliche Schrift gebrauchen, welches hier 
gefchehen wird, fo daß die mittlern Buchftaben des Alphas 
bets allemahl unbejtimmte Coefficienten bedeuten. 


3. Um die Stelle eines Coefficienten nach einem andern 
anzugeben, wird Die Zahl der Stelle gerade liber den Wuchs 


ftaben geſetzt. Go it »gt der wett Coefficient nach 


dem men ober nad) "M, und aM der rfe nach demfel: 
ben, alfo 
Nn.n-I.:..n-m-r-+I. 


r 
BU u — — 2 
M Is 2 * “ . — ı + Tr 


Geht der andere Coefficient vor "PL vorher, fo wird diefes 
dureh Beyfügung des Vorzeichens — angedeutet. So iſt 


a} der vierfe vorhergehende, und Di der rte vorher⸗ 
gehende Eoeffirient. Die Zahl + x heißt der Diſtan z— 
Erponent. 


4. In der beygefüigten Tafel find bie Binomial-Coef— 
ficienten bis zu dem zwolften für ganze pofitive Erponenten 
verzeichnet. Die Erponenten find mit den romifchen Zahl: 
ziffern bezeichnet: die Stellen ver Eoefficienten Dr Die 
Zahlen in Der oberften Querreihe. 
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ne ae 


BP WW 72, 0 20 
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Tafel der Binomial-Coefficienten 
bis zur XII. Potenz. 


— J 
— — — — — — — 
































Au 31:41 5)61718|9.[oJ1L}- 
1. ı) ı Pe u 
II. u: | | 
II. ıı 3| 3l I 
IV. 1146 4 1 
V.. I, 5110 10 5) ı 
VI. ı| ölıs 201 15) 6 ı | 
VII. |, 7er] 35| 351 29 7] ı 
VIII. | 1] gja8| 561 70 sol agl 8 a 
IX, ı| 936 841126126 84) 361 91° I 
Ä. 1[10145|120210,252)2101120| 45| 10| I 
xl, 1l11]55)1651330 462.462)330,165] 55], 11] 1 
Al. | 132166 220l495\79£ 9241742'495l220l 65] 12) 1 


Jede Querreihe oder horizontale Reihe entftcht aus ber 
nächft obern, wenn zu jeder Zahl in diefer die nächſtvorher⸗ 
gehende adeirtwird. Diefes rührt daher, daß jede nächſt,- 
höhere-Poten; aus der vorhergehenden duch die Multiplis 
eation mit a + b entfteht, | 


5. Diefes folgt auch aus der Korm der Coefjicienten, 
am Bm DM Te — 
es iM TUE WERTET und »M 
— n.n — 1 ... .n — m. 
TI. ser; mil 
beiden nächften Eoefficienten in der nten Potenz iſt 
_ n+i.n.n-1T,.:n-mtr., — 
Ir Ener mr: Diefes iſt der 
(m + idte Coefficient der (n + idten Potenz, oder 
41 +1 41 
at, Es iſt daher » M4 ht — 3419, 
auch, wenn n irgend eine Zahl, eine ganze oder gebrochne, 
voſitive oder negative Zahl iſt. | 
6. Die Summe der Eoefficienten in der mten Stelle 
His zu dem aus der mten Potenz ift der (m ı)te Coef⸗ 


- Die Summe diefer 
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ficient aus der (m + nen Poren. 3. B. wein m 4, 
ud n—=9,ßift ı+5 +15 +35 +70 + 126 
= 252 , dem fünften Eoefficienten der 10ten Potenz, 


Es ift namlich allgemein: 
ee eh 
»M = ui 
un) + a1M -- 2-27 u= n- 297 


+1 
ns} En n-ısy + n-277 — a 3M n- 3 
ART RL £ \ | 
tn eine ganze Zahl, fo bricht die Reihe mie dem 
(n — m + nren Gliede ab. Denn die Reihe der Coef⸗ 
ficienten in der mten Stelle fängt an, wenn n — m ift, - 
und enthält alfo bis zur nten Poten; n— m + ı Glieder, 
7. it aber eine pofifide gebrochne Zahl oder eine 
negative, fo bricht die Reihe nicht ab mit einem Eoefficien: 
ten aus der mten Stelle, jondern es muß eine Ergänzung, 


| 


l 


( 


+5, 
”=—p WM, hinzugefügt werden, wop-+ ı bie Stellenzahl 
des Gliedes iſt, mit welchem die Reihe abgebrochen wird, 
Z. B. es ſey nm, und m 3, ao NE, 


+1 
wmi—D, Dun il 
Id — 13: 2.39 3.567 5.7.9 
— 2.4.6 2.4.6 2.4.6 = 2.4.6 


7.9.20 | TIKLI 
BT iR 


Oder 





7.9. 11 9.11.13 9.11.13.15 
TE a EEE: RR DE Pi 
Auf diefe Art kann man der Reihe fo viele Glieder geben 
als ınan will, 
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. &fyn=%;m=3, fo if 





dp — ; "2.5.8 5.8.11 — 
ung 3.6.9 7 3.6.9 ao 
8.11.14. AR - 

* — ————— 


"und auf ähnliche Arc mit mehrern Gliedern. 


3. Es iſt m. Mean +n. a; für jeden 
— von. n. 


ER n—m-+ >, 
m — — — — —— — 
1. 2 wa et 


—— 
und » — 
9. Für jeden Werth von n iff aus (1.) 

a+nDı =uet a4) e=artd; 
ben nn on DE Re ER ⏑— 
(n-+ dB 9,7 1C etc. 

10 Dar ÄHBHTCH et = (1 -+ 1)" 
= ge fo iſt (n-+ ı) 2” = I, atıy L2. — 
423. ——— etc. 


+1 F 

‚ır. ESiſt N—I, und AN —o, wennn eine 
ganze Zahl ift, zufolge (2.), wenn mn gefeßt wird, 
für die erſte Formel, und, ı mn r 2 gefegt, für Die 
zweyte. 


Daher iſt a a 


Werth des mittelften Coefficienten i in(a+ bye, 


a; Es iſt das Product 2n.2n-1...n+2.n+I. 
‚20D— I. 2 — 35 3+I. ‚a , wenn n eine 
ganze Zahl if 
Denn man nehme bie Gleichung als nchtig an, ſo iſt, 
wenn beide Theile mit 2(2n 4 1) multiplicirt werben, 
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-.an+2,2n+ıs2n.. n+2,= 

2NTEL.2ZN ANZ... Kant, 
Diefes ift eine vollkommen ähnliche Gleichung mit der 
angenommenen, und'entiteht aus derfelben, wenn n-+ı 
ſtatt nn gefegt wird. Iſt nun jene Gleichung für einen 
Werth von n, als ganze Zahl richtig, fo ift fie es auch 
für die nächitfolgende ganze Zahl. Sie. ift aber richtig 
fürn=ı, oern=2: oder n — 3; alſo auch für 
n=4; daher für nz, uf. f. für all ganze 
Zahlen. | 

13. Folglich ift der nie Eoefficient in der znren Por 
tenz, das iſt, | 

1.315 .0..20Der 





any — — — —— — — en 
N — 2.4.6 2 6 + . 2n * 
‚en 2n.2n—TL..... n-+1I, 
Denn es iſt N —⸗ 


I, 2 
woraus für ein ganzes m, vermittelſt (12.) ſogleich jener 
Werch erhalten wird. ’ 

Hür ein ganzes n ifk diefer Coefficient der größte in 
ber Potenz, (a+b)°", und der mittelfte, wenn def 
Coefficient von a?" mirgezähle wird. 

14. Da 2°" (1 4 1), fo ift 2°” gleich der 
Summe aller Eoefficienten in der Poten; (a+b)’", ven 
Eoefficienten von a?" mitgezahlt. Es verhält fich alſo 
ber nte Eoefficient in der anten Potenz zu der Summe 
aller, wie das Product der ungeraden Zahlen, 1.3.5. 
2n—ı zu dem Producte der geraden, 2.4.6... an. 


15. Es ſey r der halbe Umfang eines Kreiſes, deſſen 
Halbmeſſer die Einheit iſt, ſo iſt = 
2,234. 4.6.68.8. 10. 10. etc. 
1 :3.3.5.5.7+.7.9. 9.11 .etE, 
Bricht man im Zähler mit einem ganzen Paare Factoren 


nn „@n+ı)z 2.4.6, an 
ab, fo ift en, - > —— 


CCyklometrie, 29.). 








\ 
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Bricht man aber im Nenner; mit einem ganzen Paar 


2n 7 2. 4. 6.... 2n 
Factoren ab, fo iſt V’ — BET . 


16. Daher if IR > 2°, Kerr ’ 





und end —— zen, V eg 


In einer ungeraden Potenz find die Eoefficienten ber 
beiden mittelſten lieder einander gleih, und jeder halb 
fo groß als der Eoefficient des mittelften in der nächſt— 
folgenden geraden Potenz. 

Diefe Formeln dienen zur Berechnung des mirtelften 
Coefficienten, wenn der Erponens fehr groß ift, welches 
in der Wahrfcheinlichfeits : Rechnung vorkommt. 

17. Die Formeln (16.) hat Stirling durch Inter— 
polation gewiſſer Reihen gefunden, zugleich mit zweyerley 
Ergaͤnzungsreihen, in der Schrift, Methodus diffe- 
rentialis, p. ı19. Londini 1730. Moivre hat 
Stirlings Formeln vorläufig befannt gemacht, in den 
‚Mifcellaneis analyticis, p. 170. (ine andere Yımä: 
Berungsformel hat Moivre in diefen Mifcellaneen p. 102. 
mitgetheilt, und in einer allgemeinern Geſtalt jin der 
Dootrine of Chances, 24 edit. p. 236. 


Summirung der Producte je zweyer Binomial» 
Coeffisienten aus verfchiedenen Potenzen oder aus 
derfelben Potenz. | 


1 8. Die Reihe der Binomial - Eoefficienten für die Er- 
yonenten & und A fey, nach der eingeführten Bezeichnung, 


—1 12 
1, »A, »B, «C....“M, MM, , .r 


1 +1 
I, PX, PB ,PE,.. PM, PM ‚PM “te 
Man multiplieire die Eoefficienten der einen Reihe folg⸗ 
weiſe burch Die der. andern, entweder in ber Orbnung, 
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wie fie hier folgen, den erjten mit dem erften, den zwey⸗ 
ten mit dem zweyten, u. ſ. w. oder in entgegengeſetzter 
Ordnung, als ı in der erſten Reihe mie dem mten in 
der zweyten, dem zwehten in jener mit dem (m— t)ten in 
diefer, u. ſ. f. die Aufgabe ift, die Summe diefer Pros 
ducte zu finden, | 

19. Zuerft die Producte nach der Folge der Glieder. 


I. Es iſt nad) (5) 
M—e-ıM Leim, 
EMZP-IMHP-ım, 

und nach (8.) 
mM — @—-m-+ 1). «mM 5 
mM — (A—m+ı). PM, 


I. Hieraus entſtehen folgende Werthe ver Producte 
zweyer Binomial- Evefficienten in derfelben Stelle : 


m. «Mm. PR — (s—m +1). aM. P-ı97} 
+ m. «Mm, B-ı ], 


m..M. PM = (B—m +1). 5. Bin 
+ m, «e-ıy, PM. 
II. Man fee für m folgweife 1,2, 3, etc. fo ift, 
nach der erſten Formel, 

1. »A. A =aın +, Bi 
2. »B. B («æ-1). AB —- 1A42. B. 8- 19 
3. *E.PE a2). BP BLZ, «C. B-ıE€ 
4. D. D—a-3). "€. P- C44. D. 3- 1D 


ww 26.8.8 
u. 9 m 
“Aa >» 





nn nn Aa 
— = — 
— —— 
sn MI r = 


am- 1 


m! 


rer 
NT ee FE 
en a 
7 EN. — F 
— —— — 


— 





1 
* . ui 
t —9 
iv 4 
; 
2 
f l 
* 4 44 
# 
3 — 
* 
4 4 
J 
BE + 
y 1 
! 
j ı 
h 4 
hr 
= 4 
4 * * 
A + 
iz ik 
ze: t 
+ F 
41 
I ' 
a: , 
„4 
‘ ’ 
m u 
J j * . 
* 
— 
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(m=n), «Mm. AM — == amt) a. s-ıF 
+ (mn), «M. P-ıM, 


— 
‚m. Be PM — @-mHı) Mi. p-ı] 
+ m, AM. P-ı]l. 

IV. Die Sunme der Theile finfer Hand bezeichne 
man durch S, fo iſt, wenn rechter Hand der erſte Theil 
jedes Sliedes mit dem zweyten des vorhergehenden zuſam⸗ 
men genommen wird, 


S=a(1.1+ = BB + EEE 
.—ı — — 

rt M. B—- 1M) } m. Mm, 6— iM. 

V. Aus der zweyten Formel in II. welche aus der 


erſten durch Vertauſchung von & und ß entſteht, iſt auf 
dieſelbe Art. 


— ehem! J PB+ «IE, PC 


0... er u ıM. EM) mem ıM,. PM. 

‚VI Man nehme & und ß für ganze pofitive Zahlen, 

damit die Reihe der Eoefficienten irgendwo abbreche, laſſe 

ß die größere Zahl beveuren , und fege m — a. Es iſt 

alsdann «M — ı, und «—ıM = o(ın) Yun 
geben die beiden gleichen Werthe von S die Gleichung, 


er — ——— 
00 +M, —J— + Mm. P-ıM 
„2 1 up. Pa HEIB PB J BE 


rl Il AM), 
VI. Die Reihe in dem zweyten Zeile der Gleichung 
enthält ein Glied weniger als die Neihe in dem eriten 
Theile. Nun fann man. fhatt der Reihe in dem zweyten 
Theile eine Reihe fegen, die noch einen- Theil weniger ent⸗ 
ven und fo fortfahren, bis daß man auf eine eintheilige 
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Größe kommt, und dadurch die Summe der Reihe im 
dem erften Theile erhält. Es ift nämlich, wenn a—z 
ſtatt x, und 8 ſtatt 8—1 gefegt wird. 


Ihe EN..n.HemMeoM 
u (1.2 + ee]. Brı X... 


g—ı 
= 200-3 | 
HM PH); 
und auf ähnliche Art | : 
| LBIpeN PrıY.... 4 .-ıM, R+1M) 
ß+2 | 


— 2 B+2Y% ' 
= Te ler +eoohl,,,. 


—3 3 
er ETIM HEN). uf. 





r 


wobey zu bemerfen ift, daf M — I, und 
— r+ı 


«—-ıM ==o iſt, weil jenes der (m—r)te, das ift, 
nach ber Annahme in VL (“—r)te Coefficient in der 
Posenz mit dem Erponenten «—r, folgih = ı, und 
der folgende, der (m—r-+ı)te —=o ill, 

VII. Folglich ift 
3.1 + «A. BP-ıy „0. +M, B—-ım] 

N 
| & “—1ı — — — + B 
(1.1 PN SEIN, « 5. 64-197) 

IX, Wen re, fo wird der vieleheilige Factor 
=1.1,d9 A—o iff, und es ift die Summe der Reihe 
1. 14* A. P=1ıY$- «B. a .ß, P-ı6 ... 


ec HM BAM LM B-M 


B.R+ 1.ß+2..ß+a—ı a 
mn np — 4 —— 
— 








EI WE 


ee wet 2 9770 7220 





— — — 


— — — 





— 


— —— 


vw j 
3 
-M . 

* 





J 7 
4 x 
nn — nn —— 
u ng er _ * — —* — 


Sue > - 
— Pe - 
— — * x — 
* es 2 


DB: 
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Es ift nämlich der Eoefficient in der Stelle & der (a — ı)te 
X. Gest man ß ftatt B— 1, fo ift 
sr HeRPAH DB PB + «E. Bei... 


—: — a4 
“0.4 + «ii, PM-+ aM. PM «+tPpY, . 
dem Coefficienten in der (u + B)ten Potenz, deſſen Stel⸗ 
lenzahl & iſt. | — 
17. Es ſey æB8, fo iſt 


—L 
1 + (MN)? + (BI +)... = 2a, 
das ift dem mittelften Eoefficienten in ber Pos 
ten; mit dem Erponenten 2 «. 
18. Aus dem Werthe des mitteljten Coefficienten 
inca--b)?= , derin Cı3.) gefunden iſt, wird 
1 He AN + DIT CE)... + 1* 
Bi I. 3: 51 .. 28 —I 
ig, 0 6 28 | 
20. Exempel. Es fn a6; B=ı0, ſo iſt 
1.1-+-6.10+4 15,45 + 20.120 - 15.210 + 6.253 
16.15.14, 13.12.10 
u Tg 


Atam=6,B=6, fill 1.1 +66+15.15 
420 20+15.154+6.6-- 1.1 924 
De 12. TE. 109.9 3 '7 
— 5 Koi. | 
a1. Den merfwürdigen Satz (18) von der Summe 
der Duadrate der Binomial-Coefficienten hat la range 
zufälliger Weiſe gefunden. Er fand nämlich für eine ges 
wiffe Wahrfcheinlichfeit juerft den einen, und für dieſelbe 
Wahrſcheinlichkeit auch den andern Ausdruck, woraus er 
ihre Gleichheit ſchloß, Melanges de laSoc. deTurin.T.V, 


> a:«, 


4 1.210 = 8008 = 


u 
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Euler bat in den Actis Petrop. a. a. 1781. de mira- 
bilibus proprietatibus unciarum binomii inenPeweis 
gegeben, der von dein meinigen verfchieden ift Doch ſagt er 
wiederholt, daß er Feinen directen Weg ſahe, den Gas dars 
zuthun. Mic, daucht, der hier gegebene Beweis fen ein 
direcfer, da er unmirtelbar von den Eigenſchaften der Bis - 


nomial⸗Coefficienten ausgeht. — Man vergleiche noch 


Buzengeiger von einigen merfwürdigen Eigenfchaften 
der Binomial⸗ Coefficienten. Archiv ver Mathemat. 2. Bp, 
©. 161. Auch Arbogalt Calcul des derivations.nr. 434. 


22, Zwentens multiplicireman je zwey Coefficiens 
ten aus den beiden Reihen (18.), in enrgegengefester 
Folge genommen, in einander. Es fen der eine — “m; 
der andere PM, fo daß die Summe ihrer Stellenzahlen 
—=m+n=conf. ſey. Die Stelle von «A und bon 
6A iſt die erſte, fo daß o die Stellenzahl für ı in beiden 


Reihen bezeichnet. 


I. Dam  N—=(e&—m+1). «M und m., PR 
—=(ß—n+ 1) EI iſt (8), fo ift (mn), aM. PR 
=@—m-+1)“M. PR -æn—1). M. BI, 


I. Man feße folgweife für m die Werthe 
0,1,2,3...n—1,n; und für n folgweife n, n--1, 
De ee “..I1, Oo, fo it 


2. DM +(ß—n-1). ı. By 
NENNEN + B—nt2) N 
n. »B. — «A. PN (B-n+3), *B. IB: 
n. «6. PN—(a-2), B. PN + (B-n-ta)ı «CR 





X 
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a. R =w—nta) NHL, S Er 

nn —tı 

a. [pn FE “MB N 
, Da PR das nfe Glied vor beit — iſt, ſo 


iſt dieſer Ausdruck —=ı. Daher ift PR PX. als 


—n*1 
das (n—ı)te Glied vor dem nten. Ferner PR PB, 
u u ff R 


IV. Addirt man nun aus allen Gleichungen in 
(11) die Theile finfer Hand, und ebenfalls die. Theile 
rechter Hand, fo entfliehen Daraus folgende beide gleichen 
Reihen: 


NH PR + BINLHE N. 

he. + + “N, = 
— 1 ti. Pr Ley, Ft + «2. F | 

— 

4 2C. 8 ec | 

V. Die Neihe in dem zweyten Theile der Gleichung 

Taf ſich in eine Reihe verwandeln, die ein Glied weniger, 
als jene hat, fo wie diefelbe ein Glied weniger enthält, 


als die Meihe in dem erjten Theile, Es iſt namlich, wenn 
n—1 fat n gefegt wird, 


Be +.Y,P Mir HR. BX 2 Mi 
— — LPNHUN. x. ). 
Ferner wenn n—2 far: n geſetzt —— 

PR + «1. PR. er te PA 4 DM 
* — Bat: ER +, De +.) 


1 — 2 


12 u, ER 





— 
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VI. Demnach iſt 
Is R + »A. PR. + A. PA FeN. 1 


—_ #tb-ntı ,atß-nt2 a+ß-n+3 
an — —— — ans ze 


un n — 


e+ß-n+r 


: — — — 
x — (1.P NR + A PR rn) 


h i —r 1-1 
VII. &fyr=n,fifteR—ı, und PR ae 
alfo * » 

1. PN 442A. eM — *B. òM 4 4C. R 

Ne. ' 

ser MP HEN. ı 

srö-ntt, atß-n+2 a+A-n+3 ,; 
87,7 n—t n—2 
ur Zur x —2 « 
— ——— dem hren Coefficienten in (a +5) a+ß,; 
23. Erempel, Es fy « — 10;B= 8; n—=6, 
fo ift 1.28 + 10.56 # 45.70 + 120. 56 + 210,28 
+ 2538 + 210.1 — 18564 
2.3872 16. 15, 14.13 
A.a. 3. 4. 35 6 


24. Der Sag iſt ſehr wichtig, weil darauf der für: 


zeſte und einleuchtendfte Beweis des Bindmifchen Lehrſatzes 
in feiner Allgemeinheit gegründet wird. Es darf hier 


unteria und 3 jebe Art von Zahl verftanden werden, ganze 
oder gebrochne, pofitive oder' negative, weil die Sormeln, 
woraus der Satz hergeleitet ift, für alle Arten von Zahlen 
gelten, 


25. Man fege für n folgweifedie Zahlen 1, 2, 3, ete 
fo erhält man folgende Gleichungen : R 





—— nn 
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„PX + U: era am: 
PB UA HB med, 
PC HENPBH DPA HE =etrE 
PD HAPE HDPB + EPA+ Dr 
=.tHDdD uff 


. . 
u at — 
— mn a a 
u — m nn 


— 


— Pr Zen 2 = = 
— — Fun — — 
4 


.m = 
.u——— 


Product zweyer Reiben, die aus den Binomiale 
coefficienten mit Potenzen einer unbeffimmten 
Gröfie z verbunden, zufammengefest find. 


2 — — 
nn — 
—E — >” 


26. Es werden die beiden Reihen: 

ı + Mz + DBz’ + aßz5 + «Mt + et. =M 
und | EN 

ı + PXz + PBz’ 4 PCz3 + PDz* Let. —=N 
in einander multiplicirt. Ihr Product werde durch P 
bezeichnet, und es fey j J— 
M<N=P=ı-+az +bz’ 462 d2 e2 
| + etc. | Ä 
Hier ift zufolge der Formeln (25.) | 

a TE RRL 3 ———— 

u. ſ. f. fo daß $ 
MXN=ı+ »t+tPYz + «+ Bz’ Lac hpEzi 
+etBDzt +ertPEzi + etc 
Das Product der beiden Reihen M, N, bar diefelbe 
Form, welche die Neihen haben, das ift, die Coefficien⸗ 
zen zu den Porenzen von z werden aus & + 3 auf diefelbe 
Art zufammen geſetzt, wie die Eoefficienten in der Reife M 
aus @, und in dev Reihe N aus 3, die Zahlen « und 8 
Wiogen ganze oder gebrochne, pofitive oder negative ſeyn. 


Pa 


8 
I 
° 
1 
IE 
M 
€ 
I# 
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37. Man bezeichne die Reihen, 

ı + Az + Bz’ + «(@z5 + etc. burd «S 

ı + PAz +PBz’ +Plz’ Het... PS 

ı +rAz + YDdz’ +rC&zi + et... 78 

ı + Az +, Bz + elzi etc... .»S, 

fo hat das Product aller diefer Reihen dieſelbe Form, 

welche die einzelnen Meihen haben. Iſt « 44 +Y 

ev. Frem=n fo iſt 

a8. PS, YS.. 28 z= ®8. 


28. Es ſey —74 min—ma,. 
ſo iſt (es) 88. 


2 n 

29. Daher ift «S = ("S)m, wenn. & = m ift, 

es mag eine gebrochne oder ganze Zahl fenn, weil der 
Satz (26.) aud) für gebrochne gilt. Oder es ift 

1 n m, n 

(>S)m 21 4 mMz -+ m z? 4* C28 — eta. 

woraus erhellt, daß ein gebrochner Exponent Fin den Co⸗ 

efficienten die Ausziehung der miten Wurzel aus der Reihe 
ı + "Az + "DBzt + "Ez3 + etc. anzeigt. 


30, Ein negativer Erponent der Reihe —"5 zeigt bie 
Divifion von 1 durch *”"S an. Denn es fey m eine 
größere Zahl als n, fo it "S = *8. "="5, alſo 


=5 

ag =". Die Form ded Quotienten bleibe die= 
felbe, wenn m fleiner als n ift, alfo ift fie für einen 
negativen Erponenten noch diejenige, welche die Reihen 
=8 und "S haben, wie in dem Falle ba m größer als 


if. Iſt m 0, ſo iſt smr, un =; = =28, 





ne 
en 
’ 


— 
—— — 
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das ift 


| sr +Xz +"9z’ Ten ba 
mo die Coefficienten ihre. Werrhe aus (1.) erhalten, wenn 


n mie —n vertauſcht wird. 


31. Den wichtigen Cab (26.) hat zuerſt Euler in 
ben Comment. novis Petrop. T. XIX. a. a. 1774. 
(Demonftratio Theorematis Newtoniani . 7.) 
vorgetragen, aber den Beweis nur darauf’ gegründet, 
weil der Sat für ganze Zahlen &, 8, gilt, Es iſt 
nämlih, bey diefer- Vorausſetzung, Ä 

(a +z). =ı +42 +°Bz2’ 4*C25 + etc. 

ur +zP =ı +PAz +PBz’ + BEzs + etc. 
und aud) 

Ga +z)etß=ı 4 46A⸗ 4*6Be Pete. 
Da nun (i+z)* x (+ 2)P —642) * 8 if, 
fo hat das Product dieſelbe Form, welche die beiden 
Factoren haben. Da bey der Multiplication die Form 
des Products von der Große unabhängig it, fo fchließt 
Euler, daß die Zufaminenfegung des Products diefelbe 
bleibe, von welcher Art auch die Zahlen & und 8 feyn, 


mögen, und nennt diefe Beweisart ein ratiocinium non 
vulgare. 


Bald’ darauf hat Ge egner in dein Meni. de Berlin 
a. 1777. den Sag durch wirfliche Multiplicarion dargerhan, 


aber nur für die e Eoefficienten ber — erſten Potenzen 
von z. 


2 Huilier in Genf hat auf — Wege aber 


ſcharfer den Beweis geführt, die Coefficienten der fuͤnf 


erſten Potenzen wirklich entwickelt, und darauf gezeigt, 
daß wenn das bey dieſen Coefficienten bemerkte Geſetz für 
ben mten gilt, es auch für den (m + ı)ten gelte, daher 
allgemein fen. Principiorum calculi different. et . 
integr. ——— Tubingas 1795. pe. V. 
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© Die befchwerliche Nechnung bey diefem Verfahren hat 
Rothe durch den Gebrauch der auch hier angewandten 
Bezeichnungen der Binomial: Coefficienten und der Diss 
tanz⸗ Exponenten vermieden. Theorema binomiale, ex 
ſimpliciſſimis Anal. finit. fontibus univerſaliter 
demonliratum. Lipfiae 1796. Dieſen Beweis habe 
ich hier mit einigen Veränderungen vorgetragen, 


Früher fchon hat Buffe auf eine elementarifche Art 
mit weniger Nechnung durch eine geſchickte Schlußweife 
den Gab, daß das Product "S. "S gleich und ähnlich 
ift der Neife m +nS, ermiefen in feinen Fleinen Beyträ— 
gen zur Mathematik und Phnfif, Deffau 1795. St. 2, 
Die bequeme Bezeichnung, =S, feheint von ihm zuerſt 
gebraucht zu ſeyn. ' 


.. Einen andern Beweis des Eulerifchen Satzes bon der 
AÄhnlichkeit des Products mir den Factoren, ı + Az 
+ etc. und ı + PXz + etc. bat Pfaff in einem 
Programm : Peculiaris differentialia invefügandä 
ratio ex theoria functionum deducta. Helmitadii 
1788. $. XII angedeutet. Alm die Kraft des Beweiſes 
"völlig zu faffen, muß man die Eoefficienten von x und 
xk ti ausführlich entwickeln. | 


Binomiſcher Lehrfaß CTheorema binomiale) 
iſt die analyfifche. Formel, welche die Zufammenfesung 
‚einer Potenz des Binomium oder der zweytheiligen Größe, 
a+b, aus ben beiden Theilen, a, b und dem Erponens 
ten ver Potenz darftell.,. 


1. Es fey der Erponend der Poten; — n, fo ift 


> { ‚ n.n-Iı 
(a + bye Zar ynanmıp 4 anmibe 
n.n-ı n-2. n.n—-1.n-2.n-—3. 


—— — — n—-5h3 —— — ——— n=4 
— 3 * 1.2. 3. 4 5 i& 


NM.N=-L.....n-r+ I; 
Iı2 u u. % 


an-ıhr ı ets, 





- 
— — - * si. J 
— ——— ——— 
= _ . — 


— — — — — — — 


ER Hess 


si 


a u — 


h 

44 

4 
1 » 

1 
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Das rte unbeftimmre Glied zeige die allgemeine Form ber 
Glieder an, Wenn b fubrractiv ift, fo ändern die unges 
zaden Potenzen von b ihr Vorzeichen. 
2, Die Formel ift allgemein, es mag der Erponens n 
eine ganze oder gebrochne, eine pofitide oder negative Zahl 
fern. Gie ift eine der wichtigften und fchönften in der 
Analnfis, und muß gleich in ihrem ganzen Umfange, für 


. alle Arten von Erponenten, erwiefen werden, da fie in der 


Allgemeinheit erjt ihre wichtigfte Anwendung hat. Doc 
iſt es müglih, den Satz juerft für ganze Erponenten ju 
erweifen, da der Beweis aus der Lehre von der Multipli⸗ 
eation und von den Combinationen leicht geführt werden 
ann, und die deutliche Einficht diefes Falles die Formel 
in ihrer Allgemeinheit begreiflicher macht, 


3. Das Product aus den zweytheiligen berfchiedenen 
Faetoren a+ b;c+d;e-+f;g+h; etc. beſteht 
aus den Partialproducten je eines Theils aus jeden Factor. 
Iſt die Anzahl der Factoren — n, fo befteht jedes Par- 
tialproduet aus n eintheiligen verfchiedenen Kartoren, und 
ift nur ein einziges mehl vorhanden. Sind aber die Facto⸗ 
ren einander gleih, fo dag a=c —e—g —etc, 
wb=d=f=h=eetc., fo beftehen die Partial⸗ 
produce entweder aus n gleichen eintheiligen Factoren, 
a oder b; oder aus einer Anzahl gleicher, a, und einer 
Anzahl gleicher, b, zufammen aus n Kactoren. Die 
Partialproduete in dem lestern Falle kommen mehrmahls 
vor, meil fie in die Stelle mehrerer Partialproducte für 
ungleiche Factoren freten; die beiben Partialproducte 
a”, b* fommen aber jedes nur einmahl vor, ba fie aus 
den einzigen Produeten der erften oder der zweyten Theile, 
aceg... oderbdfh... entftehen. 

4. Die verfchiedenen Arten der Partialproduete find 
demnach a” ; anmıh 5 ua RE... 24 
a”"b', etc. wo auch b mit a vertaufcht werben kann. 

5. Man unterfcheide die a der verfchiedenen Factoren 


durch beygefeste Ziffern, wie aı 5;a2,a3 ‚etc. eben fo 


bieböuchbı, b2, b3,etc. Die Produrte ax und 
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b° fommen jedes nur einmahl vor, wie ſchon bemerkt iſt, 
und wie es auch die Multiplication unmittelbar zeigt. 


6. Das Product an-ıb kommt fo oft vor, als oft 
es möglich ift, n— ı Factoren aus den n Factoren ar, 
A2,a3,... an, und einen$actor aus br, ba, ba, 

.. bn zunehmen, Zufolge der Lehre von den Sombina- 
tionen (ſ. Combination, J.) ift jene Anzahl =" — 

n.n—1...2 i 

N — — — — 
de find gleich, weil ausn Dingen n — 1 fo * genom⸗ 
men werden können als eines, 


Das Product an—2b* kommt fo oft vor, als es mög⸗ 
lich ift, n—2 Sartoren aus der Reihe aı,az..an, 
und 2 — aus der Reihe bı,b2..bn u nehmen, 

n—r. 
das iſt —* 

Das Product an —363 fomme fo oft vor, als ſich 
n— 3 Factoren aus der Rete al, A2...An, um 
3 Sactoren aus bı, b2... bn nehmen lafen ‚ale 

n.n—1.n— 2 . 
1 2. 


—n. und dieſe — —. Bei: 


mahl. 


mahl. 


7. Allgemein: das Product an-rbr kommt fo ofe 
vor, als ih n—r Faktoren aus der Neifeaı,a2.. 
an, und r'Fartoten aus berfeifebı, b2. bn neh⸗ 
men laſſen das iſt a u u mahl. 

Soli if, wenn n eine ganze Zahl bedeutet, die 
Formel für (a-+ by® erwiefen. Die Reihe bricht ab, 
wenn rn iſt, ober mit dem (r + ı Jten Gliede, welches 

n.n—r...n—n +1 


au-n b —b" 
en 7 — « . “ 


iſt 
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Eine Tafel der Werthe diefer Coefficienten für n—i 
Bis 12 ift in dem Artikel: Binomial» Coefficienten (4.) 
anjutreffen, 


8. Daf die für ganze Erponenten ber Poren;, 
(a-+b”, gefundene enrwichelte Form auch für gebrochne 
pofitive, und für negative, fenn fie ganze oder gebrochne, 
gelte, mag man ohne Nechnung folgendergefhalt erweiſen. 


1. Der Ausdruck, (a 4 * mit einem pofitiven 

SION ; bedeutet ein in der aeomerrifchen Neihe, 

:(a+b)' 5; Carb) : (a+rb)': etc. irgendwo 

—— Glied. Es fen n=mp-+ q, wo p eine 

ganze Zahl oder N = und q eine ganze Zahl, Fleiner als 
q 


m bedeutet, fo daß — =z=p+ Zi Alsdann 


iſt (at bjm ein zwifchen (a-+ b)P und (abjpti 
eingefchalteres Glied, und von m— ı Gliedern, die uns 
ter fich und mit jenen beiden in geomerrifcher Gortfehreis 


tung ftehen, dasjenige, dejfen Stelle nach (a + byp es 
g angegeben wird. Die amereolete Reihe — 


1 (ap bw : (eb : (atbje; etc. 
Deren Glieder nach demfelben Geſetze, wie die Glieder der 
urfprünglichen Reihe gebildet werden. In den entwickels 
ten Werrhen der ganzen Potenzen fehalte man nun eben= 
falls jwifchen je zweyen folhen Werchen m——ı Glieder 
ein, Diefes beißt, die eingefchalteren lieder nach demfel: 
ben Geſetze wie jene bilden. Das Geſetz berrifft theils die 
Producte aus den Factoren a und b, theils die Eoeffi- 


cienten derfelben. Da (a + bb)" — a" ( * **) 


— 2 bNa 
fo it auch (a+-b)m am (: 4 ** m 
und die Entwickelung ber gebrochenen Potenz enthält eben 
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2 — 

ſo den Factor am, wie der von (a’-+ byden Faetor ar, 

Solglich hat man für den Factor anrb’, das lift, 
X — — —— 

a". ar, murzufegenam, 7”, ober am br, 


weil der zweyte Factor diefes Products von der Stelle des 
eingefchalteren Gliedes nicht abhängt, Die Coefficienten 
werben theils durch ihre Stelle r in der entwickelten Reihe, 
theils durch Die Stelle n des Sliedes (a +- b)" in der ger 
omerrifchen Reihe beftimmt. est man auch hier fürn 
die Stelle des eingefchalteren Gliedes, fo wird die entwik⸗ 
felce Reihe für das eingefchaltere Glied nach demfelben 
Gefege wie für ein Glied der urfprünglichen Reihe gebile 
det, und jene Reihe gile für jenes Glied, das iſt, für 


(a+bjm, eben fo wie diefe Reihe fuͤr ein Glied mic 
einem ganzen Erponenten, * 


IT. Die Potenzen von (a+b) mit negativen gan⸗ 
jen Erponenten, (a+ ae (= — 


werden in der rückwärts fortgeſetzten geometriſchen Reihe, 
nach demſelben Geſetze, wie die Potenzen (a + b)" mit 
bejahten Exponenten gebildet. Da (a+b)== 


A er 6 nn — * 
— 14 =) » fo bat man in der entwifs 
. 4 N br } : 
kelten Reihe erjtlich für an b" ober a”. = iu ſetzen 


r 


am ar ober a-ı—nbr. Gest man in dem Coef— 


ficienten —n ſtatt n, fo entjtehen dadurch Größen, ı die 
fi auf. die durch —n' bezeichneten Stellen eben fo bezie⸗ 
ben, wie jene auf bie pofitiven Stellen. Die Vertau⸗ 
fhung von +n mit —n in dem Werthe von (a+ b)" 
giebt daher eben das Glied, welches durch (a-+ b)—" 
bedeutet wird, 








\ 
- 
ä 
: 
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ME Der Ausdruck, (a4 b) m dedeutet ein in 
ber Reihe 1:(a+b)—!:(a+ b)—2 :etc. eingefchaltetes 
Glied, deſſen Stelle durch — — bezeichnet wird, wie 
Die Stelle von (a⸗ by durch + —. So wie nm 
der Werth bes letztern erhalten wird bau, ‚ daß in bem 
Werthe von la4 Pr fürn * wird ſo wird 


auch der Werth von (a+b) m aus dem bon 

(a+ b)y—n erhalten, wenn —n mit — - vers 
tauſcht wird, alfo aus bem von (a b)" durch Vertau⸗ 
ſchung von n mit — — . | 


9. Es iſt aber auch * Muhe N die Allge⸗ 
meinheit des binomiſchen Lehrſatzes durch eine analytiſche 
Rechnung darzuthun, um einzuſehen, wie er aus der Na⸗ 
tur der Binomial-Coefficienten folget. Hiebey wollen 
wir die Form (a+ b)* mit der (1 +2)" bee Peume: 
lichkeit wegen vertauſchen. Es iſt 


b 
ca br ⸗a⸗ — 5. Setzt man san 
foift (a-+ b)"—=a”(1 + z)", und es ift nur nöthig in der 
Entwidelung von Cr +z) für z zu fegen und die 


Reihe mit a” zu multipfieiten, um bie — von 
(a+ b)" zu erhalten. 


10. Sat. Es — wenn n,m ganıe emie 


Zahlen bedeüten, (1++z * m = 
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u. n n.nmn. Pr} n.n-m.n-2 m. 4 
ET ee am.3m = 
n...n-3m ‚, a(n-m)..... n-{r-I)m 
+ 0 Be ee) 
m...4m m. 2m » a 8. % rm 

+ etc. 
n n 


—— Suur hr: 8 

‚Bew, Es fern mA, mB, mE, etc. Größen von 
ber Form, wie die in dem Artikel: Winomial + Coefficien⸗ 
ten, (1.) auf diefe Weife bezeichneten, indem anſtatt des 





einfachen Symbols n hier ein zuſammengeſetztes — ges 

nommen wird. Auch jy "S—ı +"Ar+ "Bz: 

+”ez’-+ etc. Es iſt a. a.O. (29.) erwiefen ‚ daß 
1 n n n 

FSm—ı4 mjz4m%27’ 4 mEzi Let, Nun 

iſt as — (1 Hz. Folglich ift 

2 n 


Cı--z)m =zi+ mYz + mBz: 4 me 73 + etc, 
Mul:iplieire. man nun in den Werthen der Eoefficienten 
bon z jeden Fa tor des Zählers und Menners durch mn, 
fo wird die in dem Sage aufgeftellte Formel erhalten, 

a . Vous F 
11. Gag, Es iſt +2 = oder Gin = 
n.n-+1L. — n.n-+ I.n+2. 
I. zZ I. '2 3 


ı.n..n+3. n.n+r...n+r-ı _ 
72, Pose erw a 


Bew, Es jy "S—ı +"Xz H"Bz’Lugzs 
+eice und 218 — I-LTrYZLTDBZ LG 


I 
+ etc. fo ift sr 758, wie in dem Artickel p 
Binomials Coefficienten, -30, erwieſen iſt. Es iſt aber 
n — 1 

S=(1+z), und daher I dbercr+z)—m 
— — Setzt man nun für die Coefficienten in der 


L-nz+ 23 





— 


u 22 
rm — 


sm Bi 4 7 


— a TE TEE TEE N ae Salem a — un 
r F , 5 . - — — a age 7 
® = BERNER 2 u . — ã J— nz rede l ; 3 
— —E — er a ae Por sen gan Der TE a — — ger 
b * * T Ei — ;. . a ** a ———— 
Ne ne een “ OR Ed 


ur 
— nn 
>, 






_ vr. — — — 
a nen —— — 
———— men * — ——— — — 
u — NE a — AZ HET 
— ——— — — —— Se 
—— — — Eng 
i x 


+ etc. woraus der Sag folgt. —— 


332 Binbmiſcher Lehrſah 


durch ⸗288 bezeichneten Reihe ihre werte’ ‚b entſteht 
daraus die Formel Des Satzes. 


242. Gab Es it (142) ER a 


n n.n+m  n.n+m.n+?m, 
1 — — — —— 2 — — — —— — 
m m. am 2 m. 2m. 3.m 
n..n+3m. n.n+m.. N... arm) 
Mıie 4m” Be m, Cr We m ” 
+ etc. 
| Der Beweis iſt dem in (it) geführten gan; ng aͤhn— 
lih. Denn für die Reihen +25 und —nS darfn au. 
eine gebrochne Zahl feyn, und es bleibe gms. 


Es ift aber auch a Se — = 42 a" | wenn n DR gebrochne 
Zahl iſt. Setzt man —T fürn, ſo iſt ( +2), = 


= — Ey ——— Tages‘ 


z> 


’ 
+ 


13. Erempel I. (ir — z? 


1.1.3 14 8.5 — 123.8.7 

en zn IL 2 

+4. 6 2.4 6.8” | 2+4.6. s. 10” di 

u I 4a eg 1.25, | 
[ +2) +4 Fr: BE 

BEERTT 8 12.5 8. 11 


4 
ge 3. 9,9.12 ir ’ Fr 


om tc, 
"3,6. 912.15 nn 


$ —3 21:4 5 
+2) Sı432 * a en 3.6 — 
2. ihr u 


2.1.47 a 
FIOCRENTEe 2 ete 


* 35357 12 +6, 
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IV. (142) en 7227 ar — 
25. 7.2 
2.4 6. 8. 10 


338 
—135 
2. 4.6 

1.3.5.7 24 
2. 4.6.8 


25 + etc: 
Faser: Sr i er: NE 


EA 
3.009, 22.15 Es — 


V. (142) J— 


I» 4.7.10 24 
3.649.12 








14: Die Logarithmen der gebe. erften Eoefficienten 
für die Erponensen, 3,1) —3,. 3,3 find folgende, 





— 


“ 
mem spiele DS 


u 


SRSAaRRAYHAB = 


n 


9, 6989700 


9, 0969100 


8» 7958800. 


8, 5917601 
8, 4368581 
8, 3119193 
8, 2071840 
8, 1170073 


‘8, 0378261 
7> 9672450 





n=—} 


9⸗ 6989700 
9, 5740313 
9, 4948500 
9, 4368581 
9, 3911005 
9, 35533120 
9, 3211272 
9, 2930986 
9, 2682751 
9, 2459985 








* 


* 





er; 


* * 
— — = 
= Kr r Re: 1 et A ——— 
ur ER 5 R 


— — —— —— 


—— zn 











— * DEE „> m 
ne 
eg ? ne; 


— — 
= 





— a, im = 
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n n | 
—— — — — XL. u 
es I s 








i 





log % & 5228787 | 9» 5228787 
L 8 | 9, 0457575 | 9, 3467875 
1. € , 8, 7904849 | 9, 2376431 
1. D | 8, 6143936 | 9, 1584617 

1 € | 8, 4796952 | 9, 0965138 
L 8 | 8, 3705506 | 9, 0451616 
1 © | 8, 2787804 | 9, 0016957 
19 | 8, 1995990 | 8, 9639077 
1. % | g, 1299632 | 8, 9304834 
1. & | 8, o678rT52 | 8, 9005202 


Diefe Logarithmen find nicht aus den Logarithmen der 
Factoren in den Eoefficienten zufammengefegt, fondern 
aus ihren numerifchen hinlänglich genau berechneten Wer⸗ 
then gefunden. | 1 

15. Um aus einer ganzen Zahl N die mre Wurzel zu 
ziehen, zerlege man fie in zwey ganze Theile, deren erfterer 
ſey — a”, der jweyte —=b, fo daß a" der Zahl N 
möglichft nahe fomme, und N=a"+b, oder auch 


b | 
N=a"—b ſey. Man fege a =z, ſo iſt N= 


Bl“ 


1 
a® (14 2), wenn badditiv iſt, und N m—alı +2) 





ı _ 1.m-I. 4 1.m-1,.2m-I. s 
alır m. 2m m. 2m. 3m 


ı.mr-IiI. 41-1. sm-“T: . ‚ 
rn Si tc. 
m. 2m. 3m. 4m zt re ) „ wenn im 


(10.) ver Zähler n — ı gefeßt wird, Um z Fleiner zu 
machen, fuche man zu ber Zahl N einen Factor f”, fe 


x 
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daß das Product fT.N—=A= B einen kleinern Werth 
=, — 

fir pa gebe, ale — hat. Die aus dieſem Producte 


1 
gezogene Wurzel f. Nm mit k dibidirt, giebt die gefuchte 
mite Wurzel aus N. 


16. Erempel I. Die Quadratwurzel aus 2 bis auf 
die zehnte Decimalfielle ju finden. 


Weil die Reihe ſich dem völligen Werthe fer langfam 
nähern würde, wenn man 2 in die Theile 1 + ı jerlegte, 
fo multiplicıre man 2 mit einem fchicflichen Kactor, der 
ein Quadrat iſt. Diefer fen 25, ſo iſt 2x2; — 50 
— 49 41, und V50 = YV(49-+ 1) =7Vu+ 3%) 


=7ur SB) 2 - Man multiplicire nun bie Potenzen 
bon 75 nad) ıhrer Folge in die zugehörigen Binomials 
eoefficienten (13. I.), fo wird erhalten | 


VII +35) = 1,00000 00000 o 
+ 0,01020 40816 3 


— 5 2061634 
— 53124 
67 8 
— 9 


1,01015 254454 
7507106 78118 
1, 41421 35623 


V50 
V2 


Erempel IL. Die Quadratwurzel aus 12 zu finden, 
Sie wird in einer der Formeln zur Rectification de3 Krei: 
ſes gebraucht. (Enflorechnie.). Es ift 4x ı2 — 48 — 
*49—1, alſo Vas = 7 Yı—zz). Die Glieder 
find eben dieſelben wie vorher, aber alle nach dem erſten 
folgenden ſubtractiv. | 
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— SEE A 
m me 8 r 
n —ñ — — 

log A — 5228787 | 9, 5228787 

u 8 | 9, 0457575 | 9, 3467875 

. € | 8, 7904849 | 9, 2376431 

. D | 8, 6143936 | 9, 1584617 

1. € | 8, 4796952 | 9, 0963138 

1.8 | 8, 3705506 | 9, 0451616 

. © ig, 2787804 | 9, 0016957 

19 | 8, 1995990 | 8, 9639078 

1. % | 8, 12996382 | 8, 9304834 

li: # | 8, 0678152 | 8, 9005202 


Diefe Logarithmen find nicht aus den Logarithmen der 
Factoren in den Coefficienten jufammengefegt, fondern 
aus ihren numerifchen binlänglicy genau berechneten Wers 
then gefunden. i 

15. Um aus einer ganzen Zahl N die mte Wurzel zu 
ziehen, zerlege man fie in zwey ganze Theile, deren erfterer 
fy = a”, der zweyte — b, fo daß am per Zahl N 
möglichjt nahe fomme, und N—an-tb, oder auch 


b 
N=ar—b fer, Man fege a =z, ſo iſt N 


— — 

a” (14 2), wenn badditiv iſt, und Nm —a (14 2) m 
L 1.m=I. 1.M-1.2m-T. 
=a(ı+% m.zm- Tr m. 2m. 3m * 


1.m-I.3m-1. 3m=-r. 
a gr — ec. ) ‚ wenn in 





m. 2m. 3ın. 4m 


(10.) der Zähler n = ı gefeßt wird, Um z fleiner zu 
machen, ſuche man zu der Zahl N einen Factor fa, fo 





Binomifher Lehrſatz. 335. 

daß das Product fm. N—A= +B einen fleinern Wirth 
de b | 

für * gebe, als zw dat, Die aus dieſem Producte 


N ı / — 
gezogene Wurzel f. Nm mit k dibidirt, giebt die gefuchte 
mte Wurzel aus N. 


16. Erempel J. Die Quadratwurzel aus 2 bis auf 
die zehnte Decimalfielle ju finden, 


Weil die Reihe ſich dem völligen Werthe fehr langfam 
nähern würde, wenn man 2 ür die Theile 1 + ı zerlegte, 
fo multiplieıre man 2 mit einem fchicflihen Factor, der 
ein Quadrat iſt. Diefer fen 25, Wit 22x25 — 50 
— 49 Fa, und Vso=yY(4+ ı) *7 3 


=7u+ 4°? - Man multiplicire nun die Potenzen 
bon 25 nady ihrer Folge in die zugehörigen Binomials 
eveffictenten (13.1.), fo wird erhalten 
V(I+35) = ı,00000 o0000 
| + 0,01020 40816 3 


— 5 2061634 
— 5312 4 
* 678 
— 9 








1,01015 254454 
7,07106 78118 
1, 41421 35623 


V50 
V2 


Exempel IL.- Die Quadratwurzel aus 12 zu finden, 


III N 


Sie wird in einer der Formeln zur Nectification des Krei 


fe8 gebraucht, (Enflorechnie.). Es ift 4 xı2 — a8 — 
=4—ı, alo Vas = 7 Yıı —75). Die Ölicder 
find eben diefelben wie vorher, aber alle nach dem erſten 
folgenden ſubtractiv. | 
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Alſo iſt VCa 25) = 0,98974331862,6 © 

und Vas = 6,92820323034.. 
:V IRA — 3,4641016151... Ei: — 

Erempel UL Die Cubikwurzel aus ri su finden, 

Diefe wird zu der arithmetiſchen Verdoppelung eines 

Würfels gebraucht. Zur mehrern Convergenz der Reihe 

für die Wurzel multiplieive man 2 mie 16 als dem Subus 


von 4, ſo iſt 2264 125 +3. EiftWıng 

3 3 — 
— 5 WKırz, er — 0,024 iſt. 
Die Potenzen dieſes Bruchs werden folgweiſe in die 
Binomialcoefficienten für den Exponenten & (13. IL) 
multiplieirt, Es ift ——— 
Va + 0,024) = I,00000 00000 00 





-r 0,008 ’ 

a 6 4 

Fr 8533 33 

— 136 53 

4 2 40 

—— ER EEE. PRORAERS: (OR 
, = 1,00793 68399 15 
vı28 — 5,03968 41995 75 
zZ = 1,25992 10498 9 


17, Sat, Es ift(a+b)” =e |: +n: - 
..n.n-ı. b®®° .; aantfen+2 bs. 
nn. (a-F b* = 1; 3 (bj 


n.n+1.n--2.n+3. b+ 
ii. da In 4 “ (a+byt 7 oc; | 
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au 
BER 





b f 
Denn es ſey FB — ſo iſt b — 





alfo ca 4b)n ⸗a* (1 - u)a 


i—u’ 
Nun ft(a—W"=ıtnu + te 


aus (11.), wenn dafelbft z mir — u verfaufcht wird, 


und a+b = 





u*' +etc 


b 
Für u der Werth Ih geſetzt, wird bie Formel ers 
halten, 
b 
In diefer Reihe nehmen die Potenzen von — ſtãär⸗ 
b 
fer ab als die von T, welche in ber Reihe (1.) in die Pos 


ten; a” multiplicirt find. Dagegen find für ein pofitives 
n die Eoefficienten größer. 


. a b 
18. Ss eilt ar = a 20.205 
n.n-n Bu N.n-1.n-2. b 
Deere. 2.9 Narbe 
n..n—3 b+ = 
ned Gebe ie. |. 


Die Reihe bricht ab, wenn n eine ganze Zahl ift. Die 
ins Unendliche fortlaufende Reihe für (a-+b)”” oder 


a x b 
ER „ wenn fie nach den Potenzen von a 


geordnet wird, ift bier in einige fummatorifche Theile 
zuſammen gezogen. Die Reihe folge aus der in (17.), 
wenn n mit — n bertaufcht wird. 


19. Exempel J. Die Quadratwurzel aus 2 zu finden, 
Man feße in (17.) den Exponenten n=#, und fuche, 
wie in (16. J.) die Quadratwurzel aus 50, das it, aus 

Y 





838 Binomifcher Lehrfag | | 


a9. Hier iſt a 49 ; b i, alio — 
— 225, wovon die Potenzen fehr leicht berechnet find, 
Es ie nämlich 4 
3VSO == I,000000 o00000 
== 0,010000 000000 


— 150 000000 
7 2 500000 
r F 43750 
T 787 
7 14 








1,010152 544551 
V50 7,071017 811857 
V2 1,414213 56237 
Erempel II. Die Quadratwurzel aus 12 findet man 
mittelſt eben diefer Zahlen, nur daß fie abwechfelnd addis 
tiv und jubtraeriv find. Es if Vız'= a Vas 
= 3Vvw—ı. 


Gefchichte des binomifchen Lehrſatzes. 

20. Die Binomial  Coefficienten kommen zuerſt in 
Stifels Arithmetica integra L. IL c. 5. vor, welche 
1544 gedruckt iſt. Früher als ben Stifel hat Käſtner 
die Binomial⸗-Coefficienten und ihr Geſetz nicht gefunden. 
(Geſch. d. Mathem. 1. Bd. 49. ©.) Stifel nennt 
ſie numeros, qui peculiariter pertinent ad ſuas ſpe- 
cies extractionum, und liefert ſie bis zur ı 7ten Potenz 
nur mie Weglaſſung der zweyten Hälfte in jeder Potenz, 
weil diefe der erſtern rücfwärts genommen gleich iſt. Er 
jeigt auch, wie fie mäch einander durch Addition je zweyer 
gefunden werben, erklärt aber nicht den Grund, woher 
diefe Nodition in einer Potenz die Coefficienten in der 
nachfolgenden giebt, Gr wei auch nicht, wie Die 
Coefficienten in jeder Potenz unabhängig von denen in den 
niedrigern Potenzen gefunden werden, 


Ill 


* 





— 
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er. Briggs mar ber erſte, welcher zeigte, tie die 
 ‚Eoefficienten-in jeder Potenz eines Binomium unabhängig 

don einander gefunden werden, nur daß er die, Regel noch 
in Worten ausdruckt, ohne eine analytifche Formel für 
fie zu geben. Er blieb noch bey Potenzen mit ganzen 

Erponenten ſtehen. Dieſes nach Huttons Anzeigen 

ob. Bernoulli fchreibe die Erfindung des binomifchen 
Lehrfages dem Pafcal zu. Von deffen arichmerifhen 
Dreyeck f. diefen Artikel. es | 

23, Newton mar es, ber entdeckte, daß die Korıti 
des binomifchen Lehrſatzes, welche man fir ganze Erpos 
nenten gefunden hatte, für alle Arten von Erponenten 
güleig iſt. Dieſe Entdeckung iſt, als eine der fchönften 
von diefem großen Manne, auf feinem Grabmahle in der 
Weſtmünſter Abtey eingegraben. Wie er darauf gefome 
men iſt, erzähle er in einem Schreiben an Oldenburg, 
welches Diefer Leibnitzen mittheilen follte, vom 24. Det. 
1676. Es ſteht in dem Commercio epiftolico Joh. 
Collins et aliorum de Analyfi promota, Lond; 
1712, und daraus in Newtoni Opufc. T. I. p: 328 
fegg: Es war auf einem Umwege, daß er die Allge⸗ 
meinheit des Gases wahrnapm Wallis hatte gefuns 
den, daß alle krumme Linien, deren Gleichung iff y— 
(I—xx)", wennn eire ganje Zahl bedeutet, fich mit - 
telſt eines endlichen Ausdrucks quadriren laffen, Hieraus 
machte er den Schluß, Daß, fo wie der Exponent vor 


| Gern das arithmetiſche Mittel zwifchen o und ı ift, 
auch der Werth der Fläche für die Frumme Linie mir der 


Gleichung y—lı—xx)?, das ift, den Kreis, zwifchen 
bie Slächenräume an den Linien mit der Gleichung y—- 
‚(a—xx)° (das it y=ı), und mit der Gleichung 
y=d(ı—xx)’ fallen müſſe, er fonnte aber diefen 
mittlern Werch nicht finden, Newton entdeckte die Form 

. aller interpolirten Flächenräume, und bemerfte dabey, 
daß die Potenzen (t —xx)° ; (1 — xx)! ; (ı—xx); 
(1—xx)°, etc; auf dieſelbe Arc müßten incerpolire 
werden Fönnen, Zur Beltäfigung der gefundenen Formen 


. ’ ! 3 
i \ 
en "... 


" 
) 
i 


“ 
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multiplicirte er den daraus hergeleiteten Werth von 


(1 xx)? mie eben demfelben, und fand das Product 
gleich L—xx, wie es feyn muß. Gr verfuchte nun 
auch die Ausziehung der Quadratwurzel mit Literalgrößen 
nach der Art, wie fie ben Zahlen bewerfitellige wird, und 
fand den Ausdruck der Wurzel dem auf gebrochne Expo⸗ 
nenten erweiterten Schrfaße gemäß. Mun feste er die 
Interpolation der Meihen ganz bey Geite, und wandte 
die arithmetiſchen Operationen, als das znverläfligere Ber: 
fahren, allein an, Wie er höhere Wurzeln durch Aus: 
ziehung gefunden hat, zeige er nicht an. Für negatwe 
"ganze Erponenten war die Mechnung leichter. Newton 
fagt auch: nec latuit reductio per divilionem, res 
utique facilior. 2" 


Newtons Üeweis der erweiterten Binemial: Potenz 
war in der That nur Induction. Er hat die fehr brauch: 
bare VBorftellung von Interpolation bey diefer Unterſuch⸗ 
ung zu bald aufgegeben. 

23, Eolfon trägt in einem Commentar über Newtons 
Fluxionenrechnung im J. 1736 einen Beweis des binomi⸗ 
fchen Lehrfages für alle Arten von Exponenten durch die 
Differentialrehnung wor.  Denfelben Beweis giebt 
Horsley in feiner Ausgabe von Newtons Werfen, 
T. L p. 286, und führe dabey an, daß Raphſon 
in feiner Hiftory of Fluxions diefen Beweis einen 
Heynes zufchreibt. Schärfer hat Käjtner den Beweis 
in einem Programm 1758 abgefaßt, und hernach in der 
Analnfis unenvlicher Größen. 

Gegen diefe Beweisart iſt in Rückſicht der Methode 
zu erinnern, daß das Binomial:Theorem der Analyfis 
endlicher Größen angehört, und der Lehre von den legteg 
Verhältniffen der Veränderungen von Größen nicht bebiigs 
fen müſſe. Ubrigens iſt das Verfahren fehr fur; und ein⸗ 
leuchtend, | = 

24. Apinus gab einen allgemeinen Verweis des - 
Mewtoniſchen Lehrſatzes von der Poren; eines Binomium 


4 
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in ben Novis Comment. Petrop. T. VIII. a. a. 1760, 
1761, woran nur das auszufegen feyn möchte, daß dabey 
zu viel auf Induction ankommt, 

25. Der Beweis, den Euler in den Novis Comm. 
Petrop. T. XIX. a. A. 1774. p. 103 geführt hat, ift 
im Weſentlichen derſelbe mir dem in diefem Artikel 
(10 — 13) borgefragenen, nur daß die dabey nörhige 
Rechnung nicht ausgeführt, fondern ihr Nefultat aus einer 
allgemeinen Befchaffenheit des Products zweyer oder meh⸗ 
rerer Factoren geführt wird, f. Binomials Coefficiens 
ten, 37. aha 

26. Die Beweife, mwelhe von Gegner, Bulle, 
l Huilier und Rothe gegeben haben, find der Eulerifche 
mit der noch nöthigen Ergänzung. Die Schriften, worin 
fie vorfommen, find an dem a. D. angezeigt. 


27. Euler hat no im J. 1787 einen neuen Be— 
weis des Sehrfages aufgeftellt: Nova demonſtratio, 
quod evolutio poteftatum binomii Newtoniana 
etiam pro exponentibus fractis valeat. Nova Acta 
Petrop. T. V. Die Grundlage dazu ift folgende. Erft= 
lich muß ſeyn (ıt+x) = ıtAx+Bx + Cx’ 
2... + Men + Nxm+tı + etc. und fo aud 
(itx)ett = ı tAx+Br tl... 
+M'x= + N’ xm+tı +etc. Die Coefficienten find fo 
befchaffen, daß A —A+tı;B'—=B+A, C=C+B, 
und M+HN— N’, Es kommt alfo darauf an, wie, 
nachdem der Werth von M gefunden ift, der Werth des 
folgenden Buchſtabens N zu bejtimmen fen, fo daß, 
wenn darin n+ı für nı gefeßt wird, und der dadurdy 
bervorgehende Werth N’ heit, N— N’ = Mierde. 

28. $a Grange trägt in feiner Theorie des fon- 
ctions analytiques, nr. 18. einen fehr furgen Beweis 
unſers Lehrſatzes vor, der aber wefentlicy mit dem aus der 
Differentialrehnung genommenen übereinftimmt. 


29. In den englifchen Teanfectionen find mehrere 
Auffäse über Newtons Theorem enthalten: in dem a2ſten 








542 Binomium = 
Bande von Eafttllion; in dem 4yften für 1751. 52, 
von Th, Simpfon; in dem Yahrgange für 1795 von. 
Roberrfon; in dem für 1796 von Gewell. Der 
von dem letztern gegebene Beweis ift eine kuͤnſtliche Wers 


pflanzung der auf die Differentialvechnung gegründeten‘ 
Methode in die Analyſis des Endlichen. 


30. In ber Überfegung der Zufäge, die Ia Grange 
zu ber franzefifchen Nusgabe von Eulers Algebra gemacht 
bat, iſt von dem Überfeger, Hofrath Kaußler, ein 
guter aber etwas umfländlicher Beweis des binomifchen 
2ehrfages für ganze, poſitive und negative, Exponenten 
gegeben. Er beruht auf der Summirung der gleichſtelli— 
gen Enefficienten in der Kolge der Potenzen, > 


Binomium iſt eine zweytheilige Größe, wiea+b 
oder a4 b, oder Va 4Vb, u. d. gl. 
.  Euflides verſteht unter Binomium eine zweythei⸗ 
lige Größe von der Korm a 4 Yb oder Yatyb;,i wo 
a und b rationale Zahlen find. (Elemente X. 37.). Es 
unterfcheiber fich von einer Apotome nur dadurch, daß der 
eine Theil zu dem andern addirt wird, Euflives macht 
ſechs Binomien oder Binomialen ‚ fo wie er fechs Apotos 
men unterfcheidet. Das erfte Binomium ift a+vb, 
wenn Yaaa—b):;a—m:n, dem Verhältniffe jiweyer 
rationalen Zahlen. Das zweyte it atyYb, wenn 
vb—aa):ıyb=m:n if, Das dritte iſt 
Va+tvVb, wenn Va — b): Va — m: miſt. Das 
bierte iſt atyb, wenn V(aa—b):a ein irrationa⸗ 
les Verhältniß if. Das fünfte iſt a49b, wenn 
Yib—aa):yb ein irrationales Verhältniß ift. - Das 
fehsre Binomium it Va+Yyb, wenn! YC—b) 
: Va ein ſolches Verhältniß ift, 

Binuadrat, die vierte Potenz einer Größe, mie 


sr von 3, Es wird allgemein bezeichnet dur) aaaa 
oder as. 


Biquadratiſch, was mit einem Biquadrat in 
Derbindung fee, 


* 


| 
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Biquadratiſche Gleichung, worin die höchſte 


Potenz der unbekannten Größe oder der Wurzel die vierte 


it, ©. Gleichung IV. 

Biquadratifhbe Parabel, diejenige, deren 
Gleichung it y=ax* +bx? +cx? +dxte,. 
©. Parabel. * 

Biquadratiſche Wurzel, einer von ben vier 
gleichen Sactoren einer Zahl. ©. Wurzel. 


Blindrechnung ©. Regula coeci. 


Bogen, iſt ein Theil einer Erummen Linie. 

Ein Bogen ift immer großer als feine Chorde oder die 
gerade Linie zwifchen feinen Endpuncten. Diefes pflege 
als ein Grundfag angenommen zu werden. Man fee 
ftart deſſelben folgenden. Zwey Linien, es fenn beide Frumme 
oder eine derfelben aus geraden Linien zuſammengeſetzt, 
die zroifchen denfelben Endpuncten liegen, find deſto wants 
ger am Länge berfchieden, je mehr Puncte fie mit einan: 
der gemein haben. Es fey nun ADB (Fig, 47. Tab. III.) 
ein Bogen einer Frummen Linie und Die gerade AB die 
Chorde. Man nehme auf dem Bogen irgend eine Anzahl 
Punite, wie C, D, E, und ziehe die Chorden zwifchen 
je zwey nächſten, fo ift die Summe aller Chorden noth⸗ 


‚wendig größer als AB, da die Chorde AD größer als 


AC+HCD;AEB größer als AD+ DE, wm f. f. ift 
Je größer die Anzahl der Theile auf dein Bogen it, beito 
weniger iſt derfelbe von der Summe der Chorden feiner 
Theile verfchieden, alfo ift der Bogen größer als feine 
Chorde. 

Da das Gränzverhältniß zwiſchen einem Bogen und 
ber Summe der Chorden feiner Theile das Verhaltniß der 
Gleichheit ift, fo ift auch, das Gränzverhältniß zwiſchen 
der Zunahme eines Bogens und ver Ehorve dieſer Zunah⸗ 
me das Verhältniß der Gleichheit. 

Bogen find gleich oder um eine gegebene Größe ws 
fhieden, wenn jenes Granzverhaltniß für fie bey jeder 
Größe derſelben daſſelbe iſt. 


DIET 
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Zwey Bogen AB, ab (Fig. 48. a. b.) find ähnlich, 
wenn die Winfel C, c deran den Endpuncen A,B;a,b, 
gezogenen Berührungslinien fich. gleich ‚ und eben fo an 
den Puncten D, d, für welche das BVerhältniß der Bogen 
AD:ad=AB:ab ift, die Winfel E, e ber berühs 
renden DE, de mit AE, ae fich gleich find. Ihre 
Ablenkung bey gleichmäfiger Länge ift alsdann diefelbe, 
Darum nennt man zwey Kreisbogen AB, ab ähnlich, 
wenn die zugehörigen Winfel am Mittelpuncte F,f ſich 
gleich find. Das zur Ähnlichkeit erforderte teifft bey dies 

fen ein, 
Die Formen des Differentials eines Bogens ſ. indem 
Artikel, Nectification, 


Bomifcus, in der Geometrie der Alten eine bier 
feitige geradlinichte Kigur, welche folgendergeftalt beitimme 
wird. Es fen ABC (Fig. 49. Tab, II.) ein Dreyeck, 
in welchem DE parallel mir B C ift. Auf der verlängers 
ten GA nehme man einen Punct F, jiehe BF, und mie 
diefer die parallele EG bis an die verlängerte BA ; ver: 
Binde die Puncte F, G und G,C, fo ift das Viereck 
CBFG ein Bomifeus, Die Seite CG ift parallel ver 
Sinie DF. 

Der Gas fteht in den mathematifchen Sammlungen. 
bes Pappus, B. VII. Sat 134. Der Verweis iſt leicht, 
und beruht auf den Gäsen I. 37. 39. Elm. Eufl, - 


Das griehifhe Wort bedeutet einen Eleinen Altar. 


Brennlinie (Caufica) iſt eine Linie, auf welcher 
die Durchſchnittspuncte je zweyer nächften, nach Art der 
Lichtſtrahlen, von einer gegebenen Sinie zurückgeworfenen, 
oder durch fie gebrochenen Sinien liegen, wenn diefe, wie 
Die zugehörigen auffallenden Linien in ftetiger Solge genoms 
men werden. Ober auch, fie ift die Linie welche von 
allen auf die gedachte Art zurückgeworfenen oder gebroches 
nen Linien berührt wird. Die Veranlaſſung zu der Unter⸗ 
ſuchung diefer Linien har zwar die Optik gegeben; fie gehe: 
ven aber ganz der Geomerrie zu, wenn bie Lichtſtrahlen 


2 F 
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x 


als gerade Sinien, und ihre Zurückwerfung oder Brechung 
als geomerrifche Conjtructionen nach einem angenommenen 
Gefege, ohne Rückſicht auf finnliche Erfcheinungen, be⸗ 
trachtee werden 


I. Die Brennlinien durch zurückgeworfene Strahlen 
heißen Catacaufücae; die Brennlinien durch gebrochene 
Strahlen heißen Diacaufticae. Die allgemeinen Kors 
meln für die Länge des zurückgeworfenen und gebrochenen 
Strahls bis zu dem VBerührungspuncte an der Brennlinie 
find in den Xrtifeln, Gatacauftica und Diacaultica, 
mit den Beweiſen und einigen Benfpielen, zu finden. Hier 
foll das leicht verftändliche mit Hülfe der Elementar— 
Geometrie vorgetragen, und dadurch die analytifche Ber 
handlung in jenen Artifeln vorbereitet werden. 


Zuerft von den Brennlinien durch Zurückwerfung. 


2. Es ſey ACB (Fig. ;o. Tab. III.) der Quadrant 
eines Kreiſes. Mit AC feyn die Linien PM, in endli⸗ 
chen Abftänden von einander, parallel, Die zurlckgewor⸗ 
fenen Linien machen mit dem Halbmeſſer durch den Eins 
fallspunet M denfelben Winfel auf der Seite nad) A hin, 
wie PM auf der Geite nah B. Die Durchfchnicte je 
zweyer auf einander folgenden, von AC angefangen, find 
a,b, c,d,e.. Diefe find nicht Puncte der Brenn⸗ 
linie, weil die zurückgeworfenen Strahlen Bier nicht eine 
ftetige Folge ausmachen. Wird die Menge der auffallen- 
den Strahlen vergrößert, fo rücken die Durchſchnitts— 
puncte einer zurückgeworfenen (wie Med) mit der auf 
jeder Seite zunächjt liegenden (wie Me, Md) immer 
näher zufammen, Ben einer fterigen Folge von zurück- 
geworfenen Linien fommen d und e fich näher als um jeden 
endlichen Zmifchenraum, und werden Puncte der Brenn- 
linie. Da fie auch auf der geraden Med liegen, fo ift 
dieſe bie berührende in d odere. Eine berührende naͤmlich 
bat einerley Richtung mit einer krummen Linie in dem Ber 
rührungspuncte, und hat daher zwey unendlich nahe lies 
gende Puncte mit der Eurbe gemein, 
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“3. Die Brennlinie für ben Halbfreis BAD bey 
Parallelftrahlen bat die in Fig. 51. gezeichnete Geftale 
BEFeD. Man fann fie als eine glänzende Linie dars 
ſtellen, wenn man in eine zinnerne polirte Schale mit einer 
cylindriſchen Rand⸗Einfaſſung, oder in ein Glas Milch 

ießt, und diefe den Strahlen der Sonne, oder auch einer 
Bee ausfest, nur daß bey dem Lichte der legtern die Ge⸗ 
ftalt etwas verändert wird, weil die auffalfenden Strahlen 
nicht parallel find. Man erblickt fie auch in dem Rauche, 
Den man vor einem der Sonne entgegen gehaltenen Brenns 
fpiegel auffteigen läßt, Sie wird folgendergeftalt gezeich- 
ner. Mit dem Halbmeifer AC ziehe man irgend eine 
parallele PM, nehme den Bogen MAN 2 Bog. 
BM, jiefe MN, und nehme darauf ME =Z4MN 
— MP, fo it E der Punct der Brennlinie, -wo die 
jurücfgeworfene ME fie berührt, 


4. Diefe Eonftruction gründet fi fi auf einige Eigens 
faften des Kreifes, 


I. Es fen (Fig. 52.) AMBmA ein freis, deſſen 
Mittelpunct C it; PM, QN ſeyn mit ACB parallel, 
Man nehme den Bogen Mm MP (nad entgegen: 
gefesten Geiten von M. aus), fo: ift Die gerade Mm der 
ju MP gehörige zurückgeworfene Straf. Denn CM, 
welche auf den Kreis in M fenfrecht ift, halbirt den Bin: > 
fel PMm. Ferner fey der Bogen Nn—=NQ, fo ift 
Die gerade N der zurückgeworfene Strahl zu N Q. Nun 
it Boo. Mm — Nn (=MP—NQ)=:MN, 
Daher Bog. Na— Nn=3MN, das iſt, Bog nm 
— 3MN, 

II. Man ziehe dieChorden MN, mn, fo ift, (wegen 
der ähnlichen Dreyefe MNR, nmR)ch:MN:ch.mn 
—MR:Rn. Weil die Ehorden der Kreisbogen wenis 
ger zunehmen als nach dem Verhältniffe ihrer Bogen, fo 
ift ch. mn X 3 ch. MN. Folglich ift auh An 
<3MR, oder MR > IRn. Se näher die Puncte 
M,N einander genommen | werben, deſto naher kommt 
das Verhältniß der Chorden MN, mn dem 1: 3, da⸗ 


Be 
i 
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ber auh MR: Rn eben demfelben, und. zugleich das 
Berhälmiß Rn: Am dem der Gleichheit. Nun wird 
das Verhaltniß MR : Rm zufammengefegt aus den Ver⸗ 
haltniſſen MR: Rn und An; ARm. Da die Graͤnzen 


dieſer Berhältniffe find 1:3 und x: r, fo iſt Die Bränze 


des daraus zufammengefesten, oder des MR: Rm 
= 1:3, fo baß in einer ftetigen Folge von auffallenden 
und jurücgeworfenen Strahlen MR —= 3!Rm, alfo 
MR—3Mm wird, E&jyMD=}Mm, fo ift 
D ein Punct der Brennlinie, und MDm die berührende 
an diefem Puncte, | 


V. Darum ift in der Conftruction (3. Fig. 51.) bie 
berührende an der Brerılinie von dem Kreife bis an den 
Berührungspunet, ME —= # MN genommen. Der 
Bogen, deſſen Chorde der auffallende Strahl iſt, iſt 
— 2BM, der Bogen MN über dem zurückgeworfenen 
it = 2MB, und die Chorde MN = 2MP, 


5 Da bie Unterfchiede des Durchmeſſers AB, und 
per mit denſelben parallelen Chorden (Fig. 52.) in Ver- 
gleihung mit dem Bogen AM, mwenig zunehmen, und ba 
iugleich die Winkel der zurlickgeworfenen Strahlen mit 
den auffallenden für Eleine Bogen AM Flein find, fo 
liegen die Durchfchnitte der im der Mäße von A zurück 
gewoorfenen, auf einander folgenden, Strahlen nahe bey 
dem Puncte F, wenn AF == #+AB iſt, felbit noch, 
wenn AM ein nicht mehr Fleiner Theil des Umfanges iſt. 
Daher haben die fphärifchen Brennfpiegel ihren Brenn: 
punct in F, und fonnen dafel6ft eine große Hiße herbors 
bringen. Diefes zeigen auch die für die Durchfchnitte zu— 
rückgeworfenen, von einander. abjtehenden Strahlen (Fig. 
50.). je weiter aber die einfallenden Strahlen von AB 
Liegen, , defto mehr liegen die Durchſchnitte der zurück 
geworfenen aus einander, 


6. Die Brennlinie des Kreifes "für parallele Strahlen 
(Fig. 51.), welche zuerft unterſucht ift, Kat einige merk— 
würdige Eigenſchaften. 
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1). Sie ift eine Epichkloide, die durch die Wälzung 
eines Kreifes, deffen Durchmeffer BH—&(B iſt, Über, 
dem Halbfreife HFG mit dem Durchmeffer e6GH=CB 
von dem Puncte B befchrieben wird. 


2). Der Bogen der Brennlinie BE ift gleich der 
Gumme PM + ME, des auffallenden Straßls von P . 
an, und des wurüchgeworfenen bis an den Berührungs⸗ 
punet, oder der Bogen BE=#PM. Alſo ver Bogen 
BEF=3#AÄC. 

3). Man nehme in dem Kreife liber dem Burhaiee 
BH die Chorde BK ME, dem zurückgeworfenen 
Strahle bis an die Brennlinie, fo ift der Raum zwiſchen 
dem Bogen BE ber PBrennlinie, dem Kreisbogen BM, 
und dem Strahle ME gleich dem doppelten des Kreis⸗ 
abfchnittes BkK, und daher der Raum BFAB fo groß 
‚als ver ganze Kreis über BH. 


7. Die Strahlen fallen (Fig. 53.) von einem Puncke 
E auf die concave Geite eines Kreifes AMBA. Zwey 
derſelben ſeyn EM, EN, deren jene den Kreis in M, P, 
dieſe in N, Q ſchneidet. Man nehme den Bogen Mm 
— MP, und Nn=NOQ, fo find die Chorden Mm, 
Nn die zurückgeworfenen Strahlen. Es ift Bog. nm 
— Nn—Nn = MN+MP— NO = 2MN 
+ PQ. 

Die zuriichgeworfenen Strahlen fchneiden fih in R, 
fit MR:Rn = ch.MN;ch.mn. Man ziehe 
noch die Chorde PO, fo ift (wegen der ähnlichen Dreyede 
NME, PQE, da in dem Vierecke MN OP bie gegen 
tiber ftehenden Winfel zwey Mechte ausmachen, f. Kreis) 
EM :EQ =ch. MN :ch.PQ. Das Gränver- 
haltniß der Chorden ift das Verhaltniß ihrer Bogen. Das 
Öränjverhälmiß von EM: EOQ it EM: EP; das 
von MR: Rn oderch. MN :ch.mn fy MD:Dm, 
fo iſt 

EM:EP=MN:PQ, 
MD:Dm—=MN:mn. 
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Aus der erftern Proportion ift 
 EM:2EM+EP=MN:3MN-+PQ. 
Da mn—=2MN+PO if, fo ift 
‚EM: EM+EP=MD:Dm, 
und daraus 
| EM:3EM+EP=MD:Mm 
Es werde PM in G halbirt, ſo iſt EM+EP=2EG, 
adlp3EM+EP=2EM+2EG. Wird aud) MıR 
in H halbirt fo ift 
EM:EM+EG=-MD:MH 
0er EM+EG:EM=MH:MD, 
und D ift der Punct der Brennlinie, wo Mm fie berührt. 


8. Wenn der auffallende Strahl EA, durch den 
Mittelpunct des Kreifes C geht, fo fen der Punct F auf 
AB die Öränze, welcher fich die Durchfchnitte des nach 
AC ſelbſt zurückgehenden Strahls und eines benachbarten 
zurückgeworfenen dejto mehr nähern, je naher beide Strab: 
len einander liegen. Kür Fift 

EA+EC:EA=AC:AF. 


9. Die Strafen EM,EN (Fig. 54.) fallen 
von E auf die convere Seite eines Kreifes, und werden 
nach Mp, Mg zurücfgeworfen. Die Berlängerungen 
der einfallenden £reffen ven Kreis in P, Q, der jurücfge» 
mworfenen .„ı,n. Vie lesteren fehneiden fidy in R. Die 
Öränze von MA fiy MD, und, wie vorher, AG 
GP; MH= Hm. Es iſt auch für diefen Fall 

EM+EG :EM—MH : MD. 
Auf dem durch den Mirtelpunce gehenden Strahl fer 
F die Gränze der Durchfchnittspuncte mut den zurückgewor— 
fenen, fo ift 
EA-+-EC: EA—=AC:AF. 


10. Von der Brennlinie durch Brechung iſt es 
bier vollig genügend, nur einen Fall zu unterfuchen, 
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Die brechende Linie ſey ein Kreis (Fig 55. Tab. IV.) 
Aber dem Halbmeſſer AB aus dem Mittelpuntte C befchries 
ben. Der leuchtende Purict fey E: wen auffallende 
Strahlen find EM, EN, ihre gebrochenen MD, ND, 
die fich in Dſchneiden. iefie verlängert treffen den Kreis 
in P,O, diefeinm,n. Die Einfallsloche iind MCp, 
NCg. Die fenfrechten auf MP, Mm find. CG; CH. 


Das Verhaͤltniß derfelben ift ein unveränderliches, 


Man ſetze CMP=9 CMm=» CNQ 
—=0+&9 CNn=o+Ae. Bezeichnet mandie Bo⸗ 
gen des Kreifes eben fo wiedie zugehörigen Winfelam Mits 
telpunete, fo it Pp = 29, weil der zu Pp gehörige 
Winkel am Mittelpuncte doppelt jo groß iſt als der am 
Umfange PMp. Eben Qq=—2(P+AYP), daher 


-Qg—Pp wear QP+qgp=zA9, das iſt, PQ+ 


MN=—=2AQ. Gleichergeflale jr mp= 20, qn= 
2(o-+Ao), alfo pg-Fun over MN+mn=2A.m. 
Kür verfchwindende MN und PQ ift, wie in (7-) 
MN:PO=EM:EP, und daraus MN +PQ:MN 
—EM-+EP:EM. ep eben diefer Annahme ift 
MN:mn—=DM:Dm, alfo MN:MN - mn = 
DM:DM+Dm, Aus beiden Proportionen ergiebt 
fich folgende: 
MN+PQO:MN+mn=(EM+EP)DM: 
EM(DM-+NDm), 
oder, weil G und H die Eherden MP, Mm halbiren, 


‘MN+PO:MNAmn=EGXx DM:EMXDH, 


und die Öränze von AG: Au it EG>X< DM:EMXDH, 

Da nach dem Gefers der Brehung das Verhältniß 
sin 2: sin @ unveränderlich iſt, fo iſt sin(d+AQ): 
sin(@a+-A@)=sin2:sinw, und daher in (P+A 9) 
-—- sin®:sin(o+A»)— sino—sing:sna. Es iſt 
sin(D+A9)—sing=2singAT.col3 29 +AD, 
undsin(o-A@)—sin»==2sintA@.colf(2»+A?), 
ach Goniometrie, 28, wie es fie) auch leicht durch eine 

) 
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geometrifche Eonftruction erweifenläßt. Die Gränze des 
Verhältniſſes zsinZAQ.col$ (29 +A9):2 sinfAu. 
eol5(20+A%) it AQ.colP:Aa.colw. Jenes Vers 
haltniß iſt auch das unveränderliche sin 9: sin®, und 
sin ® - sin » 
col 9 cola ' | 
Diefes Verhältnig erier für verfchwindende Weränderum 
gen AD, Am ein; für endlihe AD und Aw gilt ein ans 
deres, das zugleich von den Veränderungen felbft abhäns 
gig iſt. Da vorher aud) eine Gränze für Ap:Aw ger 
funden ift, fo find die Werthe beider gleich, und es ift 

7 — EGxDM:EMXxDH. 
cof® colw 
Es iſt ing: col9 =CG:MG, und sin »:colw 
= CH:MH alſo 
CG £ "CH 
MG’ MH 
und daraus 
CGxXEM CHXxEG 
MG ° MN 
Aus dem Berhältniffe DM: DH wird auch das 
DM-—DH:DM over MH:MD gefunden, wo— 
durch der Punct Dbeſtimmt wird. Diefer iſt ein Punct der 
Brennlinie, den fie mit der berührenden gemein hat, 


daher ift die Graͤnze von Ad:An— 





—EGx<DM:EMXDH, 


= DM: DH 


11. Wenn der auffallende Strahl durch den Mit 
telpunct C gebt,” fo verwandelt fih das Verhältniß 
EM*EGinEA:EC;da8MG:MHin AC:AC;das 
CG6:CH bleibt das beitandige Brechungsverhaͤltniß, 
welches durch I: R bezeichner werde, Beide, CG und CH, 
find zwar für dieſe Lage des Strahls Null, aber ihr Verhält: 
niß bleibe auch im Verſchwinden das unveränderliche. 
Ferner verwandelt fich das Verhaͤltniß DM:DH inFA: 
FC, wenn F die Gränje der Durchfchnirtspuncte der ger 








352 Brennlinie. 


brochenen Strahlen mit dem einfallenden ungebrochen fort- 
gehenden ift. Demnach ift | 
| I<EA:RX<EC=FA:FC 
daher | 
I<EA—RXEC:IXEA—AC:AF. 
12. Denn dielauffallenden Strahlen parallel mit. 
AB find, fo find EA, EM, EN unendlid) groß, und 
das Verhältniß EM:EG wird 431. In dieſem Falle ift 
66 , 2@ —pm:DH | 
Me’ mu. 
ud I—R:I=AC:AF. 


13. Die Anwendung der gegebenen Auföfung auf 
andere Fälle ift leicht. Nur iſt noch zu zeigen, wie bie 
Sage des gebrochenen Strahls durch eine Conſtruction ‚ge- 
finden wird, 


Es fmBAD (Fig. 56.) der Einfallswinfel, AB 
das Einfaflslotb, AD ter einfallende Strahl. Lieber 
der willführlichen AB befchreibe man einen Halbkreis, wel: 
cher AD in D ſchneidet, und ziehe BD. Auf der verlaͤn— 
gerten AB nehme man AE:AB gleich dem Brechungs⸗ 
verhälmifje, beſchreibe über AE einen Kreis, lege in den. 
felben die Chorde EF=BD, und ziehe AF, fo it AF 
der gebrochne Strahl, Denn der Sinus des Einfallse 


D EF 
winkels ift * „des Brechungswinkels Beide 


verhalten ſich wie AE: AB, dem Brechungsverhaltniſſe 
gemaͤß. 


14. Die Unterſuchung über den Durchſchnittspunct 
zweyer unmittelbar nachſten, zurück geworfenen oder ge⸗ 
brochenen Strahlen hat zuerſt Barrow angeſtellt. 
(Lectiones opticae, VI-XIII.) Sein Zweck war, bie 
Stelle zu ſuchen, wo das Bild eines Punctes liegt, wel« 
chen ein Auge in einer gegebenen Lage durch zurückgewor⸗ 
fene oder gebrochene Strahlen erblickt. Das Vild fest er 
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um den Durchſchnittspunct zweyer nächften Strahlen, den 
Oränzpunct der Durchſchnitte fi naher Strahlen, und 
zwar um den Punct herum, weil die Augenöfnung einen 
gewiſſen Durchmeſſer har. eine Beweife find Bier zu» 
fammen gezogen. Barrow fiel aber noch nicht darauf, die 
Unie zu betrachten, welche die Reihe aller Bilder oder 
Graͤnzpunete der Durchſchnitte enthält, 


15. Huygens iſt der erfte, der die Entftehung 
der Drennlinien angegeben hat, doch nur für den Halbe 
Freis, und für auffallende Parallelſtrahlen. Er trägt fie 
in feinem Trait€ de la Lumiere, Ch. 6. vor. (Ope- 
ra reliqua. Vol.I). Diefe Schrift ift 1690 heraus⸗ 

efommen, aber fchon 1678 verfaßt worden, und in Dies 
be Materie nicht verändert. Von der Brennlinie durch 
Drehung begnügt ſich H. zu bemerken, daß man jeden 
Punct derfelben mitteljt eines von Barrow vorgerragenen 
Lehrſatzes finden Fönne, und dafs fie rectificabel ift. Denn 
er wendet fie eigentlich zur Erläuterung feiner Theorie vom 
Lichte, und der Bewegung der Lichtwellen an. Eben fo 
behandelt er die Brennlinie durch Zurückwerfung. Er 
zeigt nur an, wie jeder ihrer Puncte gefunden wird, bes 
merft, daß fie eine Art Cykloide iſt, giebt ihre Lĩnge, und 
den zwifchen ihr und dem Halbkreiſe enthaltenen Slächens 
raum an, fo wie esin (5.) vorgetragen iſt. 


Ehe diefe Lehrfäse befannt gemacht wurden, Were 
ſuchte Tſchirnhauſen die Brennlinie durd) Zurückwer— 
fung parallele Strahlen von einem Halbfreife zu bejtim: 
men. Er legte feine Entdeckung der Parifer Akademie 
der Wiflenfchaften vor, ohne die Beweife zu geben. Auch) 
in ben Actis Erud. a, 1682 machte er feine Conſtruction 
befannt, aber auch ohne Beweis. Sie ift folgende, Der 
zuruͤckwerfende Halbfreis fy A DR (Fig. 5-. Tab. IV.) 
ber Mittelpunct C, ein mit CD parallel auffallender 
Strahl PN. Lieber CB werde ein Halbfreis COB be: 
fhrieben; welcher von PN in O gefchnitten wird. Es 
werde ON in M halbirt, fo foll M ein Punct der Brenn: 
linie ſeyn. Daß diefe Conſtruction umrichtig if, erwies 


o 
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de la Hire in einem der Parifer Akademie 1686 vorge⸗ 
- Jegten Aufſatze. ( Memoires de Mathem. et de Phyli- 
que par dela Hire, p. 79.) Tſchirnhauſen wollte ſei⸗ 
‚nen Irrthum nicht eingeftehen, bis daß Joh. Bernoulli 
den Linterfchien der wahren Brennlinie von der vorgegebe- 
nen jeigfe, (Acta Erud. 1642, p, 305 auch Lection. 
Hofpitalianae XXVIL). Man möchte auf den Args 
wohn kommen, daß Tfchienhaufen die Befchaffenheit der 
Brennlinie habe errathen wollen, da er den Linterfchied 
ON ber Drdinaten an den beiden Kreifen eben fo halbirt, 
wie der Halbmefler CD, der auch ein folcher Linterfchied 
ift, von dem Brennpuncte F halbirt wird, und daß Zeich- 
sungen ihn in der Vermuthung beftärft haben. Er wei: 
gerte fich, den Parifer Afademijten feinen Beweis mitzus 
theilen. Doch fagte er endlich in den Act. Erud. 1690, 
p- 71. daß er fich in den weitläuftigen Nechnungen, wozu 
er die nörhigen Vortheile noch nicht gewußt habe, geirrt 
hätte, Er fand, daß die Länge der Brennlinie ded Qua: 
dranten fich zu dem Halbmeffer wie 3 : 2 verhalte, welches 
in der That richtig if. Er muß diefes durch Schlüffe ger 
funden haben, welche die bejtimmte Befchaffenheit der 
Brennlinie nicht erforderten, 


16. Die Analyften verfolgten die von Tſchirnhau⸗ 
fen und Hungens angefangene Unterſuchung eifrig, und 
waren bald damit zu Stande. Jakob Bernoulli gab 
in den Act. Erud. 1692 eine allgemeine Sormel, die Jänge 
des zurückgeworfenen Strahls bis an die Brennlinie mit⸗ 
teljt des Halbmeffers ver Krümmung zu beftimmen. Er 
gab eineConftruction, den Punct der Diacauftica auf dem 
gegebenen Strahle zu finden, a. 4.0. 1693 (Opp. T.I. 
Nr. 49.56. womit noch T. IL. nr. 103. art. 17. zu verbins 
den ift). Die Benennungen Catacauſtica und Dias 
cauftica rühren von ihm ber. - Sein Bruder, Joh. 
Bernoulli, gab eine algebraifche Gleichung für die 
Brennlinie durch Zurückwerfung am Kreife (Act. Erud. 
1692. Opp. T.I. nr.6.), und handelte. die ganze Mate: 
- tie von beiden Arten Brennlinien ausführlich ab in den 


. 
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Lect. Hofpit. XXVI- XXXII; und LVI-LVIH. 
| In der Analyle des infinemens petits von dem Mars 
quis de PYopital iſt fie mic vieler Deutlichkeit vorgetragen, F 


Brennpunct, focus, im geometriſchen Verſtan⸗ 

de, iſt derjenige Punct innerhalb einer krummen Linie, 
in welchem alle an dieſelbe von einem beſtimmten Puncte 
aus, oder auch ſich parallel gezogene, und nach Art phy⸗ 
ſiſcher Strahlen zurückgeworfene Linien vereinigt werden, 
indem die Winkel, welche jedes Paar Linien, eine auffal— 
lende und die zurückgeworfene, mit der berüührenden machen, 
gleich groß find. Der Brennpunct liege entweder auf ders 
jenigen Seite der die Curve berührenden Linie, nach welcher 
die zurückgebogenen Linien gerichter find, oder auf der ent: 
gegengefesten, fo daß ihre Berlängerungen fich in einem 
Puncte auf diefer Seite treffen. In dem erftern Falle 
ift e8 ein Brennpunct im engern Verſtande, 
von der Art wie der phnfifche Brennpunct einer gehörig 
gefrummten materiellen Flache; in dem andern ift es ein 
bloßer geometrifcher DBereinigungs - oder vielmehr ein 
Zerftreuungs=: Punct. Brennpunete der erftern Art 
find in der Ellipfe und Parabel. Die Ellipfe hat zwey 
Brennpunete auf ihrer großen Are. Die Linien, welche 
von beiden an einen Punct des Umfanges gezogen werden, 
machen dafelbft mit der berührenden gleich große Winfel 
auf derfelben Seite. Tin dem Kreife ift ver Mittelpunce 
zugleich Vereinigungspunct für die aus demfelben an den 
Umfang gezogenen, und in fich zurückgehenden Linien. 
Die Parabel hat nur einen Brennpunct auf ihrer Are. 
Die mit der Are parallelen , gleichfam von einem unendlich 
entfernten. Puncte her auffallenden Linien, und bie von 
dem Brennpuncte an die Parabel gezogenen dinien, machen 
mit der berührenden gleich große Winkel an verfelben Seite. 
Die Hyperbel bat zwey Brennpuncte von der andern Gat⸗ 
fung, Zerftreuungspunete. Die Linien, welche 
von diefen beiden, auf der Are belegenen, Puncten an die 
Hyperbel gezogen werden, machen mit der berührenden 
zwar gleich große Winkel, aber auf verfchiedenen Seiten 
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derſelben. Die zurückgeworfenen Strahlen ſind divergent, 
aus einander fahrend, und zielen rückwärts nach dem an: 
dern Brennpunete. 


G. W. Krafft zeigt in einer Abhandlung, Indaga- 
tio focorum in omnibns curvis pofhbilibus, Comm. 
novi Petrop.: T. II. daß bloß Pie gewöhnliche Kilipfe 
und Parabel, jene zwey wirkliche Vereinigungs- oder 
Brennpuncte, diefe einen einzigen, haben, 


Briggiſche Logarithimen find vie gewöhnlichen, 
zur Abfürzung der Nechnung bequemften, Logarithmen, 
welche Heinrich Briggs (Profeflor der Marhemarif am 
Sresham Collegium in London, und bernach zu Orford, 
get. 1630) zum Theil-berechnet, und an. die Stelle der 
von Meper zuerſt berechneten natürlichen Logarichmen 
geſetzt hat. 


Brounderfche Reihen find unendliche Reihen, 
weldye Lord Brouncker für die Quadratur der Hyperbel 


angegeben hat. Es find die erften, durch welche der Tin- 


halt eines huperbolifchen Raumes gefunden ift, Er machte 
fie in den Philofoph. Tranfactions T. II. für das J. 
1668. nr, 34. befannt, hatte fie aber ſchon vor mehrern 
fahren entdeft, Der Auffas ſteht auch in dem eriten 
Zheile ver Sammlung von logarithmifchen Schriften, die 
Maferes in drey ftarfen Quartbänden verayitalter hat. 
Die Methode ift zwar bloß auf die Hyperbel anwendbar, 
allein fie ift doch ein fehr gutes Benfpiel zu zeigen, die man 
die befondern Kigenfchaften einer Curve oder einer Relation 
von Größen benugen mag, um Aufgaben diefelbe betref⸗ 
fend aufzulöfen. | 

Es ſey AEZ (Fig. sg. Tab. IV.) ein Bogen einer 
Hleichfeitigen Hyperbel von dem Scheitel A an genommen; 
C ihr Mitrelpunetz; CA die halbe Are; CX eine der 
Aſymptoten; auf diefe feyn die fenfrechten AB, ED von 
den Puncten A, E der Hyperbel gejogen. Da biefe 
parallel mit der andern Afymptote find, fo it CD:CB 


— AB: ED. Weil AC den Winfel der Aſymptoten 
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albirt, und diefer ein Mechter üft, fo HAB—CB. 
8 foll num der hyperboliſche Rum ABDEHA dur 
das Quadrat von AB oder CB mitteljt einer Reihe aus: 
gedruckt werden. 


Man ziehe zu dem Ende die parallele EF mit BD; 
fo ift das Parallelogramm BDEF das erite Glied diefer 
Meibe, Mun halbire man BD in G, und ziehe die Or. 
dinate GH, fo ift GH durch die Proportion CG:CB 
— AB: GH gegeben. . Durch H ziehe man HK paralz 

lelmit BG, fo ift das Parm HKFL das zweyte Glied 

der Reihe. An den beiden hyperboliſchen Dreyecken AKH, 
HLE fchneide man auf diefelbe Art wie in dem AFE 
ein Parallelogramm ab, indem man durch die Mitre von 
BG und GD Drodinaten zieht, fo find diefe beiden Vier⸗ 
ecke das dritte und vierte Glied der Reihe. Nun bleiben 
in dem hyperboliſchen Raume ABDEA vier Dreyecke 
übrig, in deren jedem wieder ein Parallelogramm abjue 
ſchneiden ift, wodurch das fünfte bis achte Glied erhatten 
wird. Auf diefe Art wird die Reihe unbeſtimmt weit forte 
gefest. Man ziehe AM, parallel mit BD bis an die vers 
längerte DE, fo fann man auf diefelbe Art für den hyper⸗ 
bolifhen Raum AMEHA eine Weihe finden. Auch 
laßt fich auf eine ähnliche Art-das Segment AHEA be 
rechnen. Denn man jiehe die Chorden der Bogen AH, 
HE, fo läßt fi) das gerablinichte Dreyef AHE durch 
die gegebenen Großen ausdrucken. Won den beiden 
Segmenten über AH und EH fann man wiederum auf 
aleiche Art in jedem ein geradlinichtes Dreyeck abfchneiden. 
Sabre man folchergefalt fort, fo erhalt man eine Reihe, 
deren Glieder immer Eleiner werben, ’ 





4 


Brouncker hat feine Methode nur an einem Benfpiel 
gewiefen. Ernimm AB:ED— 1:3 00er CB:CD 
— 1:2, und findet, wenn AB vdr CB = 1 geſetzt 
wird, 
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— 1.2 +77 5.6 + 7.8 Foo tete 


ö I I I 1 1 
+ a YA Deren 


f a a SE ES El 
AEHA = 44 to; + Sag rec 
Montucla bat in feiner Gefchichte der Mathem. 2, Th. 
355. ©. irriger Weife Die zweyte Reihe für den hyperbo⸗ 
lifhen Raum AHEF angefest. Seine Nachricht von 
Brounders Methode ift zu unvollſtändig. Man Fennte 
nach derfelben glauben, daß fie auf das Verhältniß ı : & 
für AB: ED eingefchränfe fey, wenn er nicht noch bins 

ü öufügte, daß Br. nach feiner Methode auch den Logarith⸗ 
men von ro berechnet habe, 


Zum beffern Verftändniffe der Methode füge ich die 
allgemeinen Formeln für die Rechtecke und Dreyecke ben, wels 
he, jene in ven byperbolifchen Trapezien, diefe in ven Gegs 
menten, nach der Reihe abzufchneiden find. Brounder 
bat dergleichen nicht gegeben. | 


Es ifi CF Hip. 59.) ein Stück der einen Aſymptote 
einer gleichfeitigen SIpperbel, C der Mittelpuner, MNP 
ein Bogen berfelben, CD und DM; CF und FP jmwey 
Paare rechtwinklichter Eoordinaten. Man halbire DF * 
in E, und ziehe die Ordinate EN. Durch P und N 
ſeyn PHGunsNK parallel mit DF. Man ſetze CD—_m, 


i I I 
DF=n, fo iſt MD = m PF= or, D 

2 J 2 I 
NE and Hear mn 


n 

= mrn)Gamin?’ alfo das. Pgrm. NHGK 
nn 

= Smtn)(emtn " 


Man ziehe die Chorde MP, welche von EN inL 
defchnitten werde. Es ift HL—IMG—IMD-PF) 





7 
| Brounckerſche Reihen 59 
— ⸗ Ben “ 
— am(m-+n) 
— eig 
— (m+n)(zm+n) ’ 
nn R 
am(m-+n)ım-+n) 
3 NL > PH, alfo if 
n? 
— = 8gmim-+n) (@m-+n) 
Das Dreyef NLM ift dem NLP gleich, weil bie 
Grundlinien ML, PL gleih find. Folglich it 
n? 
AMNP— ar Pen 


Man fegen — = unn m= _, foijtdas Porm. 


Vorher ift gefunden NH 


alfo it NL 


Das ANLP if 


er : 
(29 (29+1) 29+2 
1 
2gq(29g+ı)(29+2) 
Es ſey zuerſt CD= 1, alfoMD=ı, fo ift bey 
der erſten Zweytheilung q — p; bey der zweyten kommt 
2p ſtatt p, und q erhält die Werthe 2p;2p+ı. Bey 
der dritten Zweytheilung kommt 4p für 2p, und q erhalt 
die Werte 4psap+ 15ap+t 254p+3- uf. fi 
3.8. &fy DF=ı, feitp=ı, und für 
das erfte Pgrm. NHGK, ift q — 1; für die zwey fole 
genden hat q die ei 25335 für die vier nächiten die 
Werthe 4555657, u. * f. Setzt man dieſe Werthe 
in unfere beiden Formeln, fo erhält man die Glieder der 
erſten und dritten Brounckerſchen Reihe. 


In dem zweyten Exempel, welches Brouncker berech⸗ 
se,.t MD:PF=5:4, und CD = ı, alſo 


NHGEK = — — und das —— 


MNP= 


I 
DF=4, mp=4 Daher iſt AMNP = IT 


8.9.01: 


. 
| 8 
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Für die zwey folgenden Dreyecke in dem Segmente hat 
bie Werthe, 8; 9 ; und die. beiden Dreyecke find 


I . I , 
16.17.18 ’ I8.10.00" Kür die folgenden bier Dreys 


ecke hat q die Werte 16,177, 18, 19, und die vier 


I I I 
re ck — — — — 2 * 
PUT 


BE A nen... m 
re ei 
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Brouncker bat noch aus den berechneten Gliedern der 
Reihe, welche das hyperboliſche Segment ausdrudt, für 
Die Übrigen zwey nahe Fommende Werthe gefunden, deren 
einer größer, der andere Fleiner als, diefe noch übrigen iſt. 
Er berechnet daraus ben natürlichen Logarithmen ton 2 
und ro bis auf die fechöte Decimalftelle. Es ift nämlich 
Die hyperboliſche Area ABDEHAÄ (Fig. 58.) der natürz 
liche Logarichme von CD, wenn CB zur Einheit der 
Zängen, und das Quadrat von CB jur Einheit der Tlächen« 
raume genommen wird. Allein diefe Methode Logarithmen 
zu berechnen ift noch zu mühfen. Mercator gab zu 
herfelben Zeit, als Brounder feine Quadratur der Hyperz 
bel befannt machte, feine Logarithmotechnie heraus, worin 
er eine leichtere Art die Logarithmen und bpperbolifchen 
Slähenräume, wie ABDEHA, zu berechnen, jeigte. 
Sie erfordert eine Infiniteſimalrechnung, die mit der 
Integration der Formel x"dx üibereinfommt. Broun⸗ 
ders Quadratur ift eigentlich dadurch merkwürdig, daß fie 
Feiner Infiniteſimalrechnung bedarf, 


Bruch, gebrochne Zahl (Fractio); ift diejenige, 
beren Einheit ein Theil der Einheit für die ganzen Zahlen 
(der Grund: Einheit) if. Ein Bruch enthält demnach 
zwey Begriffe, erftlich die Bruchseinheit (unite fracti- 
onnaire), welche durch Die Fintheilung der Einheit für 
Die ganzen Zahlen, fie mögen benannte oder unbenannte 
fegn, entſteht, und zweytens die Anzahl diefer Bruchsein⸗ 
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heiten. Z. B. Fund, enthalten beide ben qren Teil 
der Grund- Einheit einige mahl, jener Bruch 3 mahl, 
diefer 7 mahl. 


Die Zahl, welche die Menge der in der Grund-Ein⸗ 
heit angenommenen Theile anzeigt, beißt der Dienner 
(denominator); die Zahl, welche die Menge der Bruchs⸗ 
Einheiten angiebt, heißt der Zähler (mumerator), 
Man ſchreibt fie über einander, den Zähler über dent abe 
fondernden Querftriche, den Menner darunter, wie 
3:2. Jenes bedeutet smal J, diefes ıamal J. 


Eiu Bruch iſt ein Quotient, der aus der Divifion des 
Zäblers durch ven Nenner entſteht. Denn es ift einerlen, 
ob man von dem ganjen Dividendus einen gewiſſen Theil, 
oder ob man von jeder Einheit dejfelben ven eben ſo viels 
ten Theil nimmt. Iſt der Dividendus Fleiner als der Die 
pifor, z. B. wenn 7 durch 12 zu bibidiren find, fo kann 

"man den Quotienten nicht anders als durch den Bruch 
15 (das ift 7 mahl „g) ausdrucken. Iſt der Dividene 
dus größer als der Divifor, fo fann man dem Duotienten 
eine doppelte Korm geben. 3.8. der Quotient von 19 
durch 5 ift %P oder 34. Es iſt namlich 19 =3 x5+ 4. 
Soll der Quotient angeben, wie oft man ben Divifor von 
dem Dividendus wegnehmen Fünne, fo ift in dem Beyſpiele 
die Antwort: gmahl und noch den sten Theil des Divi: 
fors 4 mahl. 


Ein wahrer ober eigentliher Bruch (fractio 
vera) ift kleiner als die Einheit, oder der Zähler deſſelben 
ift Fleiner als der Menner, over als die Mienge der ın der 
Einheit enthaltenen Bruchs:Einheiten, z. B. 4J. | 


Ein uneigentlicher Bruch (fractio puria) iſt 
fo groß oder größer als die Einheit, oder der Zähler 
deffelben iſt fo groß oder großer als ber Nenner, 5. B. 2 
oder 9. Durch die wirkliche Divifion wird ein ſol⸗ 
cher, Bruch in eine ganze, Zahl mit dem anhangenden 
Bruche verwandelt, 
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Ein Bruchs-Bruch iſt, wenn anſtatt von der 
Grund⸗Einheit einen gewiſſen Theil ein oder mehrmahl zu 


nehmen, von einem Bruche dieſes geſchieht. Z. B.3 
bon > %lr. Dies bedeutet den Zten Theil von 2 2. 


2 mahl, ober 2 =; hr. Ein Bruchs- Bruch 


wird leicht auf einen gewöhnlichen oder einfachen Bruch 
gebracht. Das Product der Zähler wird der Zähler, 
bas Product der Menner wird der Menner des einfachen 
Bruches, 


Ben benannten Zahlen find die der Haupt: Einheit 
nãchſt Fleinern Einheiten Briiche jener, die darauf folgen- - 
den Fleinern Einheiten find Bruchs - Brüche, die auf dieſe 
folgende find Bruchs- Bruhs» Brühe. Z. B. ı2 Pf. 


— — 
9 eth · 3 Dechn. find (12 + 32 En —— 32) Pfunde, 
2 
Oder 8 Cent. 23 Pf. 5 th. 3 Quent. find (8 + — 
3, Koh 
4 32° ars rk 110) Eentner. 
Ein unreiner Bruch oder Doppelbrudy ift ein fol- 
her, defjen Zähler und Nenner beide oder einer von ihnen 


| A RR 3 
Brliche find. 3.8. Er — Nach dem ers 
ſten dieſer Brüche ift die Grund » Einheit in 18 gleiche 
Theile geheilt; die Anzahl, die davon. genommen wird, 
enthält einen Bruchtpeiljenes Theils. — Mac; dem zwey⸗ 
ten Bruche ift die Grund: Einheit in zweyerley Theile ge⸗ 
theilt, in 4 gleiche und 2 Fleinere, deren jeder F eines der 
4 gleichen iſt. Von den 4 gleichen heilen follen zufolge 
bes Zaͤhlers genommen werden. — Mach dem dritten 
zum Venfpiele gefegten Bruche ift die Grund Einheit in 
9 gleiche Theile nebſt # eines · ſolchen Theils gerheilt, 
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Der Zähler enthält einen der 9 Theile 45 mahl. — 
Die Doppelbrüche werben auf einfache gebracht, wenn 
man mit dem Probufte der Nenner in den Brüchen des 
Zählers und Menners diefe multiplieirt., So iſt der erſte 


Bruh — = ; ber jwente — => * der dritte == 
150 — SE 21 — 
Zi — — Der Bruch 7 iſt u — Hier iſt die 


Bruchs «Einheit $ der Grund: Einheit, da 2 derſelben 
die Grund Einheit ausmachen. — Bey der Anwendung 
allgemeiner Kormeln, die Brüche enthalten, kommt man 
oft auf Doppelbrüche. Auch ben nemeinen Mechnungen. 
3. 3. Wenn ein Friedrichedo'r 43 Rthlr. Gannsverifch 
Geld ift, und der Ducat 23 Rıhle., fo ift ein Friedrichs» 


2 
bar 2, Ducat, Mechnet man das Jahr zu 3654 Tage, 
| 4a 
den Monath ju294Tage, fo ift ein Monath = — Jahr. 


Decimal⸗Bruͤche; Seragefimal- Bruͤche; Bet⸗ 
tenbruͤche (continuirliche Brüche) f. an ihren Stellen. 


Bruch: Rechnung ift dus Verfahren mit Brüchen 

zu rechnen, 
Wenn man den Zähler eines Bruches durch eine Zahl 
multiplieire oder dividirt, fo wird der Bruch felbft durch 
6 


biefe Zahl multiplieirt ober dibidirt j. 8. = 7; 


— — — 2- . 


> 


Wird der Nenner eines Bruches durch eine Zahl mul⸗ 
fiplieirt oder dividirt, fo wird der Bruch durch diefe Zahl 


dividirt oder multiplicirt. 3. B. 5* —— 
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Werden Zähler und Nenner eines Bruches durch die⸗ 
ſelbe Zahl multiplicirt oder dividirt, ſo bleibt der Werth 
des Bruches unverändert, und die Brüche find gleichguͤl⸗ 


en 3 6. 24 ’ LT 
ie 3.3, "7: ee j 
dige, 3 ag 92 


Hierauf beruht die Reduetion der Brüche mit 
ungleichen Mennern auf Bräche von einerley Mennern 
oder gleicher Benennung, oder das Einrichten der 
Brüche, . welches bey der Addition und Subtraction fol: 
cher Brüche notwendig iſt. 

Die allgemeine Megel für das Einrichten der Brüche 
iſt: Man multiplieire Zähler und Nenner jedes Bruchs 
mit dem Producte der Menner aller übrigen Brüde, 


2 . 4 eo 6 3 ‚230 f} 240 . 84 . 
8 B, 8 ’ 7 7 5 = 4 * 420 > 42Q 7 420 
918 J 
420 


Oft kann man zu dem gemeinſchaftlichen Nenner mit 
einer kleinern Zahl ausreichen, als die nach dieſer Regel 
herauskommende iſt. Wenn nämlich, zwey oder mehrere 
Nenner einen gemeinfchaftlichen Sa tor haben, fo behält 
man diefen nur bey einem. Menner bey, und läßt ihn ben 
den übrigen weg. Die Menner feyn 6, 10, 14, fo wird 
der kleinſte gemeinfchaftliche Nenner — 2.3.5.7. Denn 
es kommt hier nur darauf an, eine Zahl zu finden, worin 
alle Nenner aufgehen. Mit dem Quotienten diefer Zahl, 
durch jeden Menner wird. der dazu gehörige Zähler multis 
plicirt. | ö 

Vorausgeſetzt, daß man jede Zahl in ihre einfachen 
Faetoren zu zerlegen wiffe, zerfälle man jeden Nenner in 
feine-einfachen Factoren, und ftreiche diejenigen aus, Die _ 
fchon aus andern Nennern vorfommen. Das Product 
Ver übrigen ift der Fleinfte gemeinfchaftliche Nenner. 3.8. 
die Brüche, welche auf einerley Benennung zu bringen find, 
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5 3 7 si * „er .' seen 
ſeyn at ya ut 14 Zerfällt 
man die Nenner, nach der Ordnung der Brüche, in ihre 
einfadyen Factoren, und ſtreicht die Kberflüffigen aus, fo 
erhalt man das Product 


22,2. 3XA.5 X A: A. 2 X BE XE. 1 XL. 


oder 9.2.3. 5.2.7 840 als den Fleinjten gemeine 
fhaftlihen Menner, und die Zähler der eingerichteten 
Brüche find 350, 252, 735, 616, 160, 60. 


Die Neduction eines Bruches auf die Fleinften Zahs 
Ien im-Zähfer und Nenner, oder das Aufheben eines 
Bruchs, gefchieht mirteljt der Divifion des Zählers und 
Nenners durch ten größten gemeinichaftlichen ‘Sactor, wo— 
fern ein folcher vorhanden it. Wie man diefen findet, 
| zeigt der — Theiler, gemeinſchaftlicher. Z. B. der 


Bu — on wird durch die Divifion beider Zahlen durch 


a3in ben 5 verwandelt. — Wie ein unverfleinerli: 


cher Bruch mit dem möglich Fleinften Fehler in Fleinen 
Zahlen ausgedruckt wird, zeige der Artikel: Aufheben 
der Brüche. 


Addition der Brüche. Man bringe fir auf eis 
nerley Nenuer, wenn fie nicht ſchon fie haben, und addire 
die Zähler. Die Summe wird als — mit jenem 


| 11 175 

‚ Nenner verbunden, 3:2. 7 +, 2 + = 10 
147 437 67 re 

rn — = a Pal die Faller 


nunmehr einerlen Theile des Ganzen bedeuten, fo Lin 
. man fie als Größen einer Art zuſammen nehmen. 
Bubtraction der Brühe. Man bringe fi, won 
es noͤthig ift, auf einerlen — und ſuberanire 
den Eleinern Zähler von dem größern. Der Unterſcdred 
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wird als — über den gemeinfchaftlichen Nenner ges 
2 25 2ı 4 


2 
2 fest, 2. 8. ©“. ı 355 Te TE 


Rn ber Brüche. Wenn ein Bruch mit 
einer ganzen Zahl multiplicirt werden fol, fo multiplicire 
man den Zähler mit diefer Zahl, oder Dividire den nn. 


durch dieſelbe. 3. B. durch 7 reg iſt 33 ’ 


und g durch 4 multiplicivt if 2 = > oder fürger — (ſ. Beni). 


= eine ganze Zahl — einen Bruch multiplieirt 
werden, ſo multiplicirt man ſie durch den Zähler, und 


21 
dividirt fie durch den Nenner, z.B. 7x 7 — F 
— — 

re 


Soll ein Bruch durch einen Bruch multiplicire.werden, 
fo multiplicirt man den Zähler jenes burch den Zähler des 
andern; eben fo die Nenner; das erftere Product ift der 
Zähler, das andere ift der Nenner des Bruchs, welcher 
dem Produkte der in Brüche gleih if. 3. B. 
3 —— Zzund —X — — — 

Sind mehrere Brüche in einander zu multipliciren, ſo 
giebt das Produet aller Zähler den Zähler des Products, 
das Product aller Nenner den Nenner deſſelben. Z. B. 
3 5 _9_Tı _1485 141 
z x x 77 =. — | 248 

Da ein Product ven Multiplicandus auf diefelbe Art 
enthält, als der en die Einheit, und ein Bruch) 


3 
7 


+ 


—, oder allgemein, —, den nfen Tpeil der Grund » Ein: 


3 
Bruch-Rechnung 367 
| heit m mahl enthält, fo muß man, ben der Multiplicas 


tion burd) m ‚„ den nen Theil des Multiplicandus 


m mahl nehmen, d. i. mit dem Nenner n dividiven, und 
mit dem Zähler m mulripliciren. Die Multiplication 
mit einem Bruche ift demnach eine gedoppelte Operation, 
ſowohl ein Vervielfältigen als Theilen, fo wie ein Bruch 
zwey Begriffe enthält, den einer Bruchseinheit und dem 
einer gewiſſen Menge derſelben. Man nennt es aber ein 
Multipliciren wegen der Übereinftimmung mit der Multis 
plication durch eine ganze Zahl. 

Divifion ver Brüche. Einen Bruch durch eine ganze 
Zahl ju dividicen, wird entweder der Menner durch dies 
felbe multipliciet oder der Zähler dadurch dividirt. 3. B. 


durch 7 dividirt, iſt =, und © durch 4 dividirt iſt 


23 
pre + Br . 
9' cf ud) 


Soll eine ganze Zahl durch einen Bruch dividirf were 
den, fo wird fie durch ven Menner multiplieire und durch 
’ — ’ 2 I 
den Zähler dividirt. Z. B. 9: — —227 
Soll ein Bruch durch einen Bruch dividirt werden, 
fo multiplicirt man den Zähler des Dividenduts Durch den 
Nenner des Divifors, und den Penner jenes durch den . 
Zäbleridiefes; das erftere Product giebt den Zähler, das 


andere den Menner des Quotienten, 3. B. a 2 
49 20 
und ae Ti 


Der Quotient giebt denjenigen Theil des Dividendus 
an, welcher darin eben fo enthalten ift, ala die Einheit in 
dem Divifor. Nun entſteht die Grund-Einheit aus eis 


m. * 
nem Bruce, —, mittelſt der Multiplication durch m und 
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| = ; 
Divifion durch m, ober ift — diefed Bruches. Alſo ent 
fteht der Quotient aus dem Dividendus ‚bey der Divifion 
durch den Bruh, —» auf diefelbe Art, nämlich durch. 
die Multiplication mit den Nenner n, und Divifion mit 
dem Zähler m. 

Da Quotient if ein Bruchtheil des Dividendus, 


42 — — 
namlid) daher wit ve ‚race 7 dividiren fo viel 
n yı 

iff ala mie dem umgekehrten Bruche F multipliciren. 
Die Divifion durch einen Bruch iſt eine geboppelte 


* Dperation, ein Theilen und Vervielfältigen, die man we: 


gen der Übereinftimmung mit ber Divifion durch eine ganze 
Zahl Divifion nenne 00 | 
Beym Dividiren uud Multipfieiven läßt ſich die Rech⸗ 
nung abfürzen, wenn man, mo es thunlich iſt, anſtatt 
der Rultiplication des Zählers oder Nenners eine Divis 
fion des Menners und Zahlers vornimmt, So ift 
A se 3 35 
3 2; md ee 
Die Multiplication durch einen eigentlichen Bruch ver- 
kleinert; die Divifion durch) einen ſolchen Bruch vergrößert. 
AIn diefer Abſicht iſt die Operation mit einem eigentlichen 
Sruche der mit ganzen Zahlen enfgegengefegt. Aber in 
dem Wefentlichen ſtimmen fie dad) überein. 
Die Regeln für die Muftiplication und Divifion der 
Brüche mögen am kuͤrzeſten folgendergeftalt erwiefen werden. 


1. Es ift —xı=m und J x gq=p, al 


Zxu x * q = mp, und mittelſt der Diviſion 


m ın j 
durch nxqil = = ' 
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2. Es iſt am = a und mittelſt der 


Dibviſion duch n und Multiplication duch gift 
m p_ md‘ 
n'q np 


So wie mehrere Brüche unter einen gemeinfchaftlis 
chen Menner gebracht werden können, fo fann man auch 
einen Bruch wieder in mehrere Brüche zerlegen, und jwar 
in fo viele, alö der Nenner einfache Kactoren hat. 3, B. 
—— , 3 _ a,b 
den Or Fra) jerlegen , fege man 375 I: ; 
weil der Nenner die einfachen Factoren 5 und 7 hat, 
Die Summe ber beiden Brüche ift — folglich iſt 
2a-+5b=31; wo a und b ganze Zahlen ſeyn ſollen. 
Die unbeftimmte Analytik lehrt, wie man in diefem Kalle 
und in allen ähnlichen die Werthe von a und b, auch mie 
Einfehluß der negatıven, findet, die der Forderung Genüge 
thun. Hier muß 37 — 7 a ein Vielfaches von 5, oder 
31 — 5b ein Vielfaches von 7 ſeyn. Die Fleinften 
Merthe von a und b, die diejes leilten, find 3 und 2, fo 


—— 


L 
r 
ıh 
Nr 
ß 
b 
y 
u 


J 
a 
J 
» 
r ” 
J 
if 


—— er vn i 
daß — 4 -; ddirt man zu Dem einem 
ba z + = Addirt man ; inem Bruche 


eine ganze Zahl und ſubtrahirt dieſelbe von dem andern, 
ſo erhält man zwey Brüche, deren Unterſchied der gegebene 


Life. Sy — EEE ia: 
Bud if: 3.857557 


- Sweites Beyfpiel. Der Bruch - foll in drey 

Brüche mie ten Nennern 3, 4, 5 zerlegt werden, Die 
z b | 

Brüche fen Er fo iſt aoatı5b+12e=79 


Ya 


—— ——— en - 


Pr 
a — 

—“ 

u ul mh 2 ne — 
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Da ı5b-+ 120=79—soa iſt, fo iſt der kleinſte ganze 
pofitive Werth von az, damit 79 — 20 a (ich, fo wie 
der Theil linker Hand, durch 3 dividiren laſſe, und man 
erhält 5b-+ — — woraus bD=+ ı und c—=+32 


folgt, fo daß 2: +7 + R ih — Man farm 


einen ober den andern Zähler auch negativ nehmen, ünd 
— den zugehörigen Bruch ſubtractiv machen. 


Wenn in dem Nenner die Potenz eines einfachen Fae— 
* enthalten iſt, ſo kann man entweder dieſe Potenz als 
Nenner eines partiellen Bruchs behalten, oder dieſen Bruch 
ih Brüche zerfaͤllen, deren Nenner eine geometriſche Pro⸗ 
greſſion ſind, von dem einfachen Factor an bis zu 
ber Potenz vefjelben in dem Bruche. 3. 2. 


———— 


— weil 4 — en. iſt. 


Zu den Nennern der partiellen Brüche darf man Feine 
— die gemeinſchaftliche Factore haben, wenn die 
Zähler ganze Zählen feyn — Denn man nehme im 


Allgemeinen zwey — 47 7, deren Summe — 


ee LIE * Iſt nun der unverkleinerlicheBruch — = 


fit A=aß+ ba. Haben & md ß ei- 
nen gemeinfchaftlichen Factor, fo läßt fih auch A dadurch 
Dividiren, wider die Vorausſetzung, Daß der gegebene Bruch 


nicht verfleinerlich fe. Eben fo erhellt ver Satz für meh: 
rere Brüche, | 


| Bruchzeichen find "in — ptaktiſchen Geometrie 
die Zeichen, wodurch die Ruthen, N Zolle, Linien 
(Grane) angedeutet werden, namlich °) *) “) “), z. B. 
59 gg 3. Die Fleine Muh ift das Zeichen der Ein: 
heit (wiea’=ı iſt); die Striche zeigen die Potenzen 
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des Bruches „I; oder „%, oder eines andern an, womit die 
dadurch ‚bezeichneten Zahlen zu multipliciren find. Es 
muß noch bemerft werden, ob zehntheiliges oder zwölfthei⸗— 
liges Maaß ben den Längen gebraucht wird, Bey Flaͤ⸗ 
chenmaaß muß ein Q, oder Qu, oder D angehängt wer— 
ven; bey Körpermaaß ein C oderCb oder das Zeichen &, 


Buchftabenrechnung ift der erſte Theil der Ana⸗ 
Infis, welcher die allgemeine Bezeichnungsart der Größen 
und ihrer. Zufammenfesungen (Formen) lehrr, zugleich 
auch die gemeinjten und leichtejten Nechnungsarten oder 
Umwandlungen ihrer Formen enthält. Um allgemeine 
Saͤtze und Auflöjungen der Aufgaben zu erhalten, iſt eine 
allgemeine Charackteriſtik nochwendig. Man wird dadurch 
in Stand gefest, fehr verroickelte Verbindungen von Brö⸗ 
en auf das deutlichite darzuftellen und zu fallen, welches 
in Worten nicht anders als jehr weitläuftig oder gar nicht 
gefchehen könnte. Die Buchſtabenrechnung iſt eine Zei⸗ 
chenſchrift, welche allen Mathematikern in jedem Volke 
verſtaͤndlich iſt. Es iſt gar nicht ſchwer ſie zu leſen und 
zu verſtehen. 


1. Die Größen werden durch Buchſtaben, als Sym⸗ 
hole, dargeftelle, die befannten duch die eriten Buchſta— 
ben des Alphabers, die unbefannten durch die lesten, oder 
die unveränderlichen (als beſtimmt gedachte) durch die er- 
ftern, die veränderlichen durch die lestern. Die mittlern 
Buchftaben, m, n, p, werden fchieflich angewandt, ein 
Dielfaches anderer Größen zu bezeichnen; auch zur Bezeich⸗ 
nung der Erponenten von Potenzen. Man nimmt zu ber 
Bezeichnung benannter Größen oft die Anfangsbuchſtaben 
ber Worte, welche die Sprache für fie har, diefes aber 
wird nicht felten unbequem, amd wird unthunlic), 
wenn zwey Wörter einerley Anfangsbuchftaben haben. 
— &o wie man ben unbenannten Zahlen die Art der Eins 
heit unbeftimmt läßt, fo bleibe bey den Bezeichnungen, 
a, b;m,n;y, 25 die Menge der Einheiten und ihrer 
Theile unbeſtimmt. Es wird nur ein Grad der Abſtrac— 
tion mehr erfordert, um fi) darunter Größen vorzuftellen, 
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als bey unbenannten Zahlen, — Die Buchſtaben Fonnen 
jede Art von Größe bedeuten, bloße Zahlengrößen, geome⸗ 
trifche Größen, Kräfte, Zeiten, Gefchwindigfeiren. Die 
Analyſis gebraucht eigentlich nur die unbenannten Größen, 
in Beziehung auf eine unbeſtimmte Einheit; die Anwen⸗ 
dung bat es mit benannten Größen zu rhun, wobey aber 
immer eine gewiſſe Einheit angegeben werden muß, wenn 
die Unterſuchung fich der Nechnung bedient, — 


2. Die Zeichen, wodurch die Zuſammenſetzungsart der 
Größen dargeſtellt wird, ſind erſtlich die Zeichen der vier 
gemeinſten Rechnungsarten, der Addition (+), der Sub: 
teaefion (—); der Multiplication (+ oder >, oder uns 
mittelbare Zufammenftellung), der Divifion ein Strich 
jwifchen Dividendus und Divifor, oder (1); ber Verei⸗ 
nigung zu einen Ganzen, durch zwey Klammern (); der 
Porenzierung (durch den Erponenten oben an der Wur⸗ 
jelgröße); der Wurzelausjiefung (Y’) ; die Zeichen bet 
Gleichheit, (,S) und der Ungleichheit (> oder D). Diefe 
find die, welche am haͤufigſten gebraucht werden. S. Zeichen. 


3. Ein einfaches Symbol, wie a, vertritt oft die 
Stelle einer aus mehreren Größen zufammengefegten Grö⸗ 
fe. der Nbfürjung im Nechnen wegen, Für fich allein 
zeigt es eine formlofe Größe an, die mit andern verbunden 
werden fol. 


1. Addition. 


4. Wenn die Theile, woraus ein Ganzes zuſammen⸗ 
geſetzt wird, feine Form haben, oder eintheilig find, fo 
werden jie bloß ducch das Zeichen — verbunden, 

a+-b+c-+d=5 
bedeutet ein Ganzes S, welches aus. den berfchiebenen 
unbeſtimmten, formlofen Theilen oder eintheiligen Größen, 
a, b, c, d, jufammengefegt wird. 

5. Wenn die Teile des ganzen S wieder aus Theilen 

zufammengefest find, fo werden Die gleichnamigen Teile 
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jufammengenommen, und die Anzahl verfelben wird durch 
eine vorgeießte Zahl, beſtimmte oder unbejtimmte, be: 
maft, 23.8. j 
3a 5b+ 2e —4 
7a+ sb+ scH6ed =B 
a3a+ 4b+ 3c+2d+te=C 
| 12a + ı2b+-ı3c+$8dre=A+B+C=5. 
ma-+ nb+pe ze 
ena-+znb-- ge — B 


(m+en)aay4nb+(p+rge=A+Bb=S. 








I. Subtraction. 


6. Die Subtraction ſtellt einen Theil des Ganzen 
durch das Ganze und ven andern Theil dar, alfo bey form 
lofen und eintheiligen Größen folgendergejtalt: 

' a—b=T, 
wo a das Ganze, b der eine Theil, (Subtrahendus) und 
der andere Teil (der Unterſchied) U iſt. 

7. Wenn die absuziehende Größe aus einigen Their 
len, befteht, fo wird jeder Theil abgezogen, 
| a — b+)=a—b—c=U. 

Denn es iſt das San, a =U+ lb — 6, 
alſo a — b — V. 
8. Iſt die abzuziehende Größe ein Unterſchied zweyer, 
nämlich b— c, fo iſt 
a—(b— )=a—b+e=U, 
Denn es iſt das Ganze, a =U + L-—J=U+b—e, 
alſo a-b+c—U. 
9. Wenn ſowohl das Ganze (Minuendus) als der 
Subtrahendus aus mehreren Theilen beſtehen, fo werben 


— ie PN . 
sn * — 
_ kn 2 
u 


| 
| 
| 
| 
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die Theile des Subtrahendus mit enfgegengefeßten Por: 

- zeichen zu den ihnen gleicharfigen des Minuendus geſetzt: 
und bey verſchiedenen Vorzeichen derſelben in dem Aggre⸗ 
gate wird dem Unterſchiede das Vorzeichen des größern 
gegeben. Z. B. — 


3a+sb—7c—3d+4e— f—A 
a+sb—2c—4d—3e+ 3f=B 


2a—3b—5c+ d+7e—4f=A—B. 


ma4 nb+pce=A 
2na—3nb—qyc=B 

















— 


(m—an)a-+ „nb+ prye=A—B 


In dem Falle daß hier an > milt, wird— (an-m)a 
ftatt + ım— an) a geſetzt. Der erſte Terminus be: 
kommt das Zeichen + nicht vorgeſetzt; und ift alsdann 
additiv; foll er aber fubrractw feyn, fo muß dieſes durch 
das Vorzeichen — angezeigt werden, 


Aggregation. 

10. Wenn Größen, die aus’ additiven und fubtrackis 
ven Teilen zufammengefegt find, addirt werden, fo nenne 
man dieſes Zufammennehmen, Aggregation. 3. B. 

5za+zb+7e—4d=A 2 
sa—gb—4c—3d=B 





a — — 
ga—6b+3c—7d=A+B. | 


ir. Ein Auttregat ift nämlich eine Zufammenfegung 
ton mehreren Theilen, fie mögen einerlen oder verfchiedene 
Vorzeichen haben, und begreift alfo fomohl Summe als 
Unterſchied. In dev allgemeinen Rechnung werden die, 
Zufammentegungen von Örsfien, welche jich nur durch 
die Vorzeichen einer oder mehrerer Diefer Größen unter⸗ 


ſcheiden, bloß für Abanderungen einer und derſelben Form 
gehalten, ſo daß der Beweis oder die Aufloſung für einen: 








ed by Googl 
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Fall, mutatis mutandis, auch fir jeden der andern 
gilt. Da alfo eine Zufammenjesung einer Gröse aus 
mehreren Theilen alle durch die Vorzeichen verfchiedene 
Faͤlle begreift, fo Fann man fie weder eine Summe (im eir 
gentlihen Werftande) noch einen Linterfchied nennen, 
ig muß ihr einen allgememern Damen, Aggregat, 
geben, 


1. YWultiplication. 
12. Die Multipfication zweyer eintheiligen Größen, 
a, b, wird durch ihre bloße Zuſammenſtellung angezeigt, 
ais ab — P. Co virlmahl die Einheit in einer der bei— 
den, a, enthalten ift, fo vielmahl iſt die andere, b, in dem 
Producte, P, enthalten. 


13. Eift (a +b)c=actbe, und 
(a—b)ce=ac—bec. 


wo bie Klammern die Vereinigung zu einem Factor anjei- 
‚gen. Der Beweis iſt leicht. 


14. Ferner iſt 
Karbylo+d)=atc+d)+b(c+d) 

| —ac+tad+bc+bd. 

(—b)(c+d)=alce+d)—b(c+d) 

- 5 —=ac+tad—be—bd. 
Ka—b) (d)—alc—d)—b(c—d) 
—ac—ad—bc +bd. 

Hier fieht man deutlich den Grund, warum berfchiedene 


Vorzeichen der Factoren in dem Produrte das Vorzeichen 
—ʒ gleiche Zeichen aber -+ geben. 


25. Wenn die Sactoren aus mehr als zwen Theien 
beſtehen, fo bezeichne man alle mit — begleiseren in dem 
einem Factor durch A, in dem andern durch G, alle mit 
= verbundenen in jenem duch. — B, die in dieſem Durch 


— — — — — 
⸗ 


TRETEN Fr 


ik 

w 

“ 
ie 
“il 
07 
E 








7 
+ 
1 r 
NH, 
- 4 ‘ 
4 
; . 
« 
Rabe * 
Baer 
A 
*8 
® 
i 
BES 
’ er 
3: ik 
= z 
T = 
| * 
78 
— BR 
i ı 
ie 
RR 
s » 
. f} 4 
> —J 
sg 
Kr 
5 ir 
* 
ae 
= » . 
ru J 
* +} 
[dt * 
4 
Et 
Hs u 
u | 
;!. 
m 
<en 


Si gr 
"XL ‚58 
rn a 
ab ie 
{ Bm 5 
‚ne J 
un 
“ u 44 —3 
12 
—9— 4 
ar 
5 a “ 
„ii N = 
» N) 
ii FH 
1} — 12 2 
” il 
m ö “en 
(2 —* 
"MET Er 
i £ J. 
134 
* *2 


Fre and 


er 


zn sn gg — — . 
ap er Die BL AT ER 
hy Ei a * nn 2 — 


ü — —— — — — 

m . * 24 at a 7 “Aue. J 

N‘ 2 ur ——e—* in — ** a a u ee — 
— — * “ PR 1 * Lee eye =. er — 

— * * . > — 7* 7 * — — ken ae — 
— a: * — 
* — * u 
- ann r - * 
4 n Br * 


Bin. 
. * 
Tee 


876 u Buch ſtabentechnung 


—D. Nun ſiſt (A=-BI(C—-DJ=AC—AD 
—BC-+BD. So erhellt, daß das Totalproduct aus den 
Partialproducten jedes Theils des einen Factors in jeden 
Theil des andern zuſammengeſetzt wird, und daß die Bor: 
geichen die gleich vorher gegebene Pegel befolgen. _ 

16. Wenn drey oder mehr Factoren vorhanden find, 
fo enthält das Product derfelben alle Partialproducte aus 
jedem Theile jedes Factors in einen Theil jedes der andern 
Factoren. 6 ſeyn drey Factoren, A—B; C—D; 
E—F, wA,C,E, die mit + begleiteten Theile, B, 
E,F die mit — begleiteten bedeuten. Es ift ( A—B). 
{C— DJ) E—M=(AC—AD— BC + BD) 
[E.-—- FF =(ACE — ACF— ADE + ADF 
—BCE+BCF-+-BDE—BDF. Wo hier einer 
oder drey mit dem Vorzeichen — behaftete Factoren in ei⸗ 
nem Partialproducte vorkommen, erhält diefes das Vor: 
jeihen (—)5 wo zwey folche Factoren zufammen Foms 
men, erhält das Product das Vorzeichen (+). Über 
haupt giebt eine ungerade Anzahl Partial» Factoren, die 

mit dem Vorzeichen (—) begleitet find, dem Partialpros 
ducte das Vorzeichen (—), ‚eine gerade Anzahl das Vor⸗ 

gie I 

17, Mebrtheilige Größen pflege man nach ben Potenzen 
einer gewiffen Größe, die man alsdann durch einen der 
Testen Buchftaben des Alphabers zur Unterſcheidung bes - 
geichnen mag, zu ordnen; ihr Produce gleichfalls. Diefe 

‚Größe wird hier fo gebraucht, wie die Zehn in unſerm 
Zahlenſyſtem. — 

Multiplic. 53xx + 4a2x —- 7bb 

Multiplic, 3xx— gax + 2bb 
1. P. P. 15x%-+ 7 2ax8®— zıb’x® 
2.0 « ajax z6atx? 4 6zab'x 
3.2* | + rob’x?.+ gab’x — r4b* 
Totalpr. 15xt— 33ax° — 36a’x + 7ıab’x — 14bt 

—ı1b’xt 
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Von der allgemeinen Multiplication zweyer und meh⸗ 
rerer ſolcher Reihen f. die Artikel Multiplication der Reie 


hen, und combinatoriſche Analyſis. 


18. Einige merkwürdige Producte: 


I. (a - b) =a’+2ab-+b* 
U. (a — by =a’-— zab+b’ 
IH. (a-+b)(a—b)= a — be 


IV. (a+b)E =a’+3a°b+ zab® + b* 


V. (a — b)ys —=ad—za'b + gab? - b⸗ 

VI. (a 4PY(a - b) ⸗ a? —a’b —ab’—b} 

VI. (4- by(a - b)—= as — atb — ab 4 bs 
VIIL(a + ab +bY) (a — b) =a’ 4 b⸗ 

IX. (®— ab +bYca+b) ⸗as ⸗be 

X. (at Hanb-anbt,.. Hab" br) 
(a-b)=a—b* 

XL. (a an b + anöb? ... & abe- Fb) 
(at b) ⸗ar Tboa, das obere Vorzeichen für ein gerades 
n; das untere für cin ungerades n, 


Die Formeln I. und IT; IV. und V.; VI. und VIL; 
VIII. und IX.; X. und XI. zeigen, daß wenn in den Fac⸗ 
toren ein Theil fein Vorzeichen durchgängig ändert, dieſes 
auch in dem Producte geſchieht, wo der Theil vorkommt. 
Es behält aber das Quadrat fein Vorzeichen, weil darin 


dwey Faetoren ihr Vorzeichen ändern. Die Formel III. 


unterfcheidet ſich von I. und II. dadurch, daß b nur in dem 

“einen Factor das Vorzeichen andert; daher hat auch das 
Product eine ganz andere FJorm. Eben io verhalf es ſich 
mit VL. ung VIL in Abſicht auf V. und VI. 
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Product binomiſcher Factoren in unbeſtimmter 


19. Das Product aus einer, unbeftimmten Anzahl 

‚ binomifcher Jactoren, | 

(1 +ax) (1 + bx) (r + ex)(r + dx)(r + ex) etc, 

= 

ıt+Ax-+Bx?+Cx’+-Deit+Exi+ etc. ſo iſt 
A die Summe aller Sactoren:a, b, c, d, e, etc.; B die 
Eumme der Producte je jivener wie ab, ac, bc, etc.5 
C die Summe der Producte je dreyer, wie abc, abd, 
acd, ete.; D die Summe der Producre je vierer, wie 
abed: E die Summe der Producte je fünfer, wie abedez 
u. ſ. fi, Jedes Partialproduct enthält nämlich aus jeden 
binomifchen Ractor einen Theil als Factor, Nimmt man 
aus jedem den Theil 1, fo entiteht Daraus der erfte Theil, 
1, des Totalproducts. Die Anzahl der binomifchen Fae⸗ 
toren fy = m. Man nehme aus je m— ı derfelben 
den Theil 1, fo kommt dazu aus dem rückſtandigen ınten 
ein Theil, wie ax oder bx, u. dgl. Die Summe aller 
fotcher einzelnen Parrialpreducte ift das collective Partial- 
produet Ax. Mun nehme man aus je m — 2 binomifchen 
Tactoren den Theil ı, fo kommt dazu aus den jwen übri⸗ 
aen ein Factor wie ax; bx oder abx?, Daraus ent 
ſteht das collective Partialproduct Bx?. Darauf nehme 
man aus jem — 3 binomiſchen Factoren den Theil 1, fo 
kommt dazu aus den drey übrigen ein Ractor wie ax. bx. 
ex oder abexd. Die Summe diefer Partialproducte ift 
CH So geht es fort für jede folgende Gattung von 
Partialproducten. Zuletzt kommt das einzelne Partials 
product aus dem zweyten Theile jedes binomifchen Face 
tors. Diefes ift das Product aus allen Factoren a, b, c, 
etc. in x”. 

Anwendungen diefes Gases in der combinatoriſchen 
Analyfis (47), und in der Lehre von den Gleichungen. 
(fs Gleichung VL 1.). . 
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Unterſchiede der Quadrate und Cuborum, deren 
YOurzeln in atithmetiſcher Progreſſion find. 
20, Es fern die Wurzeln a; a-rdsa+ ad, 

fo find die Duadrate I. a“. IL aꝰ + sad 4 d*. 

iII. a + gad-+ 4dꝰ. Die Unterſchiede der Dnadrate 

fndl.2ad+d?. I.sad--5d’. De zweyte Unterſchied 

it — 2d°, unveränderlich, was auch a für einen 

Werth hat, 

21. Die Wurzeln feygna;a-d;a+n2d;a+ ad, 
fo find die Eubi I. ad. I.ad + za’d + zad’+-d, 
IL a3 4 6ad + ızad? + 8dſẽ. IV. as + ga’d 
+ 27ad? + 27435, Die erfien Unterſchiede find I. za*d 
+: 3ad? + dd. IL. zard + gad? 4 7d?. II. zaed 

—15ade + ıgd’. Die zweyten Unterſchiede find I, 6adẽ 

-6d. IL 6ad? + 12d?. Der dritte Unterſchied iſt 

6d3, unveränderlich, was auch a für einen Werth hat. 


22. Die Divifion eintheiliger Größen Fann nur ans 
a } 
gedeutet werben, ald ,—Q, wo a der Dividendus, b 
der Diviſor, Q der Quotient iſt. Wenn beide einen ge: 
meinfchaftlichen Factor haben, fo läßt man dieſen weg, als 
ac a RER Fa RE 
5* >="! Auch den Quotienten mehrtheiliger Gröſſen 


kann man vollſtändig nicht anders als auf die erfte Art 
ausdrucken, wenn fie feinen gemeinſchaftlichen Factor haben, 
oder der Diviſor nicht ſelbſt ein Factor des Dividendus 


b 
iſt. Alſo iſt 7 der einzige vollſtandige Ausdruck des 


Quotienten von a+ b durch) c—d dividirt 

23. Um zu erfahren, 05 der Divifor ein Factor des 
- Dividendus fen, oder auch, um den Quotienten als ein 
. Aggregat behandeln, und mit andern Größen verbinden zu 
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Fönnen, ſtellt man die Divifion auf diefelde Art, wie 


-für Zahlen, an Man orone Dividendus und Die 


viſor nach den Potenzen einer Größe ,. und dividire den 
eriten Theil des Divivendus D durch den erſten Theil des 
Divifors d, fo erhäle man den eriten Theil q des Quoe 
tienten Q. Das Product q in den ganzen Divifor d 

wird von D abgezogen. Finden fich in jenem Theile, die 
nicht in diefem vorhanden find, fo fege man fie ju D mit 
beiden entgegengefeßten Vorzeichen, als wodurch D nicht gez 
andert wird. Nun kommt der abzuziehende Theilmir entges 
gengefegten Vorzeichen in den Reſt. Der erite Theil des 
Meites durch den erjten heil des Divifors dibvidirt., 
giebt den zweyten Theil q* des Duotienten Q. So fährt 


. man fort, bis entweder o zum Mefte fommt, oder bis 


man es fchicklicdy finder abzubrechen, und den Neft mit 
dem Divifor dividirt, zuzufügen, vielleicht auch unter. ges 
wiſſen Bedingungen wegzulaffen. Es ift zu merfen, daß 
der Quotient auch ſubtrahirte Theile enthalten kann. Hat 
der erfte Theil eines Meftes das Vorzeichen —, fo be: 
Fommt e3 der zugehörige Theil von Q au. Es zeigt an, 
daß der Quotient, fo weit er gefunden worden, zu groß 
iſt. Das Product aus dem Divifor in jeden Theil des 
Duotienten muß fich in dem Dividendus finden, es ſey nun, 
daß es urfprüngfich da war, oder auf die vorher gewiefene 
Art bineingebracht iſt. In dem legtern Falle heben fich 
bey der Multiplication des Divifors in den Quotienten, 
einige Theile, die daher in dem Dividendus nicht er: 
fcheinen, bey der Divifion aber hineingebracht werden, 
Als Beyfpiel nehme man felbft das obige Producer in 
(17.), und Di.idire es durch einen der Factoren, ſo wird 
der Quotient der andere Factor. 


24. Es wird durch die Divifion gefunden: 
at+x a a-b, x ab Mea-b W 
Limit 
ab x _ — 
+ Zu Su Sn etc. 


— 
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Die erfe Neiße dient, wenn = ein ahter Brut, Die an⸗ 


b 
dere, wenn -_ ein ſolcher Bruch if. Denn in dem 


erften alle würde die zweite Reihe nicht convergiren, in 
dem zweiten nicht die erſte. 


25. Wenn in dem Dividendus und Diviſor eine oder 
mehrere der Theile negativ werden (ihr Vorzeichen än 
bern), fo gefchieht dies auch in dem Quorienten. So ift 


a-xX ‘Ad — a-b x*® 











ra aa oe a a 
x+a — ser 
an —— +e etc. 
26. Es ift 
ee “ 4 
. ırx — a — ax Lax’—ax? Laxt — el. 
UT: =afax-hax? + ax? Laxt + ec. 





I 
Il — =T ltr 44H arte ) 


er . 
IV. gm a Hamm b Lan 3b? bei: 


a"+b” 
a+b= 

‚Die vierte diefer Formeln Fann zur Erläuterung de 

Differentialrechnung gebraucht werden. Je naͤher u und 





— anra — au⸗ b + a3 b°;: sh h nm 


| 


b fich fommen deſto näher fommt = — tem Werthe 


na": Die Blieder aller dieſer Reihen, abſolut gu zz: 
men, machen eine geometriſche Reihe aus, 
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ulı= — x j Be 


Rz — u 
— RE etc, 


V Leichtere und allgemeinere Art der Pe | 

27. Da der Quotient nach den Porenzen derfelben 
Größen Fortfchreitet, nach welchen Dividendus und Dir 
pifor geordnet ſind, fo nehme man flir den Quotienten die 
Form A+Bx+Cx?+Dx5°+ etc an,ımwenn jene 
diefe Form haben, nnd beſtimme die Eoefficienten A,D, C,D, 
etc. —4 der Gleichheit des Dibidendus und des pᷣu 
duets aus Diviſor und Quotienten. Es ſey allgemein 


a Dividendus, —a+bx+ ex! ds ex*-t- etc. 


Divifor ET Bxs+ yx+ d5+ ‚sx+ +etc. 


Quotient —A+Bx+C“+Dx:+t Ex4 + etc. 


Nun it Ca+ßx + etc)(A+Bx-+etc. )=a+bx+ 
etc. Entwickelt man jenes Product, fo entſteht einenah 
den Potenzen von x fortfchreitende Reihe, die mit der Reihe 
a+ bx-+cx?-+erc. identifch feyn muß, damit die Öleichheit 
nicht von x abhängen, als welches jeden Werth muß erhalten 
fönnen, (f. auch Methode der unbeftimmten Coeſficientem. 
Die Coefficienten derſelben Potenzen find daher in bei— 
den Reihen gleich. Dies giebt nun die Gleichungen : 

a—aA 

c—=»C+ßB+yA 

d=&D+ßC+yB +JA 

e—aE+ßD+yC+dB+teA 

elc. eto; 

Setzt man nun aus der erften Gleichung den Werth von 
A, aus der zweyten den Werth von B,,,u, fu f- in die fol- 
genden Öleichungen, jo wird 
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. «Ba b—Pa 
eC=ac—a (Eb-+ya)tßta 
‚„+D=od—a’(ßc+yb+Jda) 

+ (B’b+L23ya)—B}a, 

e’Em=ute— a: lAd+yc+db+tra) 
+a’(ß’c+2Byb+(2ßd+y:)a) 
a (Pb+3B'ya)y+Bia, 

etc. 

Das Geſetz der Formation iſt faßlich und ſehr harmo⸗ 
niſch. Wenn dieCoefficienten durch ihre Stellen bezeich⸗ 
net werben, 

1; 2; 8, 4; 5. etc 

L. & :b 6 d, e, etc. 

Lo Bu» 6 , etc, 

II. A, B, C, D E, etc. 

fo enchält das Product das mten Coefficienten aus der 
Reihe III. im =” alle diejenigen Combinationen von je 
einem Eoefficienten aus I, in m-— ı Coefficienten aus IT, 
verfchiedene oder nicht verfchiedene, in welchen die Sum— 
me der Gtellenzahlen diefelbe, und —2m—, if. Die 
gleichen Kombinationen find fo oft vorhanden, als fich die 
Eoefficienten aus IL, mit Ausfchliefiung des erften & darin 
verſetzen laſſen. Die Glieder, wenn fie nach den mir ih» 
‚nen verbundenen Porenjen von « geordnet werden, haben 
abwechielnde Vorzeichen. Go enthält z. B. &«° E die 
Combinationen von 5 Gröfien, deren cine aus 1. die ans 
bern 4 aus IL, genommen ſind. Die Summe der Etel- 
lenzahlen it =g, Da 3%Y ſich zweymahl verſetzen laße 
fo har die Kombination «’? yb ven numeriſchen Tactor 2. 
Die Eombination, 33° ya bat den Factor 3, weil 3% 
ſich dreymahl verfegen laßt. 

28. Zum Beyſpiele dient der Quotient eines Sinus 
dividirt durch den Coſinus, wenn beide durch den zugehori— 
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| gen Minfel ausgedruckt werden, der Quotient iſt die Tan 
‚gente deſſelben Winfels durch diefen ausgedruckt; ſ. Cy⸗ 
Elometrie, und. Bernoullifche Zahlen. 
Die hier gewiefene Merhode gehört zu der Anwendung 
‚der Lehre von den —— — ——— 











Analyſis. 
RR j u" 
— Brurehnng 
b 
29. & iſt L a4 : =" 
b — 
U.à — — ac-b L 
R . 7 c e 
a.c ad+be 
J UI b + dr | 
ae 
a c__äc 
“u ara 
\ ii : hi + c__ad 
Die Beweiſe J in dem Artikel: Srügrechninig, 


anzutreffen. 


Aus dem Satze von der Zufammienſchung zweyer Ver: 
haͤltniſſe —— die Formeln V. * ſehr gut hergeleitet. 


Es iſt 1. "—b:a, wili ⸗ =; —7 — Gleichfalls iſt 


i: — —dic, Folglich iſt 1 F —bd: ac ober 
2 a Z=ı —— IE Da die vorhergehenden Glieder 


der beiden Verhaltniſſe a find, fo us es die “AN 
genden : auch, 





edby( ‚008 ce 


Canon 3% 


J | r | 
Gerner iſt zuerſt 5: =a:b, ud ı:7 dic; 
— a c ad 
alfo gg madıbe; Br: dep: E 


- , a — ad 
das iſt, der Quotient von ; duch g iſt =, 


C. 


Canon iſt erſtlich eine allgemeine Regel zur Auſlö— 
fung einer geometriſchen oder algebraiſchen Aufgabe in ale 
len ähnlichen und verwandten Falten, In dieſer Bedeu— 
tung komme das Wort meiftens nur bey altern Schrifte 
ftellern vor. Die Meuern gebrauchen die Ausdrücke: 
Regel, Borfchrift, Formel, Methode. 

Zweytens ift Canon eine Tafel bercchneter Größen in 
einer beflimmten Fortſchreitung, als eine Sammlung von 
einzelnen Vorſchriften. 3. B. Canon naturalis trian- 
gulorum, d. i. die Tafel der trigonomerrifchen Linien; 
Canon artificialis triangulorum, die Tafel ihrer Jonas 
rithmen; Canon [exagenarius [, hexacontadon, eine 
zur Muleiplication fechszigcheiliger Brüche eingerichtete 
Tafel; Canon Logarithmorum. Auch von aftronomis 
fhen Tafeln wird in ältern Zeiten Die Benennung Canon. 
gebraucht, als in den Prutenicis tabulis coeleliium, 
motuum auct. Er. Reinholdo, Vitemb. 13595, wor 
in die Tafeln die Überfchrift Canon haben, als Canon 
afcenfionum rectarum; canones aequalium mo- 
tuum et proftaphaereleon, etc, 

Was Canon in ber theoretiſchen Mufif, und Canon 
pafchalis in der Chronologie bedeuten, wird in der zwey⸗ 
ten Abtheilung diefes Werks vorkommen. 

“ Ganonion, einerley mit Canon, nur etwa von ges 
ringerm Umfange. In ven gleich vorher angeführten 
PDrutenifchen Tafeln kommen ein paar Zafeldyen vor, die 
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die Ueberſchrift, Canonion führen. In einem feltenen 
trigonometriſchen Werke von Vieta (varia opera mathe- 
matica, Paril, 1579 u. 1609: ol.) kommt eine ausführs 
liche Zafel für rechtwinklichte Dreyecke mit rationalen 
Seiten vor, welche mit Canonion überfchrieben ift, da 
die Tafel der Sinus, Tangenten und Gecanten in dems 


ſelben Werke die Benennung, Canon, hat, 


Canoniſch it, was zur Regel gebraucht wird. 
Harriot nennt aequatio canonica diejenige, worin bie 
ormation der Coefficienten aus den Wurzeln der Glei- 
‚hung fihrbar iff, weil fie zur Bergleichung mit einer ges 
gebenen Gleichung dient, Die Analogien zur Berech⸗ 
nung eines rechtwinklichten Dreyecks, geradlinichten oder 
ſphariſchen, nennt Vieta in dem gleid) —— angeführ⸗ 
ten Werke analogias canonicas. 


Capacitaͤt iſt der Inhalt eines Körpers, insbeſon⸗ 
dere eines Gefaͤhes, verglichen mit einem gewiſſen Maaße, 
als der Einheit für die Räume. 


Gapax (faffend, franz. capable) 'wird bon einem 
Kreisabfchnitte gefagt, fo fern diefer einen gewiffen Win: 
tel faßt, deſſen Scheitel namlich in den Bogen fällt, und 
dejien Schenfel durch die Endpuncte des Kreisbogens ge: 
hen. Alle ſolche Winkel in demſelben Abſchnitte ſind ſich 

gleich. Abſchnitte verſchiedener Kreiſe, die einerley Win⸗ 
faſſen, find ähnlich. 


Capitulum iſt in der alten Algebra eine  algebrai 
ſche Gleichung mit gewiſſen Beftimmungen der Form und 
Zeihen, 3... Capitulum cubi aequalis rebus et 
numero iſt, was wir jegt durch die Gleichung, X =ax 
+b, auedruden. —* beſondere Fall gab ein Eu: 
pitulum. 


GardansKegel ift eine algebraifche Formel für 
die Wurzel einer cubifchen Öleihung, wenn dieſe nur eine 
einzige mögliche Wurzel hat. Sie ift in dem Xrrifel 
Sleihung ‚II. 14, 15, vorgetragen. Sie follre eigent⸗ 
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lich die Hegel des Tartalea heißen, f. San der 
Algebra in dem Artikel, Algebra. 


Hier iſt zu zeigen, wie diefe Kormel auch zur Aufls: 
fung der Gleichungen mir drei) möglichen Wurzeln anges 
wandt werden fann, Ungeachtet fie für diefen Fail unmög- 
liche Größen enthält. 


1. Die cubiſche Gleichung fen, nach iveggefchafften 
jtweiten Öliede, wenn es vorhanden war, x — bx — e 
=o, feilt, wenn 4 c? — 345 b’=A? gefegt wird, 


Ws 5; — 
'x=V(je+A)+V(ie—A) 


— 3 
=y(A+ze)—vV(A—Re) 
In dem Falle, day b°>H c’ iſt, iſt A eine unmög⸗ 
liche Größe; die Gleichung aber hat alsdann drey mög— 
liche Wurzeln. 


2. Um das Unmögliche in beyden Eubifwurzeln fich 
heben zu laſſen, muß jede derſelben, nach dem binomis 
ſchen Lehrſatze, in eine Reihe verwandelt werden. Dieſem 
zufolge iſt (binom. Lehrſ. 13.) 

2 — 


JJ 
Vüdtasitie- ae 25 
— ee, 
2.6.9.12 3.6.9. 12. 15 


3. Man bezeichne die numeriſchen Werthe der Eoeffis 
cienten, ohne — cht auf die Vorzeichen, durch A, B, 


€, D, ete. ſo daß ( +z)=z1+ 42 Bz’+Cat 
—Dzi+Es— etc: 





3 nd etc. 








su Cardans Regel 


Die Eoefficienfen mit ihren Logarithmen find, jene bis 
auf die zehnte Decimalitelle, 
Evefficienten Logarithmen 
A—0, 333332 8333!9, 5208787 
DB 0, 111111 11119, 0457575 
€ = 0, 061728 3951 8, 7904850 
D= 0, 041152 2634 8, 6143937 
E=.0, 030178 3265|8, 4796952 
8 = 0, 02347% 0o317|8, 3705507 


G= o0,0ı900r 1685|8, 2787804 
= 0, 015894 3071[|8, 1995990 
S= 0,013488 4838 8, 1299633 
K— 


0, 011690 019318, 0678153 


4. Cs fen A* negativ, weswegen man fege A 
Qv—ı. Lim convergivende Reihen zu erhalten, hat man 
die beiden Fälle, da # c größer, und da es kleiner als QO 
iſt, zu unterfcheiden. Es fey zuerft # c größer als DO. 
20 


Man fege = =B, fo wird aus der Formel, 


SV (EcHQV-N + — QV—) dieſ, 
== (vatBv-04 Va-ay-ı) Vie 


Den der Entwickelung der Wurzelgrößen heben fich die 
unmöglichen Theile; die einfach geraden Porenzen von 
By—ı, welhe für ſich das Vorzeichen — haben, erhal: 
ten in der Reihe das Vorzeichen —3 dagegen die doppelt gera⸗ 
den in derſelben das Vorzeichen — bekommen, demnach iſt 


*—244 BB-DBAGBSHB + etc.) Vie. 
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5. Zweytens ſey 4 c kleiner als C. Nun ſetze man 


* = C, fo wird aus der Formel 
= Qv—ı+4)—V(QaV—r— Le) die 
2— (Var dv u ) Vav-ı 


Es ift v oy-ım= —vVO.V—ı, ba ber zweyte 
Theil diefer Gleichung cubir = Qy — r if Den ber 
Entwicelung der Wurzelgroßen bleiben bloß die Glieder, 
welche durch Y — ı dividirt find. Hier hebt ſich die Die 
vifion durch — ı gegen die Multiplication mit V — * 
in den gemeinfchaftlihen Factor auf, Demnach ift 


20-805 + E05-6074Y0°-eic.) V Qı 


| 6. Die gefundene Wurzel heiße p. Die benden 
übrigen ſeyn q, x. Da das zweyte Glied der Gleichung 
fehlt, fo (Hptg+r=o, oder g+r=—p; aud 
it pg+pr+gr=—b (Gleihung III. 5.). Hier⸗ 
aus iſt gr—p?—b. Demnach ſind q und ʒ die Wur⸗ 
zeln der quadratiſchen Gleichung, 
a®--pu+p—b=o, 


und u=—4p+V (b—4P°). 


7. Manfeße abgekürjt V (3 c+A=m; und 


v (Zc—A) =n., fo ilt va ce — A!) mn, 
das iſt +b—=mn (alı .% Wditp=mmHtns 
folglih b — 4 pm 3amn— 3 (men) — 
im on)! Daher ift 
a=—-I(m+n)tz(m—nvV—:. 
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Hier hebt fich in dem erften Gliede das unmogliche durch 


gegenſeitige Subtraction auf; in dem zweyten Gliede 
durch die Multiplication mit dem Factor Y— 3 oder 
V 3*+ V —— 


8. Es ſey zuerſt £ c größer als Q, und ar —B, 


fo iſt | 
u=- (t+BB!- DB LSB - HBE+etc,) * € 
FAB-CBi+EB-GB’+JB-etc)V3.V $e 


9. 4 6 Feiner aleQ, und ;g- =, fo if 


-u=+&ÜC-C04+EC5-507+%0%-etc) YRQ 


+14 B0-DC1+F0-HO+erc)y4.YQ 


10. Exempel. Es fy x? — 2Ioox + 24000 
=o. Hier ift b= 2100, und c=— 24000; alfe 
A'=— (99000 000; Q?=-+ 199000 000. Date 
Feiner als Q ift, fo werden für.x die Kormeln genommen, 

24000 
welche ven Duotienten C enthalten. Esift Ce —- = ® 


Q 
Die Rechnung mit Hülfe der Logarithmen ift folgende. 
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(:=8,29883531 

IQ =4,1494265 
l2c=4,0791812% 

10 =9,9297547-10 


— — — — 


IA =9,52288 
IC =9,92975 
= 9,48336% 
IB =9,04576 
Ic: —=9,85951 
=8,905?7 
IE —=8,79043 
leꝛ =9,78926 
. 8,57974 
ID =8,61439 
IC =9,71902 
8,3334 1 

AC =— 9,28355 

— Cos — + 0,03799 











+E0=— 0,01344 


=-60=-+ 0,00612 
+93C0’=—0,90314 

Aggregat = —0,25602 
. —F 


— 


IF = 9,40827 
+1Q = 1,39314 
(7 == 8,938TL83 
Ip= 1,09244 
.P=+r12,372 


18: == 8,47969 
IC? = 9,64877 
8,12846 
I$ = 8,3705$ 
IC® = 9,5785 3 
7:94908 
IS = 9,27578 
Ic = 9,50828 
7,78706 
— — — 
15 — 3,19960 
Ic® = 9,4380°4 
a = 8,12996 
IC? = 9,36779 
1149273 


+ 1 =+1,0000009 
+ BC’—=+0,080403 
— DCI——0,021548 
+8C°=+0,008393 
= gianhast 


Aggregat 1,088 29 
== @ 


IG =: 0,0967» 
Ivs = 0,23856 
410 = 1,38314 
IH = 1,6484® 
H = 43,504 
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Die eine Wurjel der Gleichung iſt P=+ 12,3723 
bie beiden andern find — 6, 186 + 44,504, oder q — 
I 38 318, und — — 50,690. Die Summe der 
drey Wurzeln iſt = 0, mie es feyn muß, aber ihr Pro: 
duet if = 240350, 6. ſtatt 24000, Denn der gefunbes 
ne Werth von-p iſt etwas zu groß, weil in dem Factor 
F dos naͤchſtfolgende ſubtractive Glied weggelaffen, ift. 
- Diefer nähert fichin dem Exempel dem völligen Werthe nur 
Jangfaın, 


Die Rechnung ift in dem vorgelegten Kalle. mühſam, 
u d liefert die Wurzeln nur jwifchen den Zehn und Hun⸗ 
berteheilen. Die Merkode fie aus einer Meihe von Wer⸗ 
then der Gleichung zu finden, würde noch mühfamer ſeyn. 
Den Gleihungen mie großen Eoefficienten ift die Garda: 
nifche Megel brauchbarer, Inzwiſchen ift die Berechnung 
durch die trigonomerrifche Dreyrbeilung eines Winfels am 
Jeichteften,-f. die Auflöfung diefer Gleichung in dem Arti⸗ 
kel: — der Geometrie auf die Algebra. S. 154. 


Die Cubikwurzel aus einer möglichen Große, as, 

Bat ein a  mögfichen und zwey unmögliche Werthe, twelche 
zufammen die Wurzeln der eubifchen Gleichung x? — a® 
—ofidm Sie ſind J. a L—-Fa(ı + V-3); 
II — J a (1 — —3),f. Eubifwurel. Iſt ad 
ſelbſt eine unmögliche Größe, fo find alle drey Eubifwurs 
zeln aus derfelben unmöglich,, und eine fo gut wie-die ans 
Dere als Eubifwurzel der unmöglichen Größe anjufehen. 
Die unmsgliche Große fen A+ By — ı,fo haben ihre 
Eubifwurzeln ebenfalls die Torm P +Qy—ı, bamit 
bey der Cubixung ein möglicher und ein unmöglicher Theil 
entſtehe. Mian bezeichne eine der Wurzeln duch P+ 
Qy —r, fofinddie andern =—— + (P+QV—ı) 
CG+vV—3) Der Eubus jeder der drey Wurzeln ift 
PB +3PRQV—ı—3PQ?—-Q’y—ı, fo.daß 
‚PP 3PQ?’=A, und3 PPQ—O’= Bift. Das 
& find die Subifwurzeln ats A—By—ı die brey: 
—aV—n mE R-QV-nCEV-3) 
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Solglich hat die Summe der beiden Cubikwurzeln, 


3 3 
V(A+BY—ı)+ VCcA—ByV—ı)neuen Werthe, 
weil je eine der dren Wurzeln des erſten Theils mit je cis 
ner der drey Wurzeln des zweyten verbunden werden kann. 
Don dieſen neun Combinationen find drey mögliche Gro⸗ 
gen, nämlich 
PLQV—rmt P-Qy—ı | 
#3(CP+QV-1) (14V -3) mit -3(P-QV-ı) 
F ey) 
‚= ZP+QV-1)CırV-3) mit 3 (P-QV-n) 
ng ( 1 V-3) ’ 


welche jur Summe geben: IL 2P; IL—P+-QOvV3; 
u. —Pı-Oy3. 


Hier iſt 2 P die vorher gefundene durch p bereichnete 
. Wurzel, und Q ber zweyte Theil von u durch VZ di— 
vidirt. 


12. Leibnitz hat zwar ſchon bemerkt, daß bey der 
Ausziehung der Eubifwurzel aus den beiden Theilen ber 
Cardaniſchen Formel, vermittelſt einer unendlichen Reihe, 
das Unmögliche ſich aufheben müſſe, (in einem Briefe an 
Wallis, 1698, Opp. III, p. 126.); aber Nicole wird 
der erfte feyn, der vie Nechnung ausgeführt har, in deu 
-Mem. del’ Acad. des Sc. 1738, 1741 und 1743. 
Eein Bortrag ift nicht faßlih. Er Gemerft nicht, daß 
bie Wurzelveihen auf zweyerley Art dargestellt werden 
müſſen, um in dem einen oder dem andern Falle eine an— 
nahernde Reihe zu erhalten. Diepraktifchen Hälfsmirtel, 
welche in diefem Artifel gegeben find, fehlen bey ihm. 

In den Memoires 1744 iſt noch eine Abhandlung von 
Micole enthalten, worin er den cubiſchen Gleichungen 
zwey Normen giebt, die zu einer fehnellen Naͤherung dies 
nen. ie erfordern aber auch mehrere Verſuche. 
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13. Dieſe Formen ſind 
—px+nYp+mm=e 
x — — +g9=0o 
v(arn 

Die Wurzeln der erften Gleichung find: L.— V(p+n); 
U. +3V(p+n)+i4Vc—3n)}; 
I +3 V Prn)—3V(p—ın) Die 
Wurzeln derzweyten Gleichung find, . — V (14 1 

224... 


3 
vV(a+rn 
a — 
m + 3V (dr) -V——-. 
V(q+n 


Diefe Normen find Gier angeführt, um eine Übung in 
ber Formation der Coefficienten aus den Wurzeln zu 
veranlaffen. Das erite Verfahren von Micole 
durch Auflsfung dee Formel in zwey Meiben finder 
man in Clairaurs Algebra, V. Th. Ben dem zwey⸗ 
ten Verfahren wird nach der erften Form eine Zahl n 
durch eine politio falſi gefucht, daß das gegebene Glied 
der Öleichung die Korn ny (p-+n) völlig genau oder 
nahe genug befomme. Mach der andern Form iſt eine 
zahlr ju finden, fo daß der Coefficiene von x die Form 


+3 Vatrn+yvV 


erhalte. 


V(g+n) 


14. In Käſtners Analyfis endl. Größen $. 699. ff. 
it umftändlich gezeigt, wie die Cardaniſche Formel drey 
mögliche Wurzel liefern fünne, Die dafelbjt $. 718 
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getabelte Bemerfung Newtons möchte doch gerechtfertigt 
werden fönnen. in möglicher algebraifcher Ausdruck der 
Wurzel einer Gleichung durch die Coefficienten berfelben 
kann niche mehrere mögliche Werthe haben, wenn nicht et: 
wa Wurzeln mit einem geraden Erponenten darin vor⸗ 
fommen; und doch follte er, wenn mehrere mögliche 
Wurzeln vorhanden find, eine fo que als die andere anges 
ben, Darum erhält der Ausdruck eine unmögliche Form, 
als ben ‚welcher eine DVieldeutigfeit Statt hat. Die 
Gleichung ſelbſt iff auch ein Ausdruck für die Wurzeln, 


aber eine functio implicita. 


— 


1. Sin den neuern Zeiten noch hat man ſich, in der 
That unnothiger Weiſe, viel mir der Cardaniſchen Regel 


in dem Falle dreyer möglichen Wurzeln befchaftigt, 


A method of extending Cardan’s Rule for refol- 
ving one case ofa cubick equation... to the other 
case, called the irreducible. By Fr. Maferes, 
Phil. Tranf. 1778. 


Sul quefito analitico propoſito dall’ Academia 
diPadova...diflert. di Pictro Colfali, Vero- 
na. 1782, 

- . Della poffibilitä della reale Solutione analytica 
del cafe 'irreducibile, riflefioni dell’ Arciprete Ni« 
solai. Padova. 1783. 


Mem. [urla regle de Cardan, par de Caltillon. 


 Mem. de Berlin. 1785. 


Olfervazione del Signor Sebali. Canterzani 
ful Valor Cardanico- - in occalione d’effere uſcito 
un foglio anonimo, che propone una maniera dä 


redurre il calo irreducibile. In Bologna 1787. 








J 
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Cardioide eine Linie der vierten Ordnung, von 
einer herzförmigen Geſtalt. Ihre Entjtehumgsart ift fol⸗ 
gende. Aber der Linie AB (ig. 60. Tab. IV.) ſey ein 
Kreis befchrieben. In diefem ziehe man irgend eine Chors 
de AN, und verlängere fie nach beiden Geiten, nehme 
darauf NM =AB, una Nm==AB, fo find M, m 
Puncte ver Kardioide, 2 


Die Gleichung für die krumme Linie iſt leicht gefuns 
den Es fen MP fenfrecht auf die Abfiiffenlinie AD.. 
Don dem Endpuncte B des Durchmeffers des Kreifes auf 
der Abſciſſenlinie ziche man BN nad) dem Puncte N, fo 
fo it das Dreyeck ANB dem APM ähnlich, und es iſt 
AB: AN=AM:AP. Es ſey AB=a; AP=x; 
PM=y; AM=z, ffila: z—ı=z: x, alfo 
z — a2 —ax, oberz—ax—az, Beide’ Theile quas 
drirt geben die Gleichung zit — 2 axz’-Ha’x? —a’z’. 
Da 2’ —z°+a’x’,jo entſteht aus jener Gleichung diefes 


x +22 y +yP—2ax’— 2axy’ —a’y’—o, 
oder | 

yt— (a ᷣ2 ax - 2 x )y — 2 axꝰ + xto, 
Kür den Punct m auf der andern Seite von A wirb in 


Diefer Gleichung x negativ. Gest man die Abſciſſe Ap 
—=u, piftara—z—z: u, und daher durch eine 


ähnliche Rechnung 
ut + 2u’y’ +yr2a + 2a —a’y’—o,]| 


melche Gleichung aus der obigen entficht, wenn a — x 
geſetzt wird. 
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Man ziehe durch den Mittelpunet C bes Kreifes 
ANBA die Parallele CE mir AM, nehmen CF—AB 
—NM, undjieße CN, FM, ſo iſt FM parallel mie 
CN, und ihr gleih, und der Punct M der Cardioide 
liege auf dem Limfange des aus F als Mirtelpunce 
befchriebenen, dem Kreiſe AN BA gleichen Kreifes 
GnMG. Diefer berührt jenen in dem Puncre G, welcher 
CF halbir. Der W. EFM iſt gleih dem W. GEN 
—CNA.. Dad W. BEN—=2CNA, p ft W. 
BCEG=GCN, alſo W. BCG=EFM, und U. 
ACG=GFM, daher der Bogen ANG =JMnG. 


Die Eardioide iſt alfo eine Epicyfloide, welche durch die 


Walzung eines Kreifes auf einem ihm gleichen von einem 
Puncte auf dem Limfange jenes bejchrieben wird, — 
Man Eann fie auch als eine Verwandte der Conchoide an: 
fehen, da eine gegebene gerade Linie auf einem Kreiſe, fo 
wie bey der Conchoide auf einer geraden Linie fortgeführt 
wird, indem zugleic) ihre Berlängerung durch einen geger 
benen Punct geht, 


Es ſey L der Punct auf dem Bogen AH, deſſen Ab⸗ 
ſtand ven der auf AB ſenkrechten Chorde AH am große 
ten ift, und J ein folcher Punet auf dem Bogen Ah. 
Die zugeherige Abſciſſe fen AK. In den Puncten L, 1 
werden zwey Drdinaten einander alcıch, die für Fleinere 
AK ungleich find. Daher hat die Drdinafe y Hier zwey 
gleiche pofitivde Werthe, und eben fo zwey gleiche, eben fo 
große, negative Werthe, alfo hat y* einen einfachen Werth. 
Diefer fen —=A , fo daß q’ — Azzo, alfo g’ — 2 Ag’ 
+A:=o iſt. Die VBergleichung mic der Gleichung für 
y giebt A=# (a? +zax—axx , ud A—xt— 2a; 
olo la + zax— 2xx)’—=x’— zaxs. Daraus wird 
x — — 4a Diefer Werrh in die Gleichung zwifchen 
x und y gefeßt, verwandelt fie in diefe, yY — Fa’ y⸗ 
+ 285 a =o, woraus folgt Ya a, um 


y=4L4aV: 


ehe 
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- Die frumme Sinie bat in A eine Spige oder einen Rück⸗ 
feßrpunct,, da die beiden Bögen HLA, hlA in A zu- 
ſammen fommen, ohne weiter fortgefegt zu werden , fons 


dern in einander übergehen; Sie müfjen bier eine gemeins - 


ſchaftliche berührende haben, die, weil die Abfeiffenlinie die 
Curve in zwey gleiche und ähnliche Theile theilt, die Abf- 
ciſſenlinie Sieh if. Die Rechnung zeigt a folgen: 
dergeftalt; 


Die Tangente bes indes einer krummen Sinie oder 


dx 
ihrer berührenten mit der Ordinate ft = =y ‚ (berühren: 


de dinie, 14.). Xus der Gleichung für unfere Curbe folge 
dx axy-t ay—aaxy—ary 


dyy 2x + aay— zart —ay 


Nimmt man x0 ſo iſt ſowohl y=4, aldy=o. 

d : | — 
Für ya iſt F — 1. Die Curve macht in H, h, mo 
HAh ſenkrecht auf AB iſt, einen halben rechten Win: 
\ j d | 
kel mit der Ordinate, Füry=o ift — welches 
an ſich unbeſtimmt iſt. Man ſetze in dem Werthe von 
* den Zähler S— Q, den Nenner =P,; fo dag 
= * fen. Sn dem angeführten Artikel, (24.) iſt 
gezeigt, daß wenn für ein Paar Coordinaten P—0 und 
Q=6 wird, ber Quotient p den Werth m“ erhält, 
in welchem num für die Coordinaten diejerigen Werthe zu 
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feßen find; wodurch P imd O Mull werden. Diefe find 
hier x=0o, und y=o. Dibidirt man Zähler und Men- 
ner duch dy, um jlatt Der Differentinle ihre Quotienten 


> dx 
einzuführen, und fegt ya’ piftp= 


oxp—aa 
— Daher kann p keinen endlichen Werth ha⸗ 


ben, auch nicht o ſeyn, ſondern iſt unendlich groß. Die 
krumme dinie macht alfo in A mit der auf AB fenfrechten 
einen rechten Winfel, und wird alfo von AB berührt, . 


— 





Earre' bat über diefe Linie einen Aufſatz in den 
Mem. de l’Acad. des Sc. 1703 geliefert. Er hat jie 
aber auf den Bogen AH allein eingefchranft. Vor ihm 
hatte ſchon, wie er anführt, ein Marhematifer, Köners- 
ma, fich mit ihr beſchäftigt. Den Namen Gardieide hat 
Eajtilliani der krummen Sinie gegeben. Philof: Tranf. 
1741. Cramer bat in der Analyſe des 'ignes cour- 
bes $ 173. exemple 3, diefe Linie als Veyſpiel gebraucht, 
conftruirt fie aber als eine Epichkloide, und erwahnt nicht, 
daß feine Linie dieſelbe mit der von Carre berrachteren ift, 
Eben diefe Linie iſt die Brennlinie durch Zurückſtrah— 
lung von einem Kreiſe, deſſen Durchmeſſer — 3 AB iſt, 
wenn die Strahlen von dem Endpuncte eines Durchmeſſers 
auf denfelben fallen (fine Satarauftica, 19). Dieſes 
und die doppelte Conſtruction macht ſie merkwürdig. 


Caſſinoide, oder vielmehr Caſſiniſche Curve, 
iſt eine Linie vom vierten Grade, durch welche Domini— 
fus Caſſini die Bewegung der Erde um die Sonne ge 
nauer darzuftellen glaubte, als es ihm durch die Kepleri ⸗ 
fche Hypotheſe von einer Ellipfe möglich ſchien. Die Ei⸗ 
genſchaft dieſer Linie iſt, daß das Prodult oder Rechteck 
von zwey Linien, die aus zwey gegebenen Puncten an einen 
Punct der Curve gezogen werden, unberanderlich iſt, ſtatt 
daß in der Ellipſe ihre Summe eine gegebene Größe har. 
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Diefe krumme Linie kann fehr verfchiedene Geſtalten ha⸗ 
ben, erftlich eine längliche, nach Art einer Ellipfe, zwey⸗ 
tens eine längliche mit einer gegen die Aren converen Ein: 
beugung oberhalb und tinterhalb des Mittelpunctes; drit⸗ 
tens eine wie die Ziffer g geſchlungene Figur; viertens 
kann ſie aus zwey abgeſonderten Ovalen beſtehen; ja ſie 
kann ſich in zwey einzelne Puncte zuſammen ziehen, Dieſe 
Mannigfaltigkeit der Geſtalt macht dieſe Linie ſchon un⸗ 
tauglich, um durch eine regelmaͤßige Kraft beſchrieben 
werden zu können. Sie iſt auch von den Aſtronomen gar 
nicht beachtet worden. Caſſini war nur darauf gefallen, 
weil ev Keplers Hypotheſe nicht recht gefaßt harte. Die 
krumme dinie iſt von einigen ſehr ungriechiſch Caſſinoi⸗ 
de genannt. Dies bedeutet eine Linje, die dem Caſſini 
ähnlich iſt. Elemens d'Aſtronomie par Calfini: 
p- 149: Montuela hiltoire des Mathématiques. T. IE. 
p- 563. nouy. edit. 


Cafus irreducibilis tertii gradus, oder 
fchlecht hin cafus irreducibilis ijt der Fall, Da eine 
eubifche Gleichung drey mogliche Wurzeln hat, meil bie 
Formel, meldye eine einzige mögliche Wurzel zwar in ite 
rarionafen Ausdrücken, aber doc; vollftandig angiebt, in 
jenem Kalle mit unmöglichen Größen vermengt if. ©. 
Cardans Pegel, 


Catacauſtica ift die Brennlinie durch Zurückſtrah⸗ 
lung. In den Artifel, Brennlinie, ift die Beſchaffen⸗ 
heit Diefer Gattung von Linien erklärt, auch) iſt die Con⸗ 
ſtruction der Catacauſtica für ven Kreis gewieſen. Hier 
iſt die Abſicht, eine allgemeine Methode und Formel zu 
ihrer Erfindung anzugeben, 
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I. Brennlinie für parallele Strahlen. 


i. &s iſt LMNO (Fig. 6r. Tab. IV.) ein Bogen 
einer Frummen dinie, AX vie Abſtiſſenlinie, auf welche 
die Ordinaten MP, NO fenfreche find. Die Mormalen 
MR , NR Schneiden fich in Fr; Die zurfichaeworfenen MS, 
Ns in 8. Die Ordinate NQ wird von MR in m, kon 
‚ MSiin n geſchnitten. Es it MAN—=MmN —nıNR 
=PMR-—ONR, und MSN=MnN—-nNS 
—PMS—ONS. DuaPMS—2PMR, md QNS 
=3z0NR, fo it MSN=2MRN. 


2. Aufgabe. Dieallgemeine Gleichung für die Cara: 
eauftica der Parallelſtrahlen zu finden, 


I. Es fen (Fig.61: Tab. IV.) Ap—x, PM—y, 
die Normale fhneide die Abjeijjenlinie in H, fo iſt die 


a | var 
Subnormale PH — — (berübrende Linie 42.) Man 


ie „I — — 

fe 7. =Pı fo daß PH = py, und tang PMH=p 

iſt. Der zurückgeworfene Strahl ſchneide die Abſciſſen— 
linieinV; pt PVM 2 PMM, alſo tang PMV 
———— 





—7 (Goniom. 46.). Folglich iſt PV 
— — 
ı-pp 


II. & fen ST fenfrecht auf die Abfeiffenlinie, und 
AT=t; TS=u Nun it PM: PV=TS: TV 
und daher PM-: PV=PM— TS: V— TV, das iſt 
I—pp: 2p=y—u:t—x, alſo (1 — pp) 9) 
=2p ya): 

| Cr 


——— min — 


— — — — —— 


| 
j 


De EEE 
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| II. Wenn 8 ein Durchfchnitt irgend zweyer Strah— 
len MS, NS iſt, fo darf man für x und p irgend zwey 
sufammengehörigex + Ar und p-+ Axfesen, ohne t und 
u zu verandern, Soll aber S ein Punet der Brennlinie 
ſeyn, fo müffen die Veränderungen von x und p fleiner 
als jede angebbare Große gedacht werden, Das ift, bie 
Gleichung muß differenriirt werden, fo aber, daß t und u 
ungeändert bleiben. Nach diefem Verfahren ift 


— 2p(t— x)dp—(I—pp) dx=.2 (y—u) dp-+-2 pdy. 


IV. Für dy feße man pdx, und für y— u feinen 
Werth aus der Gleichung in (IT), fo wird erhalten 


* 


pd | 
— — ſo daß 


pdx 
t—x — — 
dp » 


two Ip für den Fall der Tigur negativ iſt, das iſt, die 


zweyten Linterfchiede der y abnehmen, und die Curve ge⸗ 


gen die Abſciſſenlinie concab iſt. 


V. Ferner iſt, wenn für t—x fein Werth aus (II) ° 


gefegt wird, 
(1i—pp)dx 
um — ’ fo daß 


(r—pp)dx 


MEET U 2dp 


VL Aus der Gleichung zwiſchen x und y wird der 


d 
Werth von p, umd daraus der von erhalten. Aus den 


benden Gleichungen für t und u, und der Gleichung zii: 
ſchen x und y werden die benden Größen x und y heraus: 


— 


A 


\OOQYIE 
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geſchafft, wodurch die Gleichung zwiſchen t und u hervor⸗ 
geht. Dieſes Verfahren aber iſt mühſam. Bequemer 
werden die Werthe von t und u durch die zugehörigen = 
und y beftimmt, x 


3, Die berührende an der Brennlinie KSk in & ift 
der zuruͤckgeworfene Strahl MSV. | : 


Denn der Winkel der berührenden mit der Ordinate nach 
der Seite, auf welcher der Anfang der Abfeiffen liegt, hat zur 
| . dt 

Tangente den Quotienten (berüßrende Linie, 14.) 


Nun ift aus (2.IV. und V.), wenn dx conftant iſt, de 


pdxd’p (1 — pp).dxd’p > 
= SE all 


* — , und du— — ** alſo 





dt 2 i A 
* * — — Das a ae jeige 
“an, daf der Winfel der berührenden mit TS nah A hin 
ſtumpf iſt, wenn nämlid p<<r ift, mie in dem Falle für 
unfere Nechnung, worin PMV fpig iſt. Alſo ift die Tan⸗ 











2 

gente diefed Winkels nah TR hin — +. ** 
= TV .PV-PT | 

2 2 (r—pp)dx 
=D gs) tr (u — ET 

1 fP ı— pp 2 dp 
Pix _ apu , I u 
— — Demnach iſt tang TSY= -—_ * 


Folglich iſt TSV der Winkel der beruͤhrenden mit TS, und 
MSY die berührende an der Brennlinie in S. | 
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J 


Es iſt Ms ⸗— ——— 


* . Den Mst 
* — p’ <> dx® — pp dx? 
z=(t — 4 (Y u, dp® | 4 dp. 
\2 (]x? | 
= (tm + Die Wurzel MS befomme das Bors 


x 
jeihen —, weil 7 negativ iſt, da bie surEchwerfende die 


nie gegen die Abfeifjenlinie hohl feyn fol. Dadurch wird 
MS, wie der Halbmeſſer der Krümmung MR, poficiv. 


5. Esfeys der Bogen der Brennlinie von irgend einem 
Puncte K angenommen bis zu S, ſo iſt 





— (1+pp) dx® dp 
2.«p* 

Pe dt , und sin TSY 
Dem 8 iſt = yay | 

tane TSV Br; 
— 5 z — 
— Tec ISV Nun iſt tang TSV— = 
ur u u 
alſo sin TSY= Tor ‚ und —— In dt 
2 er pdxd®p _ (+ pp)dx dp? ; 
Da dt — dp ‚fo iſt — — 


6. Es ift der Bogen der Brennlinies=MS+PM- 
Conli , wo die befländige Größe die Summe der Ordi⸗ 
nate an der zurächwerfenden mie, und des zurückgewor⸗ 
fenen Strahls für denjenigen Punct der Brennlinie iſt, 


m 
8 
eobyt ‚008 


‘ 


Eataraufica 208 
von welchem an der Bogen derfelben genommen wirdi 


. . N dx d? * zo 
Denn esiftd.MS—=——pdx + nn —h 
— dy-+ ds, over dd .Ms& dy, und daher 
s—Ms-+- PM —Conit., wo die Conlt. fo beſtimmt 
werden muß, daf in dem Anfangspuncte der Brennlinie 
der Werth von s—.o fer. | 


7. Iſt die Gleichung zwiſchen x ımd y eine algebrais 
fhe, fo ilt der Bogen der Brennlinie rectificabel, 


8. Der Halbmeſſer der Krümmung in M fen u 


d i 
Es iſt r=—(1 + pp) er (Kruͤmmungskreis 2,2 


5 ee N 
| Demnad iſt M=/CHo) » und 


5 
nen — — Conft. 

9. Es ſey R der Mittelpunct der Krümmung flir 
den Punct M, und RG fenfrecht auf MSV, fo ii MS 
==4 MG, over MS—= zZrcolRMG. Denn es iſt 
a * ] 1 ‘ . 
tang PMH = —=p ‚ alfo au tang RMG==Pp. 


Daher co(lRMG = — (Soniometrie, 14:)5 
fü au ee ME 
folglich MG—=MR olRMG= 7 Gr — 


10. Exempel J. Die zuruͤckwerfende Linie ſey ein 
Kreisquadrant BMD, deſſen Halbmeſſer AB iſt. Fig. 62.) 
Die Strahlen fallen parallel mir AD auf, - Die Linien ın 
der Figur behalten ihre Bedeutungen und Benennungen- 
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wie in der allgemeinen Figur und Rechnung. Der Halb- 
meſſer des Kreiſes ſey —a. Die Gleichung für denfelben 
ft a—xx +yy Die Differentialgleihung iſt 


x + ’ 
o—=xdx-+ ydy, alfop 7 Die Megation zeige 
on, Daß die poſitiven Ordinaten abnehmen, wenn die pofis 

—vdx x 
tiven x wachſen. Hieraus ift dp “een 


| xydy—p’dx aarlx 
er — 


ys = Folglich = x 


XvVY x * — 9— 
— Ze Beni ip 


aa a® 
na IE Di, SB 
BZ 2yy aa” 2aa 





1. Kür gleiche aber entgegengefehte x bat t gleiche 
und enfgegengefegte Wertfe Ebenfalls hat für gleiche 
und enfgegengefegte y die Ordinate u zwey gleiche und ent: 
gegengeſetzte Werthe. Die vollſtändige Brennlinie beftehe 
aus vier folcben, fich gleichen Bogen wie BSF, eis 
nem in jedem Quadranten des Kreifes. Zwey gehören als 
Brennlinien zu den von der conderen Seite des Kreifes zus 
rückgeworfenen Strahlen, 


IH. für x—o, undy=a, if tızo, un 
PER ArF. — 

IV. Für kleine x iſt t viel kleiner als x, dat: x 
—xx:aaıff. Auch verandert u ſich wenig für ſolche x, 
da y fi wenig verändert, und in dem Probucte 
(3aa—2yy) y der eine Factor zunmme, wenn der ans 
bere abnimmt, Daher find die Durchfchnitte der zurück 
gewerfinen Strahlen bey P herum am dichteften bey 
einander, 


ed! VOOgK 


N 


a 
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V. Der größte Werth von u iſt a F. Dieſer iſt 
nämlich derjenige, für welchen der zurückgeworfene Straf | 
der Abſeiſſenlinie parallel, oder mit dem auffallenden Strahl 
einen rechten Winkel macht. Alsdann ift p= 1, und 
2 —-pp=o, bafry=xmay 


VI. Es) ift r+pp= = s der. Halbmeſſer der Krũm⸗ 


BE — 
mung —a und Ms = 3vafpı 3 y, oder MI 


3PM. 


'VM. Der BognBSs— + yry Conf. Da in 
dem Anfange B des Bogens yo if, fo ift onſt o 
und BS=3y. 


VII. Man ziehe die fenfrechte AG auf den zurũckge⸗ 
worfenen Strahl, fo it Msß — JMG. Man halbire 
AM in E, und ziehe ES, fo iſt BS parallel mit AG, alſo 
fenfrecht auf MG, und der Punct $ ift auf den Umfan⸗ 
ge des über EM befchriebenen Halbkreiſes. Man ziehe 
durch S den Durchmeſſer SCH, fo iſt der W. EC3 
—5CMS—asAMP=2DAM, alfo ECS —?2 DAM. 
Mit AE befchreibe man den Duadranten FEK, fo iſt 
dieſer fo groß als der Halbkreis SEH, und der Bogen ES 
fo groß als der Bogen FE. Denn wenn ſich die Winkel 
an den Mittelpuneten zweyer Kreife umgekehrt wie die 
Halbmeſſer verhalten, find bie zugehörigen Bogen gleich 
groß. Folglich wird die Brennlinie FSB durch den Punct 
S des Halbfreifes SEH , ben der Wälzung deffelben auf 
dem Duadranten FER befchrieben, fo daß H auf K liegt, 
wenn 5 in B fällt, und die Brennlinit iſt sine Epicykloide. 
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Die eine Wurzel der Gleichung ift P=+ 12,372; 
Die beiden andern find — 6, 186 + 44,504, derg— 
"+ 38'318, und r= -- 50,690. Die Summe der 
drey Wurzeln it — 0, mie eg feyn muß, aber ihr Pros 
duet HE = 240,50, 6. ſtatt 24000. Denn der gefundes 
ne Werth von p iſt etwas zu groß, weil in dem Factor 
F dos naͤchſtkolgende ſubtractive Glied weggelaffen, iſt. 
Diefer nähert ſich in dem Ereimpel dem dolligen Werthe nur 
langſam. 


Die Rechnung iſt in dem vorgelegten Falle mühſam, 
und liefert die Wurzeln nur zwiſchen den Zehn und Hun⸗ 
derttheilen. Die Methode fie aus einer Reihe von Wer⸗ 
then der Gleichung zu finden, würde noch mühſamer feyn. 
Bey Ölsihungen mie großen Eoefficienten iſt die Carba⸗ 
nifche Pegel brauchbarer, Inzwiſchen ift die Berechnung 
durch die frigonomerrifche Dreprheilung eines Winkels am 
Jeichteften,-f. die Auflo ſung diefer Gleichung in dem Arti⸗ 
kel: Anwendung der Geometrie auf dig Algebra, ©, 154. 


11. Die Cubikwurzel aus einer möglichen Große, a3, 
Kat einen möglichen und zwey unmögliche Werthe, welche 
zufammen die Wurzeln der eubifchen Gleichung x3— us 
—ofind Sie ſind J. a; .—La (I+V-3); 
IU — J alı_y 3), f. Eubifwurzel. Iſt as 
ſelbſt eine unmögliche Größe, fo find alle drey Eubifwurs 
zeln aus derfelben unmöglich,, und eine fo gut wie die an⸗ 
dere als Cubikwurzel der unmsglihen Größe anjufehen. 
Die unmegliche Große ſey A+By-— ı,fo baben ihre 
Eubifwurzelm ebenfalls die Form P-QOYV—ı, damit 
bey der Cubirung ein möglicher und ein unnisglicher Theil 
entſtehe. Man bezeichne eine der Wurzeln duch P+ 
QV —r, fofinddie andern — — 3(P+QvV-—ı) 
G+V—3) Der Cubus jeder der drey Wurzeln ift 
P - 3 PP OV— ı— 3P®t—_O3Vy—ı, ſo daß 
P°— 3 PQ®—A, und 3PPQ—O’—=B if. Das 
ber find die Eubifwurzeln aus A—B V—ı die drey: 
P-QV—n, md— 3 (P-QY-ı(CıtV-3) 
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Bois bat’ Die — der beiden Eubikwurjeln, 


v (A-+B V—ı)+ v AB V— ı)neuen Werthe, 
weil je eine der drey Wurzeln des erſten Theils mir je ei⸗ 
‚ner der drey Wurzeln des zweyten verbunden werden kann. 
Don diefen neun Combinationen find drey — Biss 
Gen, nämlich 


P+QOY—ı mit P=-Qy—ı. | 
en 3) mit -Z(P- QV-ı) 
 G-V-3) 
-KRHQV- CV»; (P-QV-1) 
(1 +V-3), 


welche jur Summe geben: I. ap; I1.—P+Qv3} 
I. —Pı-Oy3. 


Hier iſt 2 P die vorher gefundene durch p bezeichnete 
Wurzel, und Q ber zweyte Theil von u durch Y 3 Die 
vidirt. 


12. Leibnitz hat jr war ſchon bemerkt, daß bey der 
Ausziehung der Cubikwurzel aus den beiden Theilen der. 
Cardaniſchen Formel, vermittelſt giner unendlichen Reihe, 

das Unmogliche ſich aufheben müſſe, (in einem Briefe an 
Wallis, 1698, Opp. III, p. 126); aber Nicole wird 
ber erfte feyn, der die Nechnung ausgeführt har, in den 
-Mem. del’ Acad. des Sc. 1738, 174r und 1743. 
Eein Vortrag ift nicht faßlih. Er bemerft nicht, daß! 
die Wurzelreihen auf zweyerley Art dargeftellt werden: 
müfjen, um in dem einen oder dem andern Falle eine an: 
nähernde Reihe zu erhalten. Die praktifchen Hälfsmirtel, 
welche in diefem Artifel gegeben find, fehlen: bey ihm. 
In den Memoires 1744 ift nody eine Abhandlung von 
Micole enthalten, worin er ven cubifchen Gleichungen 
zwey Normen giebt, die zu einer fchnellen Mäherung dies 
nen. ie erfordern aber.auch mehrere Verſuche. 
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33. Diefe Formen find 
"—-px+ynyp+m=e 





2; 
V(a+r) 

Die Wurzeln der erften Gleichung And: J. — V(lp+n); 

I. F3V(p+n)+4vVc—3n); J 

IM FEV@Ptn)—3V(cp—sn). Die 

Wurzeln der zweyten Gleichung ſind, J. — (g+Fr) 


3 r-3q 

A. 3 va+rn)+}% ee 
v(rn 
8 r-3q 
I + 3V lat) = 3 v ———. 
v(a+n 

Diefe Formen find Gier angeführt, um eine Übung in 
ber Formation der Goefficienten aus den Wurzeln ju 
veranlaſſen. Das erite DVerfahren von Nicole 
duch Yuflöfung dee Formel in zwey Meiben finder 
man in Clairauts Algebra, V, Th. Bey dem zwey⸗ 
ten Verfahren wird nach der erffen Form eine Zahl n 
Durch eine poſitio falſi geſucht, daß das gegebene Glied 
der Öleichung die Form ny (p-+n) völlig genau oder 
nahe genug bekomme. Nach der andern Form ift eine 
zahlr ju finden, fo daß der Eoefficient von x die Form, 


+g9=0o 


erhalte. 


V(a+r) 


14. In Räffners Analyfis endl. Großen S. 699. ff 
ift umftändlich gejeigt, wie die Cardaniſche Tormel drey 
mögliche Wurzel liefern koͤnne. Die dafelbjt $, 718 


! 


/ 
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getabelte Bemerkung Newtons möchte doch gerechtfertigt 
werden fönnen. in möglicher algebraifcher Ausdruck der 
Wurzel einer Gleihung durch die Coefficienten derſelben 
kann nicht mehrere mögliche Werthe haben, wenn nicht etz 
wa Wurzeln mit einem geraden Erponenten darin bore 
fommen; und doch follte.er, wenn mehrere mögliche 
Wurzeln vorbanden find, eine fo gut als die andere anges 
ber, Darum erhält der Ausdruck eine unmögliche Form, 
als bey .welcher eine WVieldeutigfeit Statt hat. Die 
Gleichung ſelbſt iff aucd ein Ausdruck für die Wurzeln, 
aber eine functio implicita, | 


15. In den neuern Zeiten noch hat man fich, in der 
That unnörhiger Weife, viel mit der Cardaniſchen Regel 
in dem Falle dreger möglichen Wurzeln beſchäftigt. 


A method of extending Cardan’s Rule for refol- 
ving one case ofa cubick equation.... to the other 
case, called the irreducible. . By Fr, Maleres, 
Phil. Tranf, 4778. Br 


Sul quefito analitico propofito dall’ Academia 
di Padova...diflert, di Pietro Co[fali, Vero- 
na. 1782, 


— Della poflibilitä della reale Solutione analytıca 
del cafe irreducibile, riflefioni dell’ Arciprete Ni« 
eolai, Padova. 1783. 


Mem. furla regle de Cardan, par de Caftillon. 
Mem. de Berlin. 1783. Fe | 


Ollervazione del Signor Sebaft. Canterzani 
(ul Valor Cardanico- - in occafione d’effere ufcito 
un foglio anonimo, che propone jına maniera dä 
redurre il calo irreducibile. In Bologna 1787. 





1) 


936 Eardivide 


Cardioide eine Linie ber vierten Orbnung , bon 
einer berjförmigen Geſtalt. Ihre Entſtehungsart ift fols 
aende. Über der dinie AB (ig. 60. Tab. IV.) fen ein 
Kreis befchrieben. In Diefem ziehe man irgend eine Ehor⸗ 
de AN, und verlängere fie nach beiden Geiten, nehme 
darauf NM =AB, un Nm — AB, fo find M, m 
Puncte ver Cardioide. 


Die Gleichung für die krumme Linie iſt leicht gefuns 
den Es fen MP fenfrecht auf die Abfiiffenlinie AD.. 
Yon dem Endpunere B des Durchmeffers des Kreifes auf 
der Abfesfenline ziehe marı BN nadı dem Puncte N, fo 
fo iſt das Dreyef ANB dem APM ähnlich, und es iſt 
AB: AN=AM: AP. Es ſey AB=a; AP=x; 
PN==y; AM=z, pilta: z—a=z: x, ale 
z — a2 ax, oderz’—ax—az, Beide Theile qua⸗ 
drirt geben die Gleichung z+— 2 axz’-Fa’x’ —a’z‘. 
Da 2’—z°+a’x*,jo entſteht aus jener Gleichung dieſe 


x r3Py°Iy— 2a — 2a’ —ady’zo, 
oder 

yt—(a+2ax— 2 x )y rar 0. 
Kür den Punct m auf der andern Seite von A wird in 


dieſer Gleichung x negativ. Setzt man die Mbfeiffe Ap 
— u, piftfa:a—zz; u, und daher durch eine 


ähnliche Rechnung 
us + 2u’y +yr 2a + za — a“y — 0, 


melche Gleichung aus der obigen entfteht, wenn a =—x 
geſetzt wird. 
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Man’ ziehe Durch den Mittelpunet © bes Kreiſes 
ANBA die Parallele CE mir AM, nehmen CF—AB 
—NM, und ziehe CN, FM, fo ift FM parallel mie 
CN, und ihr gleih, und der Punct M der Cardioide 
liege auf dem Umfange des aus F als Mirtelpunce 
befchriebenen, dem Kreiſe AN BA gleichen Kreifes 
GnMG. Diefer berührt jenen in dem Puncte G, welcher 
CF halbirt, Der ®. EFM ift gleih dem W. GEN 
—CNA.. Da der W. BEN—2CNA, fo ift W. 
BCG=GCN, alſo W. BCG=EFM, und W. 
ACG=GFM, daher der Bogen ANG =IMn6. 
Die Eardioide ift alfo eine Epicnfloide, welche durch die ' 
Wälzung eines Kreifes auf einem ihm gleichen von einem 
Puncte auf dem Umfange jenes befchrieben wird, — 
Man fann fie auch als eine Verwandte der Conchoide an: 
fehen, da eine gegebene gerade Linie auf einem Kreife, fo 
wie ben der Conchoide auf einerigeraden Linie fortgeführe 
wird, indem zugleich ihre Verlängerung durch einen geges 
benen Punct geht. 


Es ſey L der Punct auf dem Bogen AH, deffen Abs 
ftand von ber auf AB fenfrechten Chorde AH am größe 
ten iſt, und 1 ein folcher Punct auf dem Bogen Ah. 
Die zugehörige Abfeiffe ſey AK. Au den Puncten L,1 
werden zwey Drdinaten einander gleich, die für Fleinere 
AK ungleich find, : Daher hat die Ordinate y hier zwey 
gleiche poſitive Werthe, und eben fo zwey gleiche, eben fo 
große, negative Werthe, alfo hat y* einen einfachen Werth, 
Diefer fen SA, fo daß ’ — A—o, alfo q —2 Ag? 
+A=o if, Die Vergleichung mic der Gleihung für 
ygiebt A (a 42 ax —2 xx, ud A—xt—aax'; 
alo4 (a + 2zax— 2xx)”—xt— 2axs. Daraus wird 
x — — 43 Dieſer Werrh in die Gleichung jwifchen 
x und y gejeßt, verwandelt fie in diefe, — 2a y⸗ 
tz .t>=o, woraus fg Ye, und 
y=L4aVvV3. | 
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- Die krumme Sinie bat in A eine Spige oder einen Rück⸗ 
fehrpunct, da die beiden Bogen HLA, hlA in A zu- 

ammen fommen, ohne weiter forfgeießt zu werden, fons 
dern in einander übergehen, Sie müſſen hier eine gemeins - 
ſchaftliche beriiprende haben, die, weil die Abfeiffenlinie die 
Curve in zwey gleiche und ähnliche Theile theilt, die Abſ— 
cifjenlinte ſelbſt iſt. Die Rechnung zeigt er folgens 
dergeftalt. 


Die Tangente bes Wintens einer krummen aAinie oder 
dx 
ihrer berührend en mie der Ordinate ft = = Gerühren⸗ 


de Linie, 14.). Aus der Gleichung für unſere Curve folgt 


dx _ ox’yhay—aaxy—ary 
rt Ta + asy— ax —ay' 


Nimmt man x—=o;, fo ift ſowohl 5— als y=o. 
Für ya ift — 1. Die Curve macht in H, h, wo 
HAh ſenkrecht auf AB iſt, einen . rechten Win: 
kel mie der Ordinate, Füryo F — —>, welches. 
an fich unbeftimmt if, Man fege in bei Werthe von 
- den Zähler — Q, ben Nenner * P; fo daß 
dx 

> Br ſey. In dem angeführten Artikel, (24.) iſt 
gezeigt, — wenn fuͤr ein Paar — — o und 
Q=6 mird, ber Duorient F den Werth —* erhält, 
in welchem num für die Coordinaten diejerigen Werthe zu 


— 
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ſetzen ſind, wodurch P und Q Null werden. Dieſe find 
hier x=0, und y=o. Dibidirt man Zähler und Nen- 
ner durch dy; um ſtatt der Differentinle ihre Duorienten 


A 4 
einzufuͤhren, und ſetzt * =, bp iſt p * 


0x p—aa 4 ER 
— Er Daher kann p keinen endlichen Werth ha⸗ 


ben, auch nicht o ſeyn, ſondern iſt unendlich groß. Die 
krumme Linie macht alfo in A mit der auf AB ſenkrechten 
einen rechten Winfel, und wird alſo von AB berührt, . 


Carreé hat über diefe Linie einen Aufſatz in den 
Mem. de TAcad. des Sc, 1705 geliefert, Er hat fie 
aber auf ven Bogen AH allein eingefchränft.. Vor ihm 
hatte ſchon, wie er anführt, ein Mathematiker, Köners⸗ 
ma, fich mit ihr befchäftigt. Den Namen Cardioide hat 
GC aftilliani der krummen Linie gegeben. Philoſ. Tranf. 
1741. Cramer hat in der Analyfe des ignes cour- 
bes $ 173. exemple 3, diefe Linie als Benfpiel gebraucht, 
conftruirt fie aber als eine Epichkloide, und erwahnt nicht, 
daß feine Linie diefelbe mit der von Carre betrachteten iſt. 
Eben diefe Linie ift die Yrennlinie durch Zurückſtrah— 
lung von einem Kreife, deffen Durchmeſſer = 3 AB ift, 
wenn die Strahlen von dem Endpuncte eines Durchmeſſers 
auf denfelden fallen (fiche Eatdrauftica, 19.) Diefes 
und die doppelte Conftruction macht fie merkwürdig. 


Caſſinoide, oder vielmehr Caffinifhe Curve, 
ift eine Linie vom vierten Grade, durch welche Dominia 
fus Eaffini die Bewegung der Erde um die Sonne ge: 
nauer darzuftellen glaubte, als es ihm durch die Kepleri« 
ſche Hypotheſe von einer Ellipfe möglich fehien. Die Eis 
genfchaft diefer Linie ift, daß das Produft oder Rechteck 
von zwey Linien, die aus zwey gegebenen Puncten an einen 
Punct der Eurve gejogen werden, unveränderlich ift, ftate 
daß in der Eillipfe ihre Summe eine gegebene Größe har: 
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Diefe krumme Linie kann ſehr verſchiedene Geſtalten ha- 
ben, erſtlich eine laͤngliche, nach Art einer Ellipſe, zwey⸗ 
tens eine laͤngliche mit einer gegen die Axen convexen Ein: 
beugung oberhalb und unterhalb des Mittelpunctes; drit: 
tens eine wie die'Ziffer g gefchlungene Figur; viertes 
kann fie aus zwey abgefonderten Ovalen beftehen; ja fie 
kann fich in zwey einzelne Puncte zufammen ziehen. Dieſe 
Mannigfalrigkeit der Geftale macht diefe Linie ſchon uns 
tauglih, um durch eine regelmäßige Kraft. befchrieben 
werben zu Förnen. ie ift auch von den Aſtronomen gar 
nicht .beadhtet worden. Caſſini war nur darauf gefallen, 
weil ev Keplers Hypotheſe nicht recht gefaßt harte. Die 
krumme Linie ift von einigen ſehr ungriechifh Eaffino ı: 
de genannt, Dies bedeutet eine Linje, die dem Caſſini 
ähnlicy ift. — Elemens d’Aftronomie par Calfini: 
p- 149. Montucla hiltoire des Mathematigues. T. II. 
p- 563. nouy. edit, 


Cafus irreducibilis tertii gradus, ober 
fchleht Bin cafus irreducibilis ift ver Kall, ba eine 
eubifche Gleichung drey mögliche Wurzeln hat, weil die 
Formel, welche eine einzige mögliche Wurzel zwar in ir⸗ 
rationalen Ausdrücken, aber doch vollftändig angiebt, in 
jenem Kalle mit unmöglichen Größen vermengt iſt. ©, 
Cardans Regel. 


Catacauſtica ift die Brennlinie durch Zurückftraß: 
lung. In dem Artikel, Brennlinie, iſt die Beſchaffen⸗ 
heit dieſer Gattung von Linien erklärt, auch iſt die Con⸗ 
ſtruction der Catacauſtica für den Kreis gemwiefen. Hier 
iſt die Abficht, eine allgemeine Methode und Formel zu 
ihrer Erfindung anzugeben, — 
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I. Brennlinie für parallele Strahlen. 


i. Es iſt LMNO (Fig. 6r. Tab. IV.) ein Bogen 
einer Frummen Linie, AX die Kbfaffenlinie, auf welche 
die Ordinaten MP, NQ fenfrecht find. Die Mormalen 
MR,NR ſchneiden fich in AR; die zurlichaeworfenen MS, 
NSinS. Die Ordinate NQ wird von MR in m, von 
MS in n gefchnitten. Es it MAIN=MmN —mNR 
—=PMR-—QNR, und MSN=MnN—nNS 
—=PMS—OQNS. DaPMS=—=27rMR, und QONS 
—=sz0QNR, fit MSN=2MRN. - 


3.Xufgabe. Dieallgemeine Gleichung für die Cata⸗ 
tauftica der Parallelſtrahlen zu finden. 
| I. &s fen (Fig. 61: Tab. IV.) Ap=x,PM=y, 
die Normale ſchneide die Abjeijjenlinie in HL, fo ijt die 

En ydy. 2 
Subnormale PH = > (berüßrende dinig 42). Mat 
EN OR ER VER 
feße 7. =P» fo daß PH = py, und tang PMH=BP 
if. Der zuriichgeworfene Strahl fehneide die Abfeiffenz 
linieinV; ſo iſ PMV=2PMH, alſo tang PMV 
2p 

1 — pp 
— „ap: 

i-pPp 

II. Es fen ST fenkrecht Auf die Abfciffenlinie, und 
‚ AT=t; TS=u Nun it PM: PV=TS: TV 
und daher PM-: PV=PM— TS: PV— TV, das iſt 
1 — pp: 2p=y—=uit—x, alfo (L— pp) (t—x) 
=ıpyon) 





(Goniom: 46.) Folglich it PV 


€r 
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II. Wenn 8 ein Durchſchnitt irgend zweyer Strah⸗ 
len MS, NS iſt, fo darf man für x und p irgend zwey 
sufammengehörigex + Ar und p+ Axfesen, ohne t und 
an zu verändern, Soll aber S ein Punet der Brennlinie 
feon , fo müffen die Veränderungen von x und p Fleiner 
als jede angebbare Größe gedacht werden, das ift, Die 
Gleichung muß differenrüire werden, fo aber, daß t und u 
ungeändert bleiben. Nach diefem Verfahren ift 


— zp(t— x)dp—(I—pp)dx—.2 y—u)dp-+2pdy. 


IV. Für dy fege man pdx, und fir y— u feinen 
Werth aus der Öfeichung in (IL), fo wird erhalten 


d 
tx — . ‚fo daß 


t—x u — 


wo dp für den Fall der Figur negativ ift, das ift, die 
zweyten Linterfchiede der y abnehmen, und die Curve ge= 
gen die AÄbfeiffenlinie concav ift. i 
V. Ferner it, wenn für t—x fein Werth aus (IL) 
geſetzt wird, 
(r—pp)dx 
2dp 


ı—pp)dx 
un. 


y_-u— 


» fo daß 


VI Aus der Gleichung zwiſchen x und y wird der 
| d 
Werth von p, und daraus der von erhalten. Aus den 


beyden Gleichungen für t und u, und der Gleichung jwi- 
fhen x und y werden die beyden Grüßen x und y heraus: 


Y \ 
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gefhafft, wodurch die Gleichung zwiſchen t und u herbors 
geht. Diefes Verfahren aber iſt mühſam. Bequemer 
werden die Werthe von t und u durd) die zugehörigen = 
und y beftimmt. . 


3, Die berührende an der Brennlinie KSk in $ ift 
der zuruͤckgeworfene Strahl MSV. 


Denn der Winfelder beruͤhrenden mit der Ordinate nach 
der Seite, auf welcher der Anfang der Abfeiffenliegt, hat zur 


dt 


Tangente den Quotienten er (berührende Linie, 14.) 


Nun ift aus (2. IV. und V.), wenn dx conftant it, de 


(1— pp).dxd’p . i 


BR pdaxdꝰp 
— — 2 dp" alſo 


2 


und du — — 


dt 

=. > u — Das Verneinungszeichen zeige 
an, daß der Winkel der berührenden mit Ts nach A hin 

ſtumpf iſt, wenn näamlich p<r iſt, wie in dem Falle für 

unfere Rechnung, worin PMV fpig iſt. Alſo iſt die Tan⸗ 











2 
gente dieſes Winkels nah TX hin —* mr - 
TV .PV-PT | 
2 2 I—pp)dx 
a 
21—pp ı PP 2dp 
j pdx_ — 2 pu “ . o / 2 
= dp — ı—pp. Demnad ifttang TSY= -— = 


Folglich ift TSV der Winfel der berührenden mie TS, und 
MSY die beruhrende an der Brennlinie in 2. | 
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[3 


Yd 
Es en ne . Denn Ms* 


p° dxt ar m 
— + Ppler 





dp Type. 
Ye dx® 5 
== em - Die Wurzel MS befommt das Vor⸗ 
„ex — — | 
k jeichen — weil * negativ iſt, da die zurlickwerfende Li⸗ 


nie gegen die Abſciſſenlinie hohl ſeyn fol. Dadurch wird 
MS, wie der Halbmeſſer der Krümmung MR, poficiv, 


5. Es ſey s der Bogen der Brennlinie von irgend einen 
wa KR angenommen bis zu S, fo it 


_ (ut pp)dx® x’dp 


2 dp* 
| | dt und sin TSV. 
Denn es iſt Te 
tang TSV 2p 


= — 7— Lu 3 0 2 Se 


und sec sv: — — + — ——— 





un * ———— 
* 
alſo sin TSV= — und — dt. 
A Ixd® dx dp® » 
Da d= — ſo iſt ab —⸗ * SE 


6. Es ift der Bogen der Brennlinie — Ms 4“-PM- 
Conft , wo die befiändige Gröſſe die Summe der Ordi⸗ 
nate an der zuruͤckwerfenden Linie, und des zurückgewor⸗ 
fenen Strahls für denjenigen Punct der Brennlinie iſt, 


ed by Google 
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von welchem an der Bogen derfelben genommen wird; 


— (ı+ pp’ dx Ep | 
Denn esiftd.MS—=—pdx + "adpe — 
—dy-+ ds, over ds — d. ms& dy, und daher 
s—Ms-+ PM —Conit., wo die Conft. fo beſtimmt 
werden muß, daß im dem Anfangspuncte der Brennlinie 
der Werth von s=.o fey. . 


7. Iſt die Gleichung zwifchen x ımd y eine algebrais 
fhe, fo ift der Bogen der Brennlinie recrificabel, 


8. Der Halbmeffer der Krümmung in M fen u 


# 


Es ffr=—(1+ pp) Fe (Kruͤmmungskreis 2. R 


8 1 
| Demnach ift -MS *—5 und 


= — — + y- conſt. 
= 
9. Es ſey R der Mittelpunct der Krümmung für 
den Punct M, und RG ſenkrecht auf MSV, fo ill MS 
==} MG, over MS—=#rco[RMG. Denn «6 iſt 


. * d 1 e, . 
ung PMH = —* ==p, alfo auch tang RMG=p. 
Daher cof ee — Goniometrie, 14. 
— RE | 
i = = ——ıM3, 
folglich MG—MR co(RMG 7 — ⁊ 


10. Exempel J. Die zuruͤckwerfende Linie ſey ein 
Kreisquadrant BMD, deſſen Halbmeſſer AB iſt. Fig. 62.) 
Die Strahlen fallen parallel mit AD auf, - Die Linien in 
der Figur behalten ihre Bedeutungen und Benennungeny 





⸗ 
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wie in der allgemeinen Figur und Rechnung. Der Halb- 

mejfer des Kreiſes ſey —a. Die Gleihung für denfelben 

it a—xx +yy Die Differentialgleihung iſt 
a 


o—xdx + ydy, alfo p=——. Die Negation zeigt 


| | y | 
an, daß die pofitiven Ordinaten abnehmen, wenn die pofis 


. —ydx td 
tiven x wachſen. Hieraus ift dp m 


| dy—prdx ' d | 
== age Folglich = x 





— y* 
5 — 
— I Ferner if 1 —pp= I, alfe . 


yyxx, 7’ __(gaa—2yy)y 
2yYy a Ge: « 

I. Für gleiche aber entgegengefeßte x bat t gleiche 
und enfgegendefesste Werthe Ebenfalls har für gleiche 
und enfgegengefeste y die Ordingre u zwen gleiche und ent: 
gegengeſetzte Werthe. Die vollftändige Brennlinie beftehe 
aus vier folchen, fich gleichen Bogen wie BSF, eis 
nem in jedem Duadranten des Kreifes. Zwey ‚gehören als 
Brennlinien zu den von der converen Geite des Kreifes zus 
rückgeworfenen Strahlen, 


II. Kür x — o, undy =a, ift to, un 
y=}a=Ar. ih rm 

IV. Für kleine x iſt t viel Fleiner ala x, Mi: x 
—xx:aaift. Auch verändert u ſich wenig für ſolche x, 
da y fi wenig verändert, und in dem Producte 
(3aa—2yy) y ber eine Kactor zummmt, wenn der an⸗ 
bere abnimmt. Daher find die Durchfchnirte der zurück“ 
geworfenen Strahlen bey P herum am dichteſten bey 


einander, 


— 
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V. Der größte Werth von uiftay’ L Dieſer iſt 
namlich derjenige, für welchen der zurückgeworfene Strahl . 
der Abfeiffenlinie parallel, oder mit dem auffallenden Strahl 
einen rechten Winkel macht. Alsdann ift p == 1, und 
2 —-pp=0, bafry=xmay'}. 


v1. Echiſt a + pp = 5» der Halbmeſſer der Krüms 


—— | FJ 
mung ⸗ a und Ms y, oder MI 


IM. 


VI. Der Bogen BS—F y-+y— Conft. Da In 
dem Anfange B des Bogens y—o ift, fo ift Coni= o 
ud B=3y 


VIII. Man ziehe die fenfrechte AG auf den zurũckge⸗ 
worfenen Strahl, fo it MAs — JMG. Man halbire 
AM in E, und ziehe ES, fo iſt BS parallel mit AG, alio 
fenfrecht auf MG, und der Puner $ ift auf den Umfan⸗ 
ge des über EM beſchriebenen Halbkreiſes. Man ziehe 
durch S den Durchmeſſer SCH, fo it der W. Ecs 
—2CMS—=sAMP=2DAM, alfo ECS —2 DAM. 
Mit AE befchreibe man Ben Quadranten FEK, fo if 
dieſer fo groß als der Halbfreis SEH, und der Bogen ES 
fo. groß als der Bogen FE. Denn wenn fid die Winkel 
an den Mittelpuncten zweyer Kreife umgekehrt wie bie 
Halbmeſſer verhalten, find bie zugehörigen Bogen gleich 
groß. Kolglich wird die Brennlinie FSB durch den Punct 
'S des Halbkreiſes SEH , bey der Wälzung deffelben auf 
dem Duadranten FEK befchrieben, fo bag H auf Kliegt, 
wenn 5 in B fällt, und die Brennlinit iſt sim Epicylloide. 
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13. Erempel II. Die zurückwerfende Linie fey eine 
Parabel CBD, (Fig. 63.) deren Xre AB, Scheitel'B 
it. Mir ver Are paraflel fallen die Strapfen wie PM 
auf. Der Parameter ſey —a, die ge :gebere AB=b, bie 
Abfie AP=x;PM=y, 4 (by). 


E 2x 
Daraus axdx——ady, und Pp=-T7; d= 


2dx 
— — — 


— Alſo iſt t—⸗x — x EN. Daı— pp 


Ban IE 3 
— — ſo it umy— 


aa—4xX — 
4a — 


+ b- y— b— Ja. Der Vereinigungspunet aller zu⸗ 
rückgeworfenen Strahlen, die auffallenden parallel 
mir der Are geſetzt, iſt ein einziger Punct S, deſſen « 
Abſtand vom Scheitel — 2 a vder + des Parame- | 
ters iſt. Diejer heißt — — Brennpunct der Pas 
rabel. Es laßt fich diefes auch unmittelbar aus der 
Natur der Parabel herleiten, 


12. Erempel III. Die zurückwerfende Linie fen eine 
Enfloide, deren Hälfte DMB in Fig. 64. gezeichnet iſt. 
Die Are it AD, als der Durchmeſſer des befchriebenen 
Kreiſes; die halbe Baſis ift AB, gleich dem halben Klms 
fange deſſelben. Die Mormale in einem Puncte M gehe 
durch) denjenigen Punct der Baſis H, wo ber ſich wälzen: 
de Kreis fie berührt, indem der b fhruißende Punet deſ⸗ 
ſelben in Miſt. Man ziehe CH ſenkrecht auf AB in A, 
und nehme CH=#FAD, fo it G ver Mittelpunct bes 
fich walzenden Kreiſes, un CMH—=CHM=HMP. Alſo 
geht die zuruͤckgeworfene dinie durch dieſen Mittelpunct. 
Der Halbmeffer ver Kruͤmmung an der Enkloide in einens 
Dune M=3MH. Zieht man durch H, die ſenkrechte 


ed! Google, 
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MS an die verlängerte MC „; fo iſt daher 8 ein Punet der 
Brennlinie, wie esaus (9) leicht folgt. Wegen des rechten 
Winkels CSH ift S auf dem Umfange des über CH bes 
fchriebenen Kreifes. Der M itrelpunet deſſelben ſey in K, 
fo iſt der W. SEH— 2SCE! "Es fen'N der andere @nde 
puner des Durchmeſſers MCN in dem erjeugenden Kreife 
für die Eyfloide, fo it der Bogen NH == Bogq, SH, da 
die zugehsrigen Winfel an den Mittelpuncten ſich umges 
kehrt wie die Halbmeffer verhalten. Der Bogen HM it 
- dem Theile HB der Baſis gleich, alio die Erganzung zum 
Halbkreiſe, namlich der Bogen NH=AH. Daher iſt 
auch Bog. SH AH, und der Punet S liegt auf der 
Cykloide ASB, die durch die Walzung des über dem Durchs 
meffer CH befchriebenen Kreifes erzeugt wird. „Die Brenn: 
linie der Enfloide für Strahlen, die mit der Are AD pas 
ratel auffallen, ift wieder eine Cykloide mit einer go ſo 
hai Def 8. 


\ 


I. Srmnlinie für Strahlen, die 09H einem ge⸗ 
gebenen Puncte ausfahren. 


15. 1. Es iſt LMNO (Sig. 65.) eine krumme? Knie, 
an welche von dem gegebenen Puncte A Gerablen mie 
AM, AN fallen, und nah MS, NS zurückgeworfen were 
von. Die Mormalen in M, N find MR, NR, die ſich 
in R,fchneiden, und jene den n intel AMS, dieje den 
ANS, halbiten. | 


IE Die Linie MR ſchneide AN in P, unt NR 
fhneide SM in Q, fo it, weil ver 5. MPN ber Sum⸗ 
me der beiden innern Winfel in jedem der beiden Drey⸗ 
een PRN, PAM, und eben fo MON der Sumne der 
beiden innern Winkel in jedem ber — eh es 
gleich iſt. 

MRN +ANR — MAN+ AMR, 
MRN-+8MR = NSM-+SNR.- 


u U 


FREE 


—— — — 1 | ee i  — 


\ 
} 
’ 
[; 
4 
1: 
| 


——— en i u U 
I a w inne |: 


— 


J 
— 16; - 
. — 2 


— ET ET SE eh 





= 





— 


.—— ·— ⸗ 
zum . 
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die Addition dieſer beiden Gleichungen giebt (wegen AMR 


=5MR um ANR=SNR) 


eMRN = MAN -+-NSM, 


ſo daß der Winfel RA das SuaeNtge Mittel mwiſchen 


den beiden A und S iſt. 


II, Man befchreibe aus A mit dem Halbmeſer AM 
innerhalb des W. MAN den Kreisbogen Mm, und aus 
5 mir MS innerhalb des W. MSN den Kreisbogen Mn, 
fo ift ver Winkel NMm der frummen Linie mit dem Bo: 
gen Mm (d, i. der Winkel ihrer berührenden in M) gfeich 
AMR over ARMS, weil AMm,, RMN beydes Rech- 
se find, und RMim ihnen gemein ift. ben fo ift der 


W. NMn=RMS, alſo W. NMm=NMn., 


IV. Wenn $ ein Punct der Brennlinie feyn foll, fo 
a der Bogen MN kleiner als jede angebbare Größe 
fehn. - Mlevann it Nm=MN.sia NMm, und Nn 
—Mn. sinNMn, alo Nm=Nn. 


Alsdann iſt auch Mm=MN. coſN Mm=MN. 
col AMR, und Mn = MN.co([NMn = MN.colRMS. 
Auch ift MR oder NR der Halbmeffer der Krümmung in 


» M, und. R der Micrelpunce des Krümmungsfreifes, 
+ WE fy AM=z;5SM=u;RM=r, wo SM, 


RAM die Gränzen der fich fehneidenden MR, NR, und 
MS, NS find. Ferner fy AMRZ w, und der Bogen 
LM von irgend einem Puncte L an genommen —s. Erſt⸗ 
lich iſ da du. 





= — 

3weytens m MRN— — MAN= —, bh 
DRAN. = nn 

an nie Wintel find dier Kreisber 


en mit einem der Einheit gleichen Halbmeſſer. | 


f 
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Nun iſt aus (II.) | 


2 ds cofw. da colw. ds 
r 2 u 
Daraus ift 
’ rzcofw 
u — 


— —— — — — ⸗ 
22 —rcolu 


VI. Für die krumme Linie muß eine Gleichung zwĩ⸗ 
ſchen dem Radius AM und dem Winkel BAM, den 
AM mit einer der tage nach gegebenen AB macht, oder 
einer Runction diefes Winfels, gefunden oder gegeben fern, 
Aus diefer wird für irgend ein zder Werth von r und von 
cofı hergeleitet. Der daraus’ zufolge der Formel für 
u gefundene Werth von MS wird auf ben zurückgewor⸗ 
fenen Strahl gerragen, um ben zugehörigen Punct der 
Brennlinie zu erhalten, 
VII. Man ziehe RG fenfreht auf MA, fo ift 
A G n 
MG=colo, und MS= ——— Man 


MAMG 
halbire MG in H, fo iſt MS= — —⸗ weil 


MA—AH=HM=AMG iſt, es mag 6 jenſeits 
oder diesſeits A liegen, 

14. Wenn die auffallenden Strahlen fich parallel 
find, fo ift z unendlid groß, und umtcow, wie in 
( 6.) gefunden iſt. | . z 

15. Daß die zuriickgeworfenen GSteahlen bie Brenn | 
linie berühren, ift in (3) für, parallel einfallende Strahs 
len analytifch erwieſen. Dafjelbe gilt auch für divergirend 
auffallende. Denn nicht auf ven Winkel, welchen die aufe 
fallenden Strahlen mit den Mormaler und unter fick 
machen, kommt es bier an, fondern Darauf, daß die zu⸗ 
tücfgeworfenen mit den Mormalen diefelben Winkel wie 
die auffallenden machen, £ | 
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16, Wenn die zuriickgeworfenen Strahlen ſelbſt ſich 
fhneiden, fo fann man A und. S als die Brennpuncte einer 


‚ die Framme-Linie in ders Bogen VEN- oſculirenden El⸗ 


lipſe betrachten; das iſt, einer ſolchen, die zwey unendlich 

nahe Puncte und die daſelbſt berührenden mit der Eur: 
pe acnein hat. Es iſt alſo, zufolge der Natur der Ellipie, 
AM+-MS=AN+NS, mb AN-AM=SM 
—s N. Schneiden aber die rückwärts genommenen Vers 
kängerungen der zurückgemorfenen Strahlen fich einander, 
fo find’ A und S die Brennpuncte einer die krumme Linie 
ofcukrenden Hyperbel, und e8 if, AM—MS=—=AN 

—NS, alio nun AN—AM= SN—8M. 


17. Han. befrachte in dem erſten Kalle die zuriichwers 
fende Linie als eine Neihe von elliptiſchen Bogen, die eis 
nen gemeinfchaftlichen Brennpunft A haben, . - Der ans 
dere Brennpunet rückt auf der Brennlinie fort, fo wie 
der Finfallspunct auf der zurückwerfenden Linie fortrückt. 
Ned es Flement der Brennlinieliegt in der Richtung eines zus 
růckgeworfenen Strahls zwiſchen den Durchſchnitten mit 
zwey andern auf beiden Seiten unendlich nahen, und iſt die 
Verlaͤngerung deſſelben in Ruͤckſicht auf den unmittelbar 
folgenden. Es fen die ftetige Folge der auffallenden Strah⸗ 
len, a,b, c, d....z, deren jeder von dem vorher: 


. gehenden‘ unendlich. wenig verfchteden ift. Die — ge⸗ 


horigen zurückgeworfenen ſeyn &, By, d- - Der 
Anfang der Brennlinie fey indem Durchfehnirte er beiden 
eriten x, 9, die Meihe der Elemente auf der. Brennlinie 
fiy ds, ds’, ds", etc. Ihre Summe ſey = 8. 
Es iſt | in 18 
a+a=b +B J 

b+ß+d =c+r 

et y+di=d+d 
dri+dt—erts | ** 


etc. «ic. 
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Bey der Addition aller dieſer Gleichungen heben ſich alle 
Paare, b63 c45, etc. gegen einander auf, bis auf 
dus erſtere a a, und das legte zw, und es iſt 
+4-+5=z-+o, alfo | Ä 


Sa —a— (a—o)- 


Die Brennlinie ıft alfo rectificabel, wenn die zuruͤckwer⸗ 
fende eine algebraifche ift. — 


77 Wenn die zurückgeworfenen Strahlen divergi⸗ 
ren, ſo iſt. N 


i—.—b—ß 
b=-ßB—d!—c—y 
etc. etc; 

md  a—.—5—z—a 

alfo S_a—2z— (s—ö). Ä ; 


18. Wenn die zurüichwerfende Linie ein Kreis iff, fo 
ift es ſehr leicht, Puncte der Brennlinie zu finden, da der 
Halbmeſſer der Krümmung und der Mirtelpunct derſelben 
unveranderlich find. — Die Nufgabe ift ſchon indem Xrtis 
fel Brennlinie C>— 9) aufgeloſet. Da für 'paraliele 
Strahlen die Brennlinie eine Epicykloide ift, fo wollen 
wir juchen, ob eine folche andy fiir divergivende Strahlen 
Statt habe. 


Es fin R (Fig; 66.) der Mittelpunct des zurt'ckwer⸗ 
fenden Kreifes BM. Um denfelben fen ein Kreide FDE 
befchrieben, auf deffen Unifange ein anderer Kreis DSM 
ſich walze, und mit dem Punete S des Limfanges eine 
Epienfloide befchreibe. Der Mittelpunet diefes Kreifes 
fg C. An einem zurüchwerfenden Punere M fen das 
Einfallsloth RM gejogen, und MS der jurückgeworfene 
Strahl, MA der einfallende von einem Puncte A auf der 
dinie BRA durch Rund den Anfang der Walzung F, 
Man ſucht das Verhaltniß MS:MA. Es ſey RM 
=r; RA=a; CM=b; MS=u; MA=z; 
W. CMSA. 


ı 


— 
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Erftli it u=ab colu. Zweytens folgt aus ber For 
rucolv 


melin (13.V.) 2 Sole Setzt man für 


| 
Hi 
1: 
Bj 
9— 
Er) 





eoſo⸗ feinen Werth, fo it z= — Alſo iſt 


das Verhältniß z:u ein unveränderliches, nämlid 
r:ı4b—r. Drittens muß der Abſtand RA des Punc⸗ 
tes A von R unveränderlich ſeyn. Nun iſt in dem Drey⸗ 
efe ARM für die dren Seiten nebft dem Winfel » Die 
Sleichung, a—=rr + zz — arz cofw, und es if, 
wenn in der Formel für z der Werth von u gejegt wird, 


br cof: 
= In oder abgekürzt, z—mrcolw. Die 


fer Werth in jene Steichung, geſetzt, giebt aarr 
+ m?r?2colwo2 — zamr? cofw?. Damit a eine end: 
liche unveränderliche Größe fen, muß der Factor der 
‚veränderlichen, coſu?, Null ſeyn. Diefes giebt m—a2, 
und ar, fo daß der ſtrahlende Puner auf dein Umfan⸗ 
ge bes jurüchwerfenden Kreifes liegt. Ferner ift 2b= 
2(4b—r), daher zb=r Nimmt man alio 
RF= 4 RB, und läßt den Kreis mir dem Durdye 
meſſer DM= 3% RB fid auf jenem mälzen, fo ift die _ 
von einem Puncte S auf dem Ilmfange des lettern bes 
fchriebene Epicnkloide die Brennlinie für die von A auf: 
fallenden Strahlen, wenn nämlich ben der Berührung in 
F der Punct S in F fallt. Sie geht durch den Punct A. 


Nimmt man den ftrahlenden Punct A auf dem End⸗ 
puncte des. Durchmeſſers eines zurückwerfenden Kreiles, 
fo laßt ſich leicht zeigen, daß MS (u) ju MA —2) 
ein gegebenes Verhältnig hat, da 2 arcolw ift, alfo. 
um % ziif, Hieraus ergiebe fich fogleih, daß die 


3 
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Brennlmie eine Epicykloide ift, deren Conſtruetion die 
vorher gefundene iſt. 


Wird m umendlich groß genommen, ſo iſt 4ab — ⸗o 
daher a unendlich, fo wiez. Die Strahlen fallen paral- 
lel auf, und der Halbmefjer des ſich wäljenden Kreifes iſt 
— 4#r, des undwegen=#r, wiets in (10. VIIL) 
gefunden ift, 


Die Epichkloide oder Brennlinie fiir die von A. auf 
dem Umfange des Streifes auffallenden Strahlen iſt diejenie 
ge, welche wegen ihrer Geſtalt aud) die Cardioide ges 
nannt wird, f. Cardioide. 


19. Die zurüchwerfende Linie LMNO (Fig. 65.) 
fen eine Ellipfe, auf welche die Strahlen von dem einen 
der. Brennpuncte A fallen. Die halbe große Are ſey 
— a; die halbe kleine Are = b, Fir die Eilipfe iſt der 

bb 

acolw3 (. El⸗ 


lipfe), folglich die Sänge des zurückgemworfenen Scrahls 
bbz 


Halbmeſſer der Krümmung r — 


— — — — 0 — * 
u 777 Daraus iſt 2au z colo 


—b?(u-+z) An der Ellipſe iſt die Summe der beiden 
Linien, die aus den Brennpuncten an einem Punet ihres 
Almfanges gezogen werden, — 2 a, und ihr Product 
2 

colw? 


‚ aus welchen beiden Gleichungen Diefels 


be wie die zwifchen u und z gefundene entſteht. Die auf 
die Ellipfe ausdem einen Tirennpunete auffallenden Strah⸗ 
len werden alfo alle nach dem andern Brennpuncte hin je 
rückgeworfen. 


Cavaleri's Methode des Untheilbaren 
Gethodus Indiviſibilium) iſt ein Verfahren, Sicchen 
und Korper zu meſſen, wobey Linien als un-heilbare Ele⸗ 
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mente ober Beſtandtheile von Flächen, und Klächen als 
ſolche Beſtandtheile von Siörpern angefehen werben. 
Bonaventura Cavaleri, ein ®eomerer in dereriten 


- Hälfte des 17ten Jahrhunderts, aus dem Orden der Se: 
ſuaten, war Profeffor der Marbematif zu Bologna. Er 


bar feine Merhode in einem Werke vorgetragen, welches - 
din Fire! führe: Geometria indivifibilibus continuo- 
rum nova quadam ratione promota. Autore F. Bo- 
naventura Cavalerio. Bononiae 1635. 69°. pag. 4. 
Zweyte Ausgabe 1613. Er erläuterte ſie nachher noch, 
in den Exercitatonibus geometricis, Bonon. 1647. 
a, und vertheidigte fie gegen die Einwürfe des Guldin, 
Nor Eavaleri hat Kepler die Ausmeſſung manderly 
Korper durch Zerlegung in Elemente, aber Forperliche, 
gezeigt, in dem Supplemento Stereometriae Archime- 
deae, die ber Stercometria doliorum vinariorum, 
Lincü 1615 Fol: bengefügt iſt. Gavaleri führt auch 
Keplers Unterſuchungen in der Vorrede zu feinem erften 
MWerfean, mit der Bemerfung, daß es ihm angenehm ge: 
wefen, feine neue und bequueme Methode auf die don Kep: 
ler aufgeitellten neuen Gattungen von Körpern anzuwen⸗ 
den: Guldin nahm von Diefer Anzeige einen Grund her, 
daß Cavaleri durch Kepler auf feine Merhode geleitet 
ware. Dielen widerſpricht E. in feinem zweyten Werke, 
und fügt hinzu, Kepler fese aus höchft kleinen (minutifli- 
mis) Körperchen ohne Zwifchenräumchen drößere jufamz 
men, er aber fage, daßebene Figuren ſich wie die Aggre- 
gate dleich weiter Parallelen, Körper, ſich wie die Aggre— 
gate gleich weiter parallelen Ebenen, verhalten. Geis 
ne Mierhode fen die von den Alten ſchon gebrauchte, nur 
einfacher gemacht. In der That iſt die Exhauſtions⸗ 


Methode der Alten im Weſentlichen dieſelbe mit der Ca— 


valerifchen, nur daß jene ihrer Beweisart die befriedigendite 
Evidenz gaben, dagegen Cavaleri's Merhode durch 
die Unbeſtimmtheit des Begrifſs, unrheilbare Größe, und 
durch das Linendliche eine Dunfelgeit laßt, die der Lirjer 
ber fe'bft in. der Vorrede zu dem fiebenten Buche feines 
Werks befürchter, daher er eben dieſes Buch dazu wid— 


I) 
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met, andere Beweiſe für die vorher erwieſenen Sätze, 
ohne. den Begriff des Linendlichen zu geben. Die Alten 
fanden zwen Eummen endlicher Größen, jwijchen welchen 
die Größe liegt, deren Werth beſtimmt werden. foll; die 
gemeinichaftliche Granze beider Summen ift dieſer Werth. 
Sie zeigten, daß derjelbe weder größer noch Fleiner ſeyn 
konne als jene Gränze.. Cavaleri erfpart fich die Mühe, 
die beiden einfchließenden Summen zu beitimmen, und den 
eben. gedachten Beweis zu führen. Gr fucht gleich die 
„Granze,der, Summe einer unbejtimmten Menge unendlich 
Fleiner Größen, fest aber flir die letztern endliche ihnen 
proportionale einer andern Art, und druckt die unendlich 
große Summe durch eine propsrrionale endliche- Größe 
aus, welches möglich iſt, weil’ Hier nicht die abfolurd 
Menge, fondern nur eine proportisnale gefucht wird, in⸗ 
bem immer zwey Größen auf eine gleichformige Art in 
unendlich viele Theile gerheilt werden. Cavaleri erfläre 
ſich nirgends deutlich über feine Indiviſibilia. In einem 
Scholium im aten Buche, p. 17. wo er eine Bedenk: 
lichfeit wegen feiner Beweisarr heben will, laßt er eg um: 
entfchieden, ob die jtetigen Größen ganz und allein aus 
den Untheilbaren zufammengefegt feyn, oder ob zwifchen 
ben Lintheilbaren noch etwas enthalten fe. Die Um 
theilbaren find ben ihm- parallele ihren und Ebenen, jene 
als gleichſam untheilbare Abſchnitte von Flächen, diefe ald 
folche von Körpern. Mun fann man aber durchaus nicht 
Flächen aus Linien, noch Körper aus Flächen zufammene 
fegen. Der Ausdruck, Indivifibilia, verurfacht hier eine 
ſehr nachtheilige Dunfelfeit und, Schwierigfeit. Nimmt 
man Linien und Flachen für das, was fie wirffich find; 
fo Fann man feine Flachen und Körper daraus zuſammen— 
fegen. Nimmt man fiefür höchſt ſchmale Släcenftreifen 
und förperlicye Abfchnitte, jo leidet entweder die Senat: 
igfeit, wenn man ſich dieſe als endliche Größen gedenkt, 
ober bie Deurlichfeit, wenn man fie als unendlich Flein oder 
verſchwindend betrachtet, . 
In dem Corollarium des 3. ©, im a. Buche giebt 
Eavaleri ſelbſt an, was die Grundlage feiner neuen Geo: 
D» 
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metrie fen. Erfagt, um das Verhaltniß zweyer ebenen, 
oder Ferperlichen Figuren zu finden, brauche man nur das 
Verhaltniß zu fuchen, welches in den ebenen Figuren alle 
ihre nach) irgend einer Negel genommenen Linien, uud in 
‚den Forperlichen Figuren alle ihre gleichergeftalt genommer 
nen Ebenen (d. i. Durchſchnitte) haben. Die Regel iſt 
bey ebenen Figuren irgend eine in ihrer Ebene gezogene 
gerade Linie, mit welcher innerhalb der Figur unendlich 
viele parallele gebacht werben; 5 per Körpern ift fie eine 
Ebene, mit welcher innerhalb des’ Körpers unendlich viele 
parallele Durchſchnitte gelegt werden. 


Es fen die gerade Linie RR (Fig. 67. Tab. w. Y.) 
eine ſolche Regel. Mir diefer werde SS parallel gezogen. 


Innerhalb diefer Parallelen find die Linien AB und DC, 


gerade oder frumme, wie auch ab und de, gezogen, mit 
den Geſetze, daß die. in einerlen Abftande von der Regel 
innerhalb der Figuren ABCD, abed, mit jenen parallelen 
MN, mn ein gegebenes Verhaltniß baben, Sind AD, 
ad, die Durcfchnitte der Figur mit RR; und BC, be 
die Durdfchnitte mit SS, fo it AD:ad—=BC: be 
— MN : mn. ..Diefes gefeßt, verhalten ſich Die Flä⸗ 

enräume der Figuren ABCD, abed, wie ADrad, oder 

ie zwey einander zugehörige, MN ; mn, Cavaleri, 
X, 11. prop. 4, - 


Durch die Linie RP lege man eine Ebene als Tegel, ' 
mit welcher durch die parallele SS eine Ebene parallel ge: 
legt werde. Zwifchen beiden Ebenen fern zwey Körper 
enthalten, deren Durchſchnitte mit einer dritten Ebene 
die Figuren ABCD find, Die Durchſchnitte dieſer Kör⸗ 
per mit den der. Regel parallelen Ebenen in einerley Ab⸗ 
ftande von derfelben ſeyn in einem gegebenen Derbältniffe 
p: q, fö finddie Körper felbftin eben bemfelben Berbält: 
niffe p:g. Cavaleril.c, 


Zum Beyſpiel nehme man einen Kreis und eine Ellipſe, 
deren große Axe dem Durchmeſſer jenes gleich iſt. Die 
Ordinaten, die uf einen Durchmeffer und die große Are 
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ſenkrecht find, verhalten fih in beiden Figuren, fi dies 
ſelbe “Abfciſſe, wie der Durchmeffer und die Fleing Axe, 
daher wdie Slachenräime eben fo. — Laßt man den Kreis 
fich um einen Durchmeffer, die Ellipſe fich um die große Are, 
drehen, fo verhalten fich die lächenfchnitre, die ſenkrecht auf 


jene Linieh find, wie die Quadrate der großen und der 


Heineit‘ Are, und eben fo die Kugel und das oblonge 
Spharsid, — mn 

Eind in den beiten ebenen Figuren die Durchſchnitts⸗ 
linien, welche der Regel RR parallel find, in demſelben 


Abſtande von diefer gfeich, ‘fo find die Figuren dem Flaͤ— 


chenraume nach gleich, fie mögen daben ſich ähnlich fenn, 

oder. nicht, a na 
Desgleichen, wenn in den Körpern, die zwifchen zwey 

parallelen Ebenen enthalten find, die Durchſchnitte mit 


derfelben, ‚jenen parallelen , Ebene gleich: groß find, fo find 


die Körper dem Raume nach gleich, wie auch übrigens ihre 
Geſtalt verſchieden ſeyn mag. ar 

Gegner gebraucht diefe Beiden Sätze, von dir Glkichheit 
ber Figurenund Körper, ald Grundlage für die Bergleichung 
ebener Figuren undder Körper, Elem. Geometrineg.194. 
238, Die Flächen, erinnert er, werden zwar nicht aus 
Linien, noch die Körper aus Flächen zufammengefest, 
allein die geraden ‚Linien dienen, ihm zufolge, bloß zur 
Angabe. der Ausdehnung nach einer gewiſſen Nichtung, 
und eben fo zeige die Gleichheit der Durchfchnitte in den 
Körpern eine gleiche Ausdehnung an.- Bat 

Eavaleri erweiſet nun, nach feiner Methode, allgex 
mein. (L. II, Prop, 15.), daß alle ähnliche Figuren in 
bem zweyfachen Verhaͤltniſſe der gleichnamigen Seiten, 
oder der auf ähnliche Ark in ihnen gezogenen ‚Linien, fize 
ben, Der Beweis iſt etwas lang, weil er, wenn die Fi— 
guren von den parallelen Durchſchnittslinien, in mehr als 
zwey Puneten gefchnitten werden, fie in andere gleich große, 
durch die Addition der Theile, auf den Durchfchnittslinien, 
und Übertragung längs einer geraden Linie, verwandelt, 


1 
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Dann erweifet er (Prop. XVIL), daß alle ähnliche 

‚Körper im dem drenfachen Verhaltniſſe ihrer gleichnamigen 
Seiten oder der auf ahnliche Art in ihnen gejogenen-Linien 
ftchen. Der Beweis nimmt fünfzehn Quartſeiten ein, 
gum Theil wegen der Verwandlung der Schnitte in ein: 
fachere. Er iſt nicht lesbar, wie Cavaleri felbft befürch⸗ 
tet, läßt ſich aber, fo wie der vorhergehende Beweis, 
kurz und leicht genug machen, und zwar nach der. Cavale⸗ 
riſchen Methode. Eavaleri. glaubt ſehr viel geleiſtet zu 
‚gaben, daß er einen Satz allgemein erweifet, den die Alten 
‚nur von einzelnen Körpern PR garten (Schol. 
Prop. 16.1.1L).: - 


Ein Hauptfaß für die — der Flächen 
und Korper iſt der 24ſte im zweyten Buche. Expofito . 
‚parallelogranımo quocunque, in éoque ducta dia- 
metro; onmia quadrata parallelogrammi ad omnia 
‚quadrata cujusvis triangulorum per dictam diame- 
trum conlütutorum erunt in ratione tripla, uno la- 
ternun parallelogrammi communi regula exiftente. 
‚Das beißt: wenn in dem Parallelogramm ı und. dem D Drey⸗ 
ecke Parallelen, mit der einen Seite des erſtern gezogen 
‚werben, fo. iſt das Granʒverhaltniß — Summen der 
Quadrate von dieſen Linien das von 3:1. Der Aus: 
druck, ‚ratio tripla, kommt auch in a7ten Ei von dem 
Verhaltniſſe äbnlicher Körper vor, und bedeuter fe 
was man jest ratio triplicata nennt. 


Mir Hülfe diefes Satzes und des bon dem Verbält: 
niſſe aller Linien in dem Parallelogramm und dem Drey⸗ 
‘ecke, welches das von 231 iſt. (Coroll. 2. prop. 19.) 
erweiſet Cavaleri ſehr viele geometriſche Säge, zwar müh⸗ 
ſam aber doch finnreich. 


Cavaleris Satz folgt aus der Formel in (14.) bes 
Artikels, arithm. Reihen höherer Ordnungen. Die 
Summe der Quadrate der natürlichen Zahlen, 1 444 


9. trritmdrlttı) (art) Die 


e 
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Summe von r Quadraten, deren jedes rrift, rt. 


Diefe verhält ſich zu jener, wie r* : 2 (r+ı)(ar+n. 


Die. Gränze diefes Verhältniffes für ein unendlich großes 
riſt x*: 3 rt oder 3: 1. 


4 


Zum Beyſpiel nehme man einen Cylinder und Kegel 
mit gleicher Grundfläche und gleicher Höhe Man 
zeichne ein Rechteck, deſſen Grundlinie der Durchs 
mefjer der Grundfläche beider Körper, und die Hohe 
ihre Höhe iſt, und, ziehe darin eine Diagonale. Schnei⸗ 
det. man die Körper durch eine Ebene parallel mit dee 
Grundfläche, und zieht. in dem Mechtedenebit dem 
Dreyecke in derfelben Entfernung von der Grundlinie, wit 
dort von der Grundfläche, eıne parallele mir der Grundlinie, 
fo find die Durchmeffer der Durchfchnitte in den Körpern 
die Parallelen in den beiden Figuren. Die beiden‘ 
Durchfchnittsflächen verhalten fich wie die Quadrate diefer 
tinien; und alle Durchſchnittsflachen (nach Cavaleri's Ark 
zu reden ); wie alle Quadrate; daher Cylinder und Kegel 
wie 3 ju 1. (Prop. 34. Coroll. 4. feot. 9.) 


Ein anderes Beyſpiel giebt bie Quadratur der Para⸗ 


"bel, Es fen. (Fig, 68.) BAC eine Parabel, deren Are 


ÄD, auf welche die Chorde BC. fenfrechr ift. Die berüh⸗ 
rende im Scheitel A ifE EF. , Man ziehe durch den Punct 
C, und durch jrgend einen andern Punet M der Paras 
bel mit ihrer. Are die parallelen FC, PM, deren letztere die 
Ehorde-BC in. N frifft.  DWermöge ber Eigenfchaft der 
Parabel it FC:PM=AFqu: APqu, oder PN: 
PM=AFqu:APqu. Alſo iſt die Summe aller PIE 
zu dee Summe allee PM, wiedie Summe aller AFqu,. 
zu der Summe aller APqu. ' Die beiden erſten Summer 
verhalten fich wie dad Rechteck ADCF und der breylinige 
Raum AMCF;. die beiden andern, Summen verhalten 
fi wie 3z3t. Alſo iſt das Zeilineum der dritte Theil des 
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Rechtecks, und der parabolifche Raum BACB iſt zwey⸗ 
drittheil des Rechtecks BEFC. (Caraleri L. IV. 
prop. 1.) , 

Noch ein Beyſpiel fey Die Cubatur eines Kugel: Ab: 
ſchnitts und der Kugel’ felbft, "wozu es nöthig it, die 
Summe aller Quadrate der Drdinaten in einem Abfchnitte 
mir der. Summe der Quadrate der größten unter ihnen ju 
vergleichen, 


Es ift AEB (Fig. 69.) ein Halbtreis über bem Durche 
meffer AB aus dem Mirtelpuncte C befchrieben; ED eine 
beitimmte Ordinate fenfwecht auf AB, und AFED das 
Rechteck von den Coordinaten AD, DE. Kine unbe 
ſtimmmte Ordinate ift PM ju der Abſciſſe AP. Man 
iajfe das Mechtef AE und den Kreisabfcehnitt AMED 
fih um AD als Are drehen, fo befchreibt nach einem volls 
endeten Limlaufe jenes einen Cylinder, diefer ein Kugels 
ſtück. Beide Körper verhalten fih wie die Summen als 
ler eirenlaren Durchfchnitte, die mit der von DE befchries 
benen Kreisfläche parallel find, Da diefe Durchſchnitte 
ſich wie die Quadrate ihrer Durchmeſſer verhalten, fo vers 
halten fich die beiden Körper wie die Summen aller PNqu 
amd aller PMqu., Die Summe aller PNqu ift propors 
tional dem Producte ADx DEqu oder ADxXADX 
DB. Die Summe aller PMqu iff-die Summe aller. 
Producte AP.x< PB. Man verlängerte FA nad G, 
nehme AG= AD, und vollende fowohl das Quadrat 
AGID als das Mechtect AGHB. Sin dem Quadrate 
jieheman die Diagonaie AL, und errichte über dem Dreyefe 
AGI als Grundfläche ein drenfeitiges fenfrechres Prisma, 
befien Höhe AB ift. Auf AG. nehme man AL=AP, 
und ziehe parallel mit AB bie Linie LM, welche AI in 
N fchneide, fo ELQO(—=AL)=AP. Durch LQ 

führe man einen Schnitt des Prisma ſenkrecht auf’ die 
Grundfläche, fo ift der. Anhalt veffelbeen =LM<LOQ 
— ABAP. Dad Prisma verhält fich alſo wie die 
Summe aller Producte’AB>< AP, oder wic das Aggre⸗ 


gat der Summen aller Producte APxXAP+-APXEPB. 
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Auf der Seitenfläche des Prisma, das GI jur Grundlie 
nie hat, zeichne man über GI ein Quadrat, und nehme es 
zur Grundfläche einer Pyramide, deren Spitze A, und 
Höhe AG it. Eine Geitenfläche diefer Pyramide ift das 
Dreyef AGL Ein Schnitt duch LQ fenfrecht auf 
-AGI, alfo parallel mit der Grundfläche, ift ein Qua⸗ 

drat, und die Pyramide ift proportional der Summe aller 
Quadrate, wie LQqu, oder der Summe aller APqu. 
Der übrige Theil des Prisma ift der Summe aller 
APPD proportional. Diefer übrige Theil befteht aus 
einen Prisma von ver Höhe DB über der Grundfläche 
AGI, und den Theile des Prisma von der Hehe AD 
über derfelben Orunbfläche ‚ ber. nad abgefchnittener Py⸗ 
ramide übrig bleibt... Das Prisma von der Höhe AD 
wird ausgedruckt durch das Product 3 AGXGIXx on 
oder ZAD cub, Die Ppramide aber durh 4 G 
><GI>X<AG oder 2ADcub. Alſo ift der übrige hai 
jenes Prisma — #ADcub. Diefes werde zu dein 
Pritma von der Höhe DB, das iſt z zZ AG GI 
>xDBober$z AD)AD DB addirt, fo ift die Sums 
meZADx AD ><DB-+2ADcub. proportional der 
d Summe aller AP PB. Folglich verhält fih der Eye 
finder mit dem Halbmeffer DE zu dem Kugelabichnirte 
- über derfelben Grunpflähe wie AD<AD><DA ju 
— DB-+35ADcub, oder wie DB: 
3DB+4 | 
Kür die — ft DB=AD=AG, alſo verhält 
ſich der Cylinder, deſſen Halbmefjer und Hohe dem Halbe 
mejjer der Kugel gleich find, zu der Halbfugel, wie 1:4 
oder wie 3:2. Eben fo verhält ſich der Eylinder, deſſen 
Durchmeſſer und Höhe dem — er der Kugel gleich 
find, ju der ganzen Kugel, 


Die hieher gehörigen Säge ben Savaleri find Coroll; 
®ropof. 30. L. 2.; Prop, ı. L, 3.3 und Cor. r. 
#Prop. 34. L. 3. Die Deduetion ift bier fehr abgefürjt, 
Soc mit Beybehbaltung feiner Vorſtellungsart. 





424 Cavaleri's Methode 


Wenn die Linien, durch deren Bewegung oder Kork 
fließen (Cavaleri braucht einigemal das Wort flue- 
re) eine Figur beſchrieben wird, ſich um einen feſten Punct 
bewegen, ſo verhalten ſich die beſchriebenen Flaͤchenraͤume 
nicht wie Die Summen ber Linien, ſondern wie Die Gum: 
men ihrer Quadrate. Denn man muß hıer die Linien als 
Meprajentanten von verfehwindenden Kreisfectoren anfehen. 
Bey der Quadratur der Archimedeiihen Epirallinie ver: 
fahrt Eavaleri nach dieſem Grundſatze, wiewohl er ſich 
nicht deutlich darüber erflärt. L,, 6, Prop. 9.). Er 
quadrirt fie durch Hülfe der Quaoratur der Parabel. 


An dem zweyten anfangs angeführten Werfe, den 
exercitt. mathem. geht Cavaleri weiter als in demerften, 
worin er nur ſolche &ummirungen vortrug, die bon dem 
Werthe einer unendlichen Reihe Quadrate, deren Wurs 
zeln in arithmetiſcher Fortichreitung find, abhangen, Er 
erhebt fich daſelbſt zu Unterſuchungen, welche die Sum⸗ 
mirung einer unenplichen Anzahl von Cubis und Biqua: 
draten erfordern. Er fand, daß die Summe der Cubo— 
rum aller Linien, die in paralleler Lage ein Nechterf aus: 
füllen, fi zu der Summe der Euborum aller parallelen 

- in dem halbirenden Dreyesfe wie 4: 1 verhalten; und daß 
die Summen ihrer Biquadrate wie 5: 1 find. Dergl, 
die Artikel: arithm. Reihen höherer Ordn, 15. und Po: 
tenj. III. 


Man wird ſich gegenwärtig nicht die Müpe machen, 


Cavaler is Werke zu leſen, da man feine Säge weit leich⸗ 
ter durch die Integralrechnung finden fann, Er hatte 


nicht den philofophifchen Geift, der auch in der Mathe⸗ 


matik zur lichrvollen Darftelung nöthıg it, Seinem 
Dortrage fehle es an Mettigkeit, und die Schreibart felbft 
ift außerft vernachlaßigr, 


Seine Methode erhielt unter feinen Zeifgenoffen vies 


Ien Benfall. Zorricelli fagt in der Vorrede zu ſemer Ab⸗ 
handlung de folido acuto hyberboli:o ſogar: Mile- 
ret me veteris Geometmiae, quae cum In diviſibi- 
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lium doctinam ÄAve'non noöverit, five noAlak 
miferit; cirea dimenhionem folidorum 'adeo-paucas,, 
veritate$ invenit, ut ipſa penuria infelix ad.aetatem. 
noltram pervenerit, In der VBorrede jun der Abhand⸗ 
lung, Quadratura parabolae per novam indivihbr- 
lium Geometriam plaribus'modis abſoluta, ſagt er, 
er wolle nicht behaupten, daß die Geometria indiviübi- 
lium eine ganz neue Erfindung fen. Er glaube vielmehr, 
daß die alten Geometer fich diefer Methode zur Erfindung 
fehr ſchwerer Saͤtze bedient harten, ob fie gleich in ihrem; 
Beweiſen einen; andern Xeg genommen haben, «3 fen, 
um die Kunſt der. Erfindung zu veritecfen, ober um allen 
Anlaf zu Widerfprücen zu nerhüren. Genug, dieie Geo⸗ 
metrie ſey .ein herrliches Frfindungsmittel, wodurd man 
unzählige, fehr verborgene Lehrſatze furj und directe erwei⸗ 
fen Fönne, welches nach der Methode der Alten nicht thun⸗ 
lich ſey. 

Torricelli wendet die Methode des Cavaleri auf die, 
Quadratur ver Enfloide an, indem er zeigt, daß in dem 
Raume zwiſchen der halben Cykloide (vom Anfange bis 
zum Scheitel) und ver Chorde je zwey Paralielen, in glei⸗ 
cher Entfernung von der Brundlinie und dem Scheitel, jur 
ſammengenommen dem beyben gleichen correfpondirenden 
Parallelen in dem Halbfreife am Scheitel gleich find, da⸗ 
berj jenev Raum dem Halbkreiſe gleich iſt. 


Er führt auch noch neue Indivilibilia ein, Kreisums 
fange, und Släcen von Kugel, Enlinder und Kegel. 
Dadurch finder er ven Inhalt eines hyperboliſchen Kör- 
pers, ben er folidum hyperbolicum acutum nennt, 
Diefer entftehe durch die Umdrehung eines hyperboliſchen, 
ins Unendliche nach einer Seite bin ſich erftrecfenden, Bo⸗ 
gens um feine Afymptote. Es har einen enplichen Inhalt, 
obgleich es unendlich lang iſt, weswegen T. es ein — 
ſames nennt. 

Descartes würdigte des Cavaleri Geomercie keiner 
Aufmerkſamkeit. In einem Briefe an Merſenne (Erik. 
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T. III 86.) ſagt er, daß er die Sätze in einer Viertel⸗ 
ſtunde überlaufen habe, weil nach einer ihm von dem jlin⸗ 


gern Schooten mitgetheilten Nachricht Cavaleri nur ſchon 


befannte Gäße auf eine neue Art bewieſen hätte, welche 
mit dem Verfahren uͤbereinkame, das er zur Vergleichung 
des Slächenraums an einer Enfloide fhon ehemahls ges 
braucht hätte. Diefes ift ver Schluß, daß zwey gemifcht: 
linichte Dreyecke, in welchen je zwey jufammen gehörige 
parallele Linien gleiche Länge haben, gleich groß find, 
(Epilt. 58,). F 

Roberval in Frankreich behauptete in einem Briefe 
an Torricelli vom J. 1644, daß er ſchon fünf Jahre vor 
ber Ausgabe der Geometrie des Cavaleri eine abnliche 
Merhode gefunden hätte, die et aus den Alten gefchepft 
babe, daß er aber, welches beffer fen, Flachen und Koͤr⸗ 
per, jene aus umenblich vielen Eleinen Rechtecken, diefe aus 
bergleichen Prismen zufammen fege, (Divers ouyrageg 
de MIT. del’Acad. roy. Paris 1693.). 


Fermat gebrauchte die Methode des Lntheilbaren, 
die er mit Nechnung verband, als eine Abkürzung der Ars 
chimedeifchen durch umfchriebene und eingefchriebene Recht⸗ 
ecke und Prismen. Er wandte fie. auch auf andere geo⸗ 
metriſche Unterfuchungen höherer Art, außer der Cubi⸗ 
zung der Körper, an. In einem Briefe an Noberval 
vom J. 1636 fagt er, daß er feine Methode fchon vor . 
etwa fieben Jahren einem Freunde mirgerheilt hatte, 


Lucas Valerius, Profeffor der Mathematik in 
Mom, der 1603 ein Werk über ven Schwerpunct fieferte, 
brachte darin den wichtigſten und fruchrbarften Theil der 
alten Erhauftions Methode auf einige allgemeine Lehrſätze. 


‚Dadurch fcheint er die Geometer feines Zeitalters auf die 


Dorftellung von der Zufammenfesung geometrifcher Gröſ⸗ 
fen aus unendlich vielen , unendlich Fleinen Teilen, und 
die Bemühung jenes umftändlichere Verfahren abzuflirs 
zen, geleitet zu haben, Mr 
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: Keplers im Anfange dieſes Artikels angezeigte Mes 
thode, ven Inhalt Förperlicher Raume zu vergleichen, ift, 
sie Cavaleri richtig behauptete, von der feinigen ganz vers 
ſchieden. Auch ift fie auf gewiffe Arten von Körpern eins 
geihränfe, ſolche nämlich, die durch die Umdrehung eines 

Kreiſes oder einer Ellipſe um eine Axe in ihrer Ebene, pas 
rallel mit einer der Aren der Eflipfe entſtehen, die Dres 
hungsaxe mag innerhalb oder außerhalb der Figur liegen, 

oder fie berühren, . Den vingformigen, oder vollen, oder 
vertieften, oder zugefpisten Körper verwandelt er ın einen 

Enlinder, deſſen Grundfläche die ſich drehende Figur, die 
Höhe oder Sänge der Umfang des von einem gewiſſen 
Puncte der Figur befchriebenen Kreifes ift, auf eine ahn⸗ 

liche Art, als man die Kreisfläche in ein Dreyeck verwans 
delt, deſſen Grundlinie der Umfang, die Höhe der Halbe 
meſſer iſt. Auch zerlegt er den Korper, der durch Lime 
dretzung eines Kreifes oder einer Ellipſe um eine Chorde 

Coie in legterer ſenkrecht auf eine der Aren ift) in zwey 

Stücke, ein eylinderförmiges, und ein ringförmiges, wels 

ches ereineZone nennt. Diefe Zone verwandelt er in einen 
buffsemigen Abſchnitt eines Cylinders mit einer circularen 
oder elliptiſchen Grundfläche, amd jerlege diefen in zwey 

Stuͤcke, wovon das eine eine Zome einer Kugel iſt. 


Cavaleri mag durch fich felhft auf feine Methode ges 
kommen feyn, In der Vorrede zu der Geometrie erzähle 
er, baß er anfangs cplindrifche und Fonifche Körper aus 
Ebenen, die ſich in der Are fchneiden, habe zufammens 
fegen, und aus den Verhaltniffen diefer Ebenen das Wera 
haltniß der Körper felbft herleiten wollen. Allein da er . 
eingefeben, daß biefes untbunlich fen, fo habe er die Linien 
und Ebenen parallel mit einander gelegt, und aus deren 

Verhaͤltniſſen die Vergleihung der Figuren und Körper 
gefunden, 
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' Pfleidereri differt. qua Kepleri methodus ſo- 
Ida quaedam fua dimetiendi illuftratur. Tubingae . 
1795, worm viele .. gehörige literariſche Nachrich⸗ 
ten vorkommen. 


Kaͤſtners — der Mathem. Bd. 3. S. 205. 


Centrobaryca methodus f. 'regula ift das 
Verfahren, den inhalt einer Fläche oder eines Körpers, 
die durch die Umdrehung einer Linie oder Figur um eine 
Are erzeugt werden, jene vermittelft. des Schmwerpuncts 
der befchreibenden Linie, diefen vermittelſt des Schwer⸗ 
punets der Kläche der erzeugenden Figur anzugeben, Ion, 
zevrpov UND Aupug, ſchwer. 
Die Regel ift: die Kläche oder der Körper, die durch 
bie Umdrehung einer Linie oder Figur um eine Are erzeugt 
werden, werden durch das Product aus der erzeugenden 
Größe (Linie oder Fläche) in den Weg ihres Schwerpunc⸗ 
tes dargeſtellt. 

Dieſe Regel Heißt ‚gewöhnlich Guldins Regel, 
Guldin (ein Jeſuit aus St. Gallen gebürtig) ſie in 
feinem Werke de centro gravitatis 1635 — 1642 bot: 
getragen , und auf viele Falle angewandt bat. Sie findet 
fich aber fchon in des Pappus machem. Sammlungen am 
Ende der Worrede zum ten Buche, ‚und ſchon in der eriten 
Ausgabe von 1588. Guldin erwähnt dies gar nicht, ob 
er gleich das Werf des Pappus häufig anführt. (Mon- 


tucla T.I. p. 330.) 


Beyſpiel 1. Ein Kreis wird durch die Drehung 
des Halbmeſſers um einen Punct beſchrieben. Der 
Schwerpunct des Halbmeſſers liegt auf der Mitte deſſel— 
ben ; der Weg diefes Punetes ift ein Kreis mit der Hälfte 
Des Halbmeſſers befchrieben. Diefer Kreis mit der ber 
fchreibenden Linie, dem Halbmeffer, multiplieirt giebt einen 
inhalt, der dem von diefem befchriebenen Kreife gleich 
iſt, a mit dem, was Die Kreismeſſung 


khır, 


Centrobaryca 4429 


Beyſpiel 2. Aufeine aͤhnliche Art wird gefunden, 
daß die Oberfläche eines ſenkrechten Kegels durch das Pro: 
duct aus der Seite des Kegels.in ben von, dem mittlern 
Punete derfelben befchriebenen Kreisumfang ausgedruckt 
wird, 

Benfviel 3. Es fen BAC (Fig. 70. Tab. IV.) 
ein ben A rechtwinflichtes Dreyeck, durch deffen Drehung 
um AB ein Kegel befchrieben wird. Man halbire AC in 
D, ziehe BD, und nehme DE=}BD,,fo it E ber 
Schwerpunct des Dreyecks. Es ſey EF parallel mit 
AC, fo ift der mit FE befchriebene Kreisumfang der Weg 
des Schwerpunets, Dieſer multiplicirt mit der erzeugen: 
den Fläche BAC ift der Inhalt des Kegels. Es fey 
1:7 das Verhaltniß des Durchmeſſers zum Umfange eines 
Kreifes, fo ift der Weg des Schwerpunds —=2 7. FE 
—4»,ADr=3%7 Das Die iſt 
— à. ABXAG; alſo iſt der. Juhalt des Kegels 
— 47#.ABx Ac qu, oder gleich dem dritten Theile 
des. Cylinders mit dem Halbmeſſer AG und der Hehe AB, 
wie in der Geometrie erwieſen wird. Bez — 


Die Regel iſt gegenwärtig von keinem Nutzen für 
die Berechnung der Körper und ihrer Oberflächen, weil es 
‚gewöhnlich ſchwerer iſt, den Abſtand des Schwerpunctes 
von der Drehungsare zu finden, als jenes, Die Geometer 
des 17ten Jahrhunderts, welche noch Feine allgemeiiie 
Methoden zu geometriſchen Vergleichungen hatten, muß« 
ten einzelne Huͤlfsmittel dazu ſuchen. Inzwiſchen iſt der 
Satz für ſich merkwürdig, weil er die Relation zwiſchen 
dreyerley Größen, der Länge einer Linie oder dem Inhalt 
einer Figur, der beſchriebenen Flaͤche oder dem Körper, 
und dem Nbftande des Schwerpunets der erftern zeigt. 


Man kann fich diefes Satzes bedienen, den Abftand 
des Schwerpunctes einer Linie oder Flache von der Are 
der Drehung zu finden, wenn die beiden andern Größen 
befannt find, 3.3, man wolle. den Schwerpunet eines. 
Halbkreiſes finden. Die von demfelben befchriebene Ku⸗ 
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gel iſt —Err?, wenn r der Halbmeffer iſt. Der Inhalt 
9 Halbkreiſes iftfe r?. Alſo ift ver Weg des Schwer: 
punctes ben einer ganzen Drefung Ir rt: 4m 1° 

‚ehr. Diefes iſt der m des befchriebenen Kreis 


ſes, deſſen Halbmeſſer ſolglich — iſt, der oſtamd des 
Schwerpunctes vom PER 


Man füche ven Schwerpunct des halben Kreisumfän- 
ges. Da die: vom demſelben befchriebene Oberflache der 
Kugel =4r?, und der halbe Llmfang —rr iſt, fo ift 
‚der ganze Weg des — —ar, und ber a 


Fand deſſelben von dem Mittelbuncte = * * | 


Subin erwies feinen‘; Sa theils durch Induetion 
In ſolchen Fällen, wo die erzeugte Größe ein ſchon bekann⸗ 
tes und erwieſenes Verhältniß zu der erzeugenden hat, und 
die Lage des; Schwerpunetes der letztern auch befannt iſt. 
Dann wollte er auch einen directen Beweis führen, der 
‚aber ſehr mißlungen ift, Er glaubte, weil der Abftand 
Bes Schwerpuncks von der Axe der Drehung ein gewiſſes 
Mittel zroifchen den Abftänden, der Theile ver erzeugenden 
Größe hält, und weil diefer Punct ein einziger ausgezeiche 
neter ift, fo müffe ihm vor allen andern Puncten die in 
dem Sahe angegebene Eigenfchaft zufommen. Es iſt 
befler, fi han bie Induetion allein zu halten, als ſolche 
Vermurfungsgründe zu gebrauchen, 


Aus der Eigenſchaft des Schwerpunctes laßt ſich der 
Satz leicht herleiten. Wenn in einer Ebene mehrere 
ſchwere Puncte auf derſelben Seite einer geraden Linie lie⸗ 
gen, und von ihnen Perpendikel auf dieſe Linie gezogen 
werden, ſo iſt die Summe der Producte aus dem Gewichte 
jedes Punctes in feine Entfernung don der gegebenen Linie 
gleich dem Producte aus der Summe aller Gewichte in 
den Abſtand des Schwerpunctes. Man laffe die Ebene 
wir den Puneten um die gegebene Linie ſich drehen, und 


Tentrobaryca 4 
einen Umlauf vollenden, fo iſt die Summe bee Producre 
aus dem Gewichte jedes einzelnen Punetes in den be- 
fchriebenen Weg glei dem Producte aus der Summe 
aller in den Weg des Gchwerpunetes, meil die Kreisums 
fange fih wie die Halbınefjer oder Entfernungen bon der 
Drebungs« Are verhalten, 


Zuerft laffe man die Puncte afle gleich ſchwer ſeyn, und 
auf einer gegebenen Linie liegen. Es ift alsdann die Sum⸗ 
me der Producte aus dem Gewichte jedes Punetes in ſei— 
‚nen Weg gleich dem Probucte aus dem Gewichte, eines 
"einzelnen Punctes in die Summe aller Wege, Da 
ber Satz für jede beliebige Anzahl Punete richtig ift, fo 
iſt er auch für die ganze Linie richtig, ober es iſt das Pros 
duet aus dem Gewicht eines einzelnen Puncts in Die Obers 
flache gleich dem Produste aus der Summe aller Gewichte 
in den Weg des Schwerpunctes, Die Summe aller Ges 
wichte ift das Gewicht eines einzelnen Punctes mit der 
Lange bes Bogens multiplieirt. Dadurch geht das Gewicht 
des einzelnen Punctes aus der Vergleichumg heraus, . , 


Iſt die erzeugende Größe eine ebene Figur, bie ſich um 
eine geradlinichte Geite dreht, fo ziehe man auf diefe irgend 
eine Anzahl fenfrechter Linien, tie alle als ſchwer, und in 
gleichen Teilen gleich ſchwer Geerachfet werden ihre 
Schwerpuncte halbiven jede derſelben. Wird in jedem das 
Gewicht der ganzen Linie vereinigr, fo entfteht eine Reihe 
ſchwerer Punere, und es ift das Gewicht aller multipli- 
eirt in den Weg des gemeinfchaftlihen Schwerpunetes 
gleich der Summe der Produete jedes einzelnen Gewichts 
in den Weg deſſelben; das iſt, (wenn für die Gewichte 
. bie denfelben proportionalen Laͤngen gefeßt werben), die 
Summe aller fenfrechten Linien auf die Drehungsare mul: 
fiplieire in ben Weg ihres gemeinfchaftlichen , Schwer⸗ 
punctes iſt gleih der Summe der Producte jeder Linie in 
den Weg ihres Mittels, oder in den Limfang des von ih⸗ 
rer Hälfte befcriebenen Kreifes; oder jenes Product iſt 
gleich der Summe aller Kreisflächen, die von den fenfrech« 
ten Linien um bie Drehungs⸗-Axe befchrieben werden, Da 
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dieſes fuͤr jede Anzahl von Sinien gile, fo gilt es auch fir 
die Kläche, welche ſie ausfüllen, und ben Körper, den 
die Kreisflachen ausfuͤllen. Alſo u. ſ. w. | 

% Tatquet befchäftige ſich viel mit der geometriſchen 
Anwendung des Schmwerrunites, in dem fünften Buche 


‚ %ercylindricorunetannularium, welches inder Samm⸗ 


fung jeinen: Werke denfelben bengefüge iſt "7 
— Characteres f. Bejeichnung und Zeichen. 


-""Gharacterifiica ber fogarithmen, ſ. Logarithmen 
und Kennzifer, | x — J 
Characteriſtiſches Dreyeck in einer krummen 
AUnie iſt dasſenige, welchem ſich das gemiſchtlinichte zwi⸗ 
ſchen den Unterſchiede zweyer Ordinaten, dem Unterſchie— 
He der zugehörigen Abſciſſen und dem Bogen der krum⸗ 
men Linie zu deſſen Endpuncten die Ordinaten ‚gehören, 
immer nieht nahert, je kleiner der Bogen genommen wird. 
Es kaͤnn nur gedacht, nicht ſinnlich dargeſtellt werden. 
‚Die Benennung iſt ſehr ſchicklich, weil die Verhaltniſſe 
‘der Seiten dieſes Dreyecks ˖ die krumme Linie charakteriſi⸗ 
ren· Leib nitz hat fie zuerſt gebraucht. S. Opp. T. IL. 
P. 85. 128. 193. 291. Barromw leitete aus dieſem 
Dreyeck feine Methode her, berührende an eine krumme 
dinie durch einen gegebenen Pnuet zu ziehen, 


Chilias iſt das griechifche Wort für Taufend. 
Im Zählen machen wir im Deurfehen mit jeder Ehiliade 
einen Abſchnitt. | 

Chiliagonum, ein Vieleck von tauſend Geiten. 
Der Eentriwinfel eines regulären ift 21‘ 36, die Seite 
iſt 62881439 für den Halbmeſſer 10000 Millionen, 


Ehorde y oder Sehne, iſt die gerade Linie, welche 
zwiſchen zwey Puncten einer krummen Linie liegt, ohne fie 
in einem Puncte zwiſchen denſelben zu fchneiden. In 
krummen Linien, die in ſich ſelbſt wiederkehren, wie Kreis 


I Circularſtuͤcke | ‚438 | 


und Ellipſe gehört eine Chorde ſowohl zu dem einen, als 
- zu dem andern Theile, zu dem größern wie zu dem Eleinern. 
Don der Berechnung der Chorden in einem Kreife aus beit 
zugehörigen Winkeln f. Cyklometrie ımb reguläre 
Sigue, ' »5 | 
Cireul, f. Kreis. a n 
Circularſtuͤcke in einem rechtwinklichten ſphä⸗ 
riſchen Dreyecke find die beiden Kacheten, das Comple— 
ment der Hypotenuſe zum Quadranten, und die Comple⸗ 
mente der beiden ſpitzen Winkel (der innern oder aͤußern) 
zu einen Rechten. Tin einem ſphäriſchen Dreyecke, deſe 
fen ‚eine Seite: ein Quadrant iſt, ſind es Die beiden daran 
liegenden. Winkel, die Complemente der beiden andern 
eiten zum Quabranten, und das. Komplement des gegen 
über liegenden Winfels (des innern oder Außen fpisen) 
zum Nechten. Meper hat fie zum Behuf feiner Negel 
für diefe beiden Gattungen von Dreyecken circulares ges 
hannt. (Logarithm. canonis defcripüio, L. IL 
c. 4) Das defuchte wird als das mittlere angefehen, die 
gegebenen Dinge find 'entweber die junächft anliegenden 
(circumpolita) oder die entgegengefegten (Coppolita‘, 
d. i., welche auf die anliegenden folgen, immer mit Uber 
ehung des rechten Winfels oder der Duabrantalfeite, 
Die Regel ift in dem Artikel, Mepers Regel, zu 
finden. 8 J 


Circulirender, oder periodiſcher, Decimal⸗ 


bruch iſt ein ſolcher, worin dieſelbe Ziffer oder mehrere 
immerfort in ihrer Ordnung wiederkehren, wie 4,7 3909 
7390 7390... Xlle.Desimalbrücje, die nicht ir⸗ 
— abbrechen, find periodiſche. S. Decimal⸗ 
bruch. * 


Circulzahl oder Kugelzahl ift eine ſolche, von 
welcher eine Potenz ſich mit ihr ſelbſt endigt· Z. B. vom 
5 ift das Quadrat a5, der Würfel 125: van 6 iſt das 
Quadrat 36, die Würfel aı6, Won 76 iſt das Dune 
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drat 5776, der Würfel 439976. Died iſt ven keinem 
au 
„ ‚Kircumferens,. 5 Umfang. 


Ciſſi vide iſt eine krumme Linie der zweyten Claſſe, beren 
Gleichung it x ⸗(a — x)y⸗. Sie iſt von einem grie⸗ 
chiſchen Geometer, Diokles, erdacht, um das bey den 
Alten wichtige Problem, wie zwiſchen zwey gegebnen Groͤßen 
die zwey mittlern ſtetigen (geometriſch) proportionalen zu 
finden ſeyn, aufzulsſen. Eutocius hat die Conſtruction 


bes Diokles in feinem Commentar über das zweyte Buch 


des Archimedes von der Sphäre und dem Cylinder uns er⸗ 
halten. Diokles hat von der krummen Linie nur einen 
Theil in Bettacht gezogen, ſo viel ihm zu ſeiner Abſicht 
nothig war. Die neuere Geometrie — * DER 
—— vollſtãndig. 


Es iſt (Fig. 71. Tab. V‘) ADBd ein Kreis über ben 
Durchmeifer AB aus dem Mittelpuncte C befchrieben,, in 


welchem CD fenfrecht auf AB iſt. Man nehme die glei: 


hen Bogen DN, Dn, und ziehe die Ordinaten des Krei⸗ 
ſes NP, np, "auf AB ſenfrecht nebſt den Chorden AN 
und An. Der Durchſchnitt von NP und An giebt einen 
Punet M der Eiffoide innerhalb des Kreiſes, und ber 
Durchfchnitt der, verlängerten np und AN giebt einen 
Punct m der Ciſſoide außerhalb des Kreifes. | 


. Die. Gleichung für die Frumme Linie wird leicht: ge: 
funen. Man bemerfe nur im voraus, daß AP:PN 
—PN:PB. Verbindet man damit die beiden identiſchen 
Verhaͤltniſſe PN: PB=PN: EB; fo it AP: PB 
EN PB" Run iſt \ 

“ AP:PM= Ap: pn—PB: PN, 
alſo AP-PM’—=BB':PN'—PB; AP, 
folglich‘ iſt AP: =PM'XxPB. son 

Man fee AB=a; APZx seM=y, 
fo J—— ar). 8. y8 di: N un 


Eifiöde 0° 495 


Hier iſt x die erſte der beiden mittlern proporfionalen 
wiſchen y und a —x. Denn die dritte proportionale zu 


—E—— * 
y und x — und bie bierte welche der gefun⸗ 


denen Gleichung zufolge a — x if. Die Ordinate am 
Kreiſe iſt die zweyte von’ den beiden mittlern proporfiong« 


| r 
len. rk rar ao PN 


2 


ey. . Die bier ſtetigen Proportionalen find — 
PM: Ar: :PN:PB. 


mm man ffatt der Coorbinaten AP, PM, PN . 
Sie Ap, pm, pn, fo ift auf gleiche Art, wie zuerft, 
Ap®=-pm?x-pB, und pn —=Ap x pB. Setzt 
mar Ap=x;pm=y, ſo iſt für ven Punct m eben: 
falls x’ —y*(a— x), und die vier ftefigen BR 
fen nn pm: Ap: pn:pB, 


. Die dinie AMn fchneibe den Halbmeffer OD in O, 
und BM denfelben inR, if AC:CQ=AP:PM, 
und OR:BC—PM: BP, alſo CR: CQ= 
AP:BP=PM:PN (Nänli$ PM:PN if 
das duplicirte Verhaͤltniß von PM: AP, wie AP:BP 
von AP: PNoder PM :AP). Esfey CS die mittlere 
proportionale zwiſchen CR und CQ, ſo iſt CR: CcSs— 
PM AP, und auch CS:CQ=PM:AP. Alſo 
find CR+C5:CQ: CA drey gleiche Verhältniffe, una 
die vier Linien CR, CS „CQ,.CA ſtetig proportionals 


Hieraus ergiebt ſich nun „die Conftruction zur. Exfinz 
dung der zwey mittlern Proportidnalen zwifchen zwey ges 
gebenen CR, CA, Mit’ der einen (hier ber größern) 





Pr Eiffoide 


TA als Halbmeffer befchreibe man einen Kreis, und zeich⸗ 
ne die zugehörige Eiffoide. Die andere CR trage man 
auf den fenfrechten Halbmejjer CD von C nad R, ziehe 
BR, melde die Eiffoide in M treffe; dann AM, welde 
CD in Q fchneide; und fuche zwilchen CO nnd CR die 
mittlere proportionale CS, fo finn CR, CS,CQ, CA 
die vier ſtetigen Proporsionalen, von welden CR, CA 
Die gegebenen ſind. j 


. SftoR größer als CAoder CD, fo triffe BR die 
Eiffoide in einem Puncte außerhalb des Kreifes, und Q 
falle auch jenfeits D, zwiſchen D und R. 
Die Linie BT, welche inB auf AB ſenkrecht iſt, iſt 
Aſymptote der Ciſſoide. Dieſes iſt aus der Conſtruction 
klar. — aan a 
Für den andern Halbfreis AdB ift ein ganz gleicher 
Zweig der Eiffoide A de mit der Aſymptote Bt vorhanden, 


Diokles zeichnet bloß den Bogen AMD des einen 
Zweiges. Die Alten Haben in der Folge nod) den Bogen 
Ad zugefügt, oßne doch die Linie’ ins Unendliche fortge- 
ben zu laſſen. Geminus nannte, wie Proklus in feis 
nem Commentar über Euklides anführt, die Eiffoide eine 
zuſammen geſetzte Linie, die fich breche und einen Winkel 
mache. Es kann auch fenn, daß fie in dem Quadranten 
BCD einen Bogen, wie den AMD hinzugefügt has 
ben, der mit diefem in D zufammenfam, Geminus bes 
merkt, daß die Eiffoide von dem Epheublatte (uogos, Epheu) 
ihren Namen, Epheuähnliche, erhalten habe, 

Der Punct A, wo bie beiden Zweige AD nnd Ad 
zufammen fommen, 'ift eine Spitze (cufpis), wo AB 
die gemeinfchaftliche berüßrende ıft. Die Tangente des 
Winkels, welchen eine krumme Linie mit einer normaler 


d | 
Ordinate macht, iſt ay: welcher Quotient für die Eifoibe 
| a 
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in TORE ae | 
iſt rm: Diefer wich inA=7' Um den 
Werth in diefem Falle zu beftimmen, fege man den Quo⸗ 


fienten allgemein — - ſo iſt, wenn Zähler und 


Me Ben, :"dQ: dy. 
Denner Null werden, berfelbe — "IP :dy 
\. da—ax—2ydx:dy 2a 

le THE Te Ye unendlich, das 
iſt, die krumme Linie wird in A bon der Abſciſſenlinie bea 
rührt. (Beruͤhrende Linie, 24.). Es erhellt dieſes auch 
daher, daß die Tangente des Winkels der krummen Linie 
mie der Abſciſſe in A fich immer mehr dem Werthe von 


Er in diefem Puncte näßert, Diefer Werch ift =. 


Der cifjoidalifche- Naum APM ober A pm läßt ſich 
quadriren, doch mit Zuziehung eines Kreisfertors. Der 
ganze, ing Unendliche fich erftrectende Raum zwiſchen dent 
unendlichen Zweige Am, der Afymptote und dem Durch⸗ 
meſſer AD, iſt das Dreyfache der Fläche des Halbbkreiſes, 
ſ. Quadratur. u 

Der Bogen AMober-A m laßt fich durch Hülfe ber 
Logarithmen rectificiren, f. Rectification. 


New ron hat eine ſinnreiche Conftruction; bie Ciſſoi⸗ 
be durch eine ſtetige Bewegung zu beſchreiben, angeger 
ben, Arithm. univ. de aequationum. conftruction® 
lineari. ‘p. 231. ©: @ieift folgende: Über AB (Fig. 
»2) als Durchmefferift ein Halbfreis ADB beſchrieben. 
Durch den Mittelpunct fen die unbeſtimmte CDH fenk- 
recht auf AB geſetzt. EFGiftein rechter Winkel, defs 
fen Schenkel FG—AB if. - Mit dem Endpuncte G 
beivege fich diefer auf CH, fo daf der andere Schenkel 
immer durch den Punct E gebe, deſſen Abſtand CR von. 
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© beim Durchmeffer AB gleich if. Die krumme Linie, 
welche ber Punct M, der FG halbirt, bey diefer Bewe— 
gung des Winkelmaßes beſchreibt, iſt die Liſſoide. 

Man ziehe MP und FQ ſenkrecht auf CH, und FR 
ſchneide fieinR, Es ift a N, 
GBR-+-FTO: EO—=FQ: RQ=PG:PM, 

ddr CE+2MP: CP—PG=PG: PM. 
Man fie AC=a, CP—=x; PM=y,PG=z, 
To it aus diefer Proportion En 

2a +y)y=(xi—z)z 
‚Da za: —yt, fo if | — 

ae -say+- y’ —xz, daher — 

a+y'=xzmxr(aty)(—y), 
alfo (a+-y)’)m=x? (a—y). * 

Mau nehme die Abſeciſſenlinie auf AB von A an, zie⸗ 
be MS darauf ſenkrecht, und ſeze AS — u, ſo iſt 
u=a-+y, und W"—x(za—u) 5 
Diefes iſt die Gleichung, die vorher für die Eiffoide ges 
finden ift. >» 
Wallis fand dur feine Arithmetica_ Infnito- 
rum die Duadratur und Cubatur der Ciſſoide, nebſt der 
zage ihres Schwerpuncts. Operum T. Ip. 545, 
‚Reimer in der hiltoria duplicationis cubi, Göt- 

tngae 1798. liefert fehr gute Machforfchungen über Dios 
kles und über die Ciſſoide, wie die Aiten fie Fannten, 
nebſt der Überfegung feiner Auflöſung des gedachten Pro⸗ 
blems aus Eutocius. Er zeigt aus einer Anführung des 
Proflus, daß die Eiffoive fhen dem Geminus, der im er⸗ 
ſten Jahrhundert vor Chr, ©. gelebt hat, bekannt gewe⸗ 
fen, dagegen Montücla u, a. den Diofles erft ins fünfte 


Jahrh ‚nah Chr, ©, fegen, 


tized by Google 
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Eoefficient iſt die gegebene ober bie underänderliche 
Größe, welche in einer Gleichung oder in einer Meike mit 
der imbefannten oder hen veränderlichen als Factor vers 

bunden iſt. So die Größen a, b, c in der Gleichung 
x5hax®+bx-+ co, oder A, B, C,D, etc. in 
der nach x geordneten Neife, y=A+Bx+Cx' 
'+Dx5+etc. Wo die unbefannte oder veränderliche 
Größe feinen Factor hat, vertritt die Einheit die Stelle 
deſſelben. In unfern defadifchen Zahl» Ausdrücken iſt 
jede einzelne Ziffer der. Coefficiene einer zugehörigen Por 
ten; ber Zehn. Wie die unbefannten Eoefticienten in einer 
Reihe aus den Coefficienten in andern zugerröneten Neiben 
beſtimmt werden, zeige der Artikel, Methode der unbe⸗ 
fimmten Coefficienten. . 


Coelometria-ift die Wiffenfehaft der Negeln, Ger 
fäße ausjumeffen, ein nicht üblicher Ausdruck für bie 
Viſirkunſt, von zoıAos, hohl. 


Coevoluten find zwey einander zugeordnete krum⸗ 
me Linien, welche eine die andere durch Abwickelung erzeu⸗ 
gen. Es ſeyn AB, ab, (Fig. 73. Tab. V.) Bogen 
der beiden krummen Linien; an deide ſey ein völlig bieg⸗ 
famer Faden AMPma ohne Dicke gelegt, und in den 
Puncten M,m, nach den dafelbft berührenden MP, mP 
gefpannt, Ferner ſeyn MN, mn gleich große Bogen, 
und in den Puncren N und n ſeyn NQ und nQ bie ber 
rührenden, die fih in Q fehneiden. Iſt nun die Summe 
NQ-nQ hier, fo wie für jede andere gleiche Bogen 
MN, mn, glei der Summe MP-+ Pm, fo find 
AB, ab Eoevoluten. Der Durchſchnittépunct der bei⸗ 
Den beruhrenden beſchreibt nach "Art eines den Faden 
MP mfpannenden Stiftes eine krumme Linie C D, welche 
für die berührenden wie MP, m'P, eine — 
lende Linie iſt, wenn dieſe berührenden als auffallende a 
CO betrachtet werden. N 
Tſchirnhauſen hat die Coevoluten erſonnen, und Leib⸗ 
nitz bemerkt, daß fin dienen, gewiſſe Aufgaben aufjulöferr. 


d" 
— 
4 
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Man ſehe feine Opera, Tom, IH. p: 277 und 3985 
auch) das Commercium philof. et mathem. Leibniti 
et Jo. Bernoulli an mehrern Stellen, 


In den Artikel, Catacauftica (164) ift gejeigt, daß 
die Summe des auffallenden und zurückgeworfenen Strahls, 
wenn die Strahlen aus einem Puncte auffallen, mit dem 
Bogen der Brennlinie gleich viel wachſt. Hier rückt der | 
ſtrahlende Punet gerade ſo viel fort, als der Bogen der 

Drennlinie zunimmt; daher bleibt die Summe des auffals 
Ienden und zurückgeworfenen Strahls unverändert, und 
Die Bogen zwifchen ven zufammengehörigen Puncten find 
gleich groß, | z ei 

Da die Liebhaberey an mannigfaltigen Conftructionen 
der krummen Linien jetzt bey weitem nicht ſo ſtark iſt, 


als vor hundert Jahren, fo mag das hier, beygebrachte 


vpollkommen hinreichen. 


Combination iſt eine Verbindung von einigen 
Dingen ans mehrern. gegebenen, ohne Rückſicht auf die 
Ordnung ber verbundenen Dinge. Eine Veränderung in 


‚ber Ordnung der Dinge allein macht Feine andere Combi. 


‚nation. Die Dinge Eönnen Größen feyn, von welchen 
‚die verbundenen in einander multiplieirt, zu einander 
addirt, oder zum Theil ſubtrahirt, oder auch bloß zufam; 
men geflelle werden, wie die in einem Lotto gezogenen. 


Nummern oder die Yugen auf verfchiedenen Würfeln, 


Sie fünnen, aber auch andere Dinge feyn, als: Perfonen, 
Buchſtaben, Wörter, Karben, Karten, einfache Stoffe 
des Mineralreichg, u. f, J — 


1. Die verbundenen Dinge nenne man allgemein 


Elemente, ‚Die Anzahl der, ombinirten Dinge oder 
‚Elemente heißt der Exponens der Kombination, Hier- 
„bey unterfcheidet man. Combinationen an fich und zu bes 
ſtimmten Summen, mit oder ohne Wiederho: 


ungen, ae 
3. Die Kombinationen werben in Claffen nach der 


Anzahl ber verbundenen. Clemente abgetheilt, Ein ein⸗ 
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jenes aus den vorhandenen Elementen heißt eine Union, 
und eine oder mehrere derſelben machen die erſte Claſſe der 
Combinationen aus, obgleich diefes Wort geammatifch 
eine. Mehrheit, eigentlich eine Zweyheit andeutet. Mar 
ſieht hiebey nur ayf das Ausheben: aus mehrern Dingen, - 
Eine Verbindung von zwey Elementen heißt eine Bi⸗ 
nion; bon drey eine Ternion; von bier eine Qua⸗ 
ternion; von fünf eine Quinion; bon ſechs eine Se⸗ 
nion, u. ſ. w. Was eine Mullion fey, wird fih uns 
ten (42. ) in einem Beyſpiele zeigen, 


34. Die Abtheilungen oder Ordnungen in ben Slafs 
fen werden nach-den Elementen gemacht, die in der erften 
Stelle der einzelnen Kombinationen ftehen. ‚So. gehören 
aaa, aab, abc zu der erften Ordnung in-der dritten 
Slaffe; bbb, bbe, bed jn der zweyten in derfelben, 
Die Ordnung ift der Zagı nach diefelbe mit der Stellen- 
zahl des anfangenden Buchſtabens, wenn die Elemente 
nach den folgenden Buchſtaben geordnet werden. Die 
Unteroronungen fanıı man durch die nach dem erften Wuch- 
ftaben folgenden angeben. Go gehören abbd, abce 
ju der Unterordnung ab in der vierten Elaffe. 


— 4. In den Combinationen ſind entweder alle Sleimente 
verfchieden, oder eines oder mehrere werden wiederholt, 
z. B.abod, aabc, aaabbed,. Die wiederholten 
Elemente fann ‚man wie Potenzen bezeichnen. —; Die 
Zahl, welche angiebt, wie oft; ein Element genommen 

wird, nenne mandenWiederholungs: Grponentem 
So ilt 3 der Wieberholungs- Exponent von a, und 2 der 
von b in der Eombination a? b*cd. A 


5. Die Befchaffenheit einer Combination in in nuück⸗ 
ſicht auf die Anzahl der Elemente, und die Verſchieden⸗ 
heit oder Wiederholung derſelben macht die Form der 
Combination aus. Sie haͤngt nicht von der Ordnung ab, 
— man die ra ilskeie au laſſen für gut 

n et. — vi — 
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6. Combinationen, die in der Anzahl der Elemente 
und in den Wiederholungen, wenn folche vorhanden find, 
Gberäinfonmmen , find ahnlich, und machen eine Spe⸗ 
eies, Artoder Öatfungans. Z. B. abe und bed; 
ferner aabc, bbed, becd; over arb’c; zn 
berd3,t ° 3 


. 7..Die Elemente der Combinationen muüſſen gut ober 
regelmäßiggeoronet werden, d. i fie müffen nach der Ords 
nung der fie bejeichnenden Buchitaben oder der Zahl ihrer 
Stellen auf einander folgen. 3. B. die Combination 
adffe iſt nicht gut geordnet, fie muß gefchrieben werden, 
acdf!. Diefes iſt nöthig, wenn bey der Nufitellung der 
Combinationen viner Claſſe Verwirrung und Unvollitän: 
digkeit vermieden werden follen. 


8. Die Combinationen einer Claſſe werden lexiko⸗ 
graphiſch, tie die Wörter in einem Worterbuche, geord⸗ 
net, wen nächte Combinationen enthalten alfo in der 
erjten Stelle, wo fie von einander abgehen, zwey nächſt 
auf einander folgende Buchitaben, und die zweyte derſel⸗ 
ben nach dem veränderten Buchftaben die darauf unmit⸗ 
telbar folgenden, fo viele als die Elaffe erforder, 3. B. 
wenn Die zu combinirenden Elemente find, a, b,c,d,® 
f,g, fo find die Combinafionen aus der vierten Claſſe le 
xikographiſch DR; abcd, abce...abfg,acde 
„„„actg, adef...aefg,beode.,befg,cdef- 

‚cefg, defg, an ver Zahl 35, wo man di ücken 
Jeicht ausfüllen faun. 


9. Variationen ſind Combinationen mit allen Ver⸗ 
ſetzungen der darin vorhandenen Elemente. Die variir⸗ 
ten Cömbinationen koͤnnen nicht nad) der Folge der bezeich⸗ 
nenden Buchſtaben oder Zahlen in den einzelnen Comple⸗ 
xionen geordnet bleiben. Doch muß eine gewiſſe Ordnung 
in der Folge der Variationen jeder Combination beobach- 
tet werden, ſ. Verſetzungen. Die Combinationen 
sen die in (3.) feſtgeſetzte Ordnung. 
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10. Cine combinatorifche Involution der 


Art, wie hier zunächft vorfommen werden, ubeine Aus⸗ 


fonderung aller Combinationen oder Variationen, . in wel⸗ 
hen die Summe der Gtellenzahlen der verbundenen Ele—⸗ 
mente von der Einheit bis zu einem gewiſſen Werthe ſteigt ; 
f unten 37: fi fı ES 


"5 Anzahl der Combinationen jeder Llaffe 
| ohne Wiederholungen. wa, 
rr, Die Anzahl der Verbindungen nah 'm aus — 
 berfhiedenen Elementen, mit Inbegriff aller Variationen, 
jt=n(n—ı)(n—2)..(n—m+ı) | 


Ein einzelnes läßt fih aus n Elementen n mahl vers 
fehiedentlich nehmen. Setzt man ju jedem derſelben nach 
‘der Reihe eines der übrigen n— 1, fo entftehenn (n—ı) 
Derbindungen nach 2, dergleichen ab, ba, ac,de 
ſind. Wird zujeder diefer eines. der übrigen n — 2 Ele⸗ 
mente. gefegt, fo. entſtehen n (n — 1) (n— 2) Verbinduns 
gen nach 3, dergleihen abc, bac, abd, ade, def. 
find. "Aus der Verfnüpfung jeder diefer Verbindungen 
entjtehen n (n—ı) (n—2) (n—3) Verbindungen 


nad '4, wie abced, bacd, abce; abef,.acfg, 


efgh, u. ſ. w. Solchergeſtalt wird bey jeder Zufügung 
eines Elements die Anzahl der Verbindungen mit Inbe— 
griff ihrer Variationen immer mit der nächft kleinern Zahl 
multiplicirt, und für.m Elemente ift die Anzahl. der Vers 
bindungen, mit Rückficht auf die Ordnung der Elememte, 
die angegebene. En ee 
Fuür in iſt nur eine Verbindung, Aber mir 
n(n—1).. 2 .ı Variationen. J 
12. Die Anzahl der Combinationen nach m aus — 
verſchiedenen Elementen, ohne Variationen, iſt * | 
.n neh, | — 5 
1 2 * 3 ur M 
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Es ſey dieſe Anzahl — N. Aus jeder Combination 
son m Elementen entſtehen durch die Verſetzung derſelben, 
fie ſelbſt auch gerechnet, m C(m-ı) (m-2). . 2.1 
Variationen. Alſo iſt die] Menge aller Verbindungen nach 
m, mit Inbegriff der Variationen = m (m-r) 
(m—2) ......2-.3Xx<N. Diefeift aber. auch 











n(n—ı)(n—2)...... (n—m-+ 1); alfo iſt 
n.n-“1 e © re 8 (n-m-+ 1 * 
N — — en — —— — — * 
== I — | 
Es iſt aus m verfchiedenen Elementen —— 
ey 'n P 4 —A 
Die Anzahl der Unionen =. 
a. — — n.n-Is,, 
Die Anzahl der Binionn = 
. i — * 
Die Anzahl der Ternionen — u he 
i | | ın.n-1.0=-2:2n-3. | 
Die Anzahl der Quaternionen ———— 


I. 2, 3.4 


0 | | 
+4. Wenn zmı größer als n, das iſt, wenn m grö⸗ 
Ger als m — mift, fo nehme man das Complement n— m 
0.3 Erponenten mı zu der Anzahl der Elementen, und 
ſuche für den Erponenten n— m die Anzahl der: Combis 
mationen. Denn nach der Formel ( 13.) iſt die Anzahl 
der Combinationen nach m = | 8Æ . 


n.n-t...(m+ 1) m... (n-m-+-1) 


1.32 "(n—m)(n-m-++ ı)..m :“ 
N.N-L....M-+T. = - 








— — — — — — 


ar ‚ da die Factoren — 
1 J 2 nu —2 Nn — ın. R 
...(n—m-+r)im Zaͤhler fih gegen“ eben fo viele 
folche im Nenner aufheben, Diefes ijt aber die Anzahl 


der Eombinationen für den Erponenten n —m 
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15. Man Fanı n — m Dinge aus n Dingen gerade 
eben ſo oft nehmen als m-Dinge aus derfelben Anzahl, 
ie B. 27 Karten aus 40 fo oft ald 13 aus go Karten, 

16. Erempel, I. In dem NHazarbfpiele, welches 
Lotto heißt, werden go Mummern in einen Kaften gs 
than, und daraus 5 gejogen. Die Binionen, Ternionen, 
Duaternionen heißen hier Amben, Ternen, Quaternen. 
Aus allen 95 Nummern iſt die Anzahl 





ber Aiben — — —— 2 400g — 
KR 
der Ternen — — ———— 
04 .88. nn ig 
der Dunfernen — — — —2555490. 


Aus den gezogenen Nummern fihd nur ro Amben, 
10 Ternen und fünf Quaternen möglich. Wer eine Am: 
be befegt, Hoffe auf einen Gewinn in einer Lotterie von 
4005 2oofen, mit-to Gewinnen; bey einer Terne auf eis 
‚nen Gewinn in einer $orferie von 117480 $oofen mit 10 
Gewinnen- und bey einer Quaterne auf einen Gewinn in 
einer Lotterie von 2555185 Mieten gegen $ Gewinne, 

17. Erempel. II. Im Sombre ift die Menge der in 
den Händen aller drey Spieler zufammen möglichen Spiele 

— 40.39 “rn 28 .:.14 — 40...28 — | 
a er 13.0 ad 
12033 22280, weil 27 Karten aus 40 genommen‘, oder 
13 aus 40 jurücfgelegt werden, — 

Die Menge der in einer Hand meglichen Spiele, iſt 
die Mienge der Combinationen von 9 Karten aus 40, alſo 

io: 46.30 +... 32 | \ ı 
= 2.2.9 7 213:436380 
“ Die Menge der in einer Hand möglichen Spiele ohne 
Spadille und Baſta iſt die Menge der Combinationen von 
9 Karten aus gg, alſo — — == | 

., AeZeu9 


163 or1640, 
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‚Die: Menge ber in einer. Hand möglichen Spiele mit 
Spavile und Bafta iſt die Menge der Combinationen von 
38. 3837 Bi „32 
1.32. +2 ‘“. «7 


IE. Die Anzahl aller Combinationen in allen, ‚Slaffen 
ausn Elementen iſt — 22 — 1. 


Es iſt die Anzahl der Unionen —=n; ber Binionen 


‚7 Karten aus 38, alfo — —— 19, 620256. 





„. .n-t. ; der Terni _  ,R.n-r.n-e" 
| — er Ternionen — 3 
u. ſ. w. Die Anzahl der Verbindungen aller Elemente 


n—-I. 


ET rer eg NMun iſt (1 +: —DE 


I22. L. M 
n,.n- I. n.n-t... X 


+ 4m ee —— — Binomi— 


ſcher Sek 1.) Alſo iſt die Anzahl der Combinatio⸗ 
nen in allen Elafien = (+ = 


Erempel. Die Zahl 2310 hat die einfachen. F Factoren 
2, 3, 5, 7, I, ohne Wiederholung eines .derfelben, 
Sie hat alfo 25 — 1 Factoren, das iſt, 31 —— 


n. Andabi der Combinationen mit Wieder: 
bolungen. | 


19. Die Anzahl der Combinationen einer gegebenen 
Form mit Wiederholung eines odermehrerer Elemente aus 
n Elementen zu beſtimmen. 


Man ſuche zuerſt die Anzahl der Combinationen von 
ſo viel verſchiedenen Elementen, als in derſelben vorkom⸗ 
men, und multiplieire dieſe mit der Anzahl der Verſetzun⸗ 
gen, die für die Wiederholungs- Exponenten Statt fin⸗ 
den, wann dieſe als einzelne Elemente zuſammengeſtellt | 
werden. © 3: Die Forum der, Combinationen Te 
aaabbed, die Anjahl aller Elemente, = n, Daſſelbe 
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Element kann entweder dreymahl, ober" zweymahl oder 
einmahl genommen men Folglich find für diefelben 


Elemente a,b, c.:d, folgende ähnliche Combinationen 
mit dem Srponenten- 7 "möglich. 


'asbtcd- arbscd ab’dd abteat © | 

bed abosd abscd abceöd®_r, vr 

a3bced* atbed abtesd“ abe di ı > 
Die Anzahl der Bertaufchungen. ifb offenbar die Anzahl - 
ber ee, der Wiederholungs⸗ Erponenten 3,2,K,1, | 


2. 
2. iſt * ———— Vier Clement wiea, B | 
c, d, laſſen h 5 aus n Stementen. nehmen = 


n. n—-1,.n>2; iin 3. 
mahl. Folglich iſt die Anzahl der 
Sombinationen nach 7 mit den Biederfolungs : Erponen: 
_ R.nSrn-2.n-3. 1.2.3.4 
f 2,7 N — — — 
2921, = Ten 7 
en. in — Beyſpiele, ſo in jedem andern Falle. 
Die Anzahl der Ran aus m. Elementen, 
.n+ Ir 


ee: 








— und mit Bieberfolungen, ft = — * 
| Die Anzahl der Binionen vetſchiedener Elemente in 


RE 
————— der Vedeppllungen nn; alſo die 
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em — — — 7,0: BE Bei 
| Summe rer mei. — 


F ? Die Anzahl. der Zernicnen , aus a; Elementen, 
ohne Lit init Biberfotungen if = — mut * 


+ Die Elemente ſeyn a, b, c, d, etc, Die verſchie⸗ 
denen Formen der Zernionen find abc, aab, aaa, welche 


- 


* 
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die Stelle aller fibrigen’ vertreten. Die Anzahl der Khi: 
lichen Gattungen bezeichne man durd) ein vorgeſetztes N; 
als N.abe; N.aab; N.aaa, oder N. abo; N,a®b: 


DIATIIZE“Q, 


N... Es iſt N abe = ——— N e,, 
TEIL * 
n.n-1 23 Br  . | 
= Iznart N.a=n . Di 
+ * 


rn 


Summe diefer dren Zahlen ift die angegebene. 
22, Die Anzahl der Duaternionen ausn — 
ohne und mit Wiederholungen, iſt ER 
a — 142 n+3. 

1 . 2 > 2 % 4 


Die verfchiedenen Kormen dieſet Vabindungen is: 
abcd; a®bc; a,b?; asb; at, Es iſt N. abed 


n.n-]I ın—- 2.n—3, 


J 














— —ñ N. a®be 
2 * 2 —* 3 ⸗ 4 
n.n-1.n-2%% 7.293,93 n.n-I.n-2, 
m EEE ig, > Tr. 2 : 
n.n-ı ER n.n-T, 
262 — Be “ 
a®b . — 
N * 1.2 1.2 1,6 " 
n.n-1. | | 
N. ab= 7. 2,1=n.n-ı.; Natn. 


Die Summe diefer Zahlen iſt die angegebene, 
23. Die Anzahl der Verbindungen "von je fünfen 
aus n Klementen, ohne und mit Wiederholungen, iſt 
n.n+ı.n+2.n+3.n+4- u 
— : 9935er 
Die verfchiedenen F Formen Der Verbindungen ft nd hier: 
abcde; aꝰ bed; asbe; a2b20; atb; — as. 


FIT We N.a8 bed i 


Es iſt N. abede = 7 
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. n. F n-— . — I n n⸗1 . 
—— . N. abe Z——_: . 
— IL—4 4 A; Gi 1.2 . 3 3; 


. N.N-1I.n-2, .na.n-ı 
N. ee RT | 3; N:a+b.: — 
| "nn-1. | 

1.2 

aller dieſer Zahlen ift Die angegebene. 
24. Da die Formen der Verbindungen, und die Ans 
zahl im. jeder Satzung nad gewiffen Gefegen beitimme 
iverden, fo darf man fchließen, Daß das in den vier berech⸗ 
neten Faͤllen ſich zeigende Gefes allgemein fey, nämlich, 
daß die Anzahl der Verbindungen von jem Elementen aus 
n, ohne and mit Wiederholungen, if | 
n.n+ı.n+2...n+m-r. 
Pr Br 3 . .. ,m ' 
25. Es läßt fi) auf einem andern Wege, als dem 
vorher, zur Übung in den Combinationen genommenen, leicht 
erweifens - Die Elemente feyn a,b, c, d, ete. an der 
Zahl m, Man multiplieire-fie nach der Neihe durch a, 
dann von b an durch b; von c an durch c, u. f. f. und 
fege ven Multiplicator voran. Go erhält man alle Wis 
nionen, wie ab und aa, ohne Verſetzungen umd jede von 
den andern verjchieden. Die Anzahl der mir a anfangens 
den ift — n, der mit b anfangenden, =n — ı, ber 
mece—=n—2,wf.f. Folglich ift die Anzahl aller 
die Summe der Reifen; n— 13 n—3;..,2;L 
Diefe Summe ift — rn (arithm. Reihe 6.). 
Die Binionen multiplieire man auf dieſelbe Art wie die 
Unionen, nämlich erſtlich alle durch a; dann die von der 
Ordnung b und den folgenden durch, b; darauf die von der 
Ordnung c- und den folgenden dnrch c, u. f. fe den Muls 
tiplicator. immer vorangeſetzt. So erhalt man folgende 
’Dartialfummen. ver verfchiedenen Zernionen nach ‚ihren 
2 
Sf 





«25 





N. ab? 3;N.a@=n Di Summe 
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en _n-tı.n N.n-I. 
1 = L II; — — — 

Ordnunhenr . ν 
| n-1.n-2: EN ne IR 
er: DL en a eg N TOM 








| 1.3 — — 
Summe dieſer arithmetiſchen Reihe der zweyten Ordnung 
erhält man am leichteſten durch den binomiſchen Lehrſatz, 
GBinomial⸗Coefficienten. 6.). Das erfte Glied iſt der 
7. zwente BinomialsCoefficient in der-Cn + ı )ten Potenz: 
Die Summesaller Glieder ift der dritte Coefficient in der 
| | n+2.n-+ı.n 
(n+ 2)Jten Potenz = —, — 
Ternionen verfahre man auf dieſelbe Art, wie mit den 
Nnionen und Binionen, fo erhält man die Partial-Sum⸗ 
men der Quaternionen nach ihren Ordnungen: 


n+2.n+ı.n., a+i,.nd-r.. 
— — — 9 en. 


Miit dei 





I —— 
I . 2 * 3 1 2 * 3 
IT. — letzte — 1.2. 3 


DEE TE 
Die Summe diefer dritten Binomial- Eoefficienten iſt 
ıant+a.n+r.n E 
a ald die Summe aller 


Quaternionen. 


Auf dieſe Art erhellt deutlich, da die Anzahl der Com: 

binationen von m Elementen aus n, ohne und mit 
Wiederholungen, aber ohne Berfegungen, iſt | 
n.n+r.n+2..:n+-m-=1. Ä 
ı . ZZ... 3 a ai 


26. Diefe ift der mte Coefficient in der. Potenz 





— 1 






F ⸗ 2 u fü 
— - "TEE We — — — — — 
en hr en — — 9 * . man - 
en en nr — — 


— 


7— 
7 2% 
en Fu Fi 
— ae — 
—— nn 


— ne ine 
er 
, 
‚ 


iM (a-+ by", den Eoefficieiten n das zweyten Gliedes 
I als: den erften gerechnet, ohne Ruͤckſicht auf die DBorzeis 
J chen. (Binomiſcher Lehrſatz. 11.). Die Anzahl der Com⸗ 


binationen von m Elementen aus n, ohne Wiederholun⸗ 
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HAD=I1.n—3 ... n—m+ı > 
...'$ . 3 u . nt m 
ift der mie — in der Potenz Sale =. 
D. 1.) 


29% Die Anjahi aller Combinafiönen aus allen Clafs 
fen ; ohne und mit Wiederholungen, von den Unionen an 
bis zu der von m Ülementen, aus n,. ill 
RE. — 
== a IE LANE. ers, Diefe Sum⸗ 
mirung gründet ſich auf den Sat, daß bie Summe des | 
ren und (r-+ı)ten Binomial:Evefficienten in einer 
otenzdem (xt) ten Eoefficienten in der nächſt — 
otenz gleich iſt, (Binominal Coeff. 5.): 


Oder: es iſt die Anzahl der Unionen =n + ır— 213 


gen, namlich — 


* 
der Binionen — * — alſo bie Summe Beide 


2 
BD +s:n — I! 
—— 
— alſo die Summe jener und —* 
A+s:n+sin+tT: a 
— ———— 
tung fummire man in der Tafel a. a, O. 4. bie Corfi 
cienten nach einer Diagonale genommen. 
| a8: Exempei. Man habe fünf eubifche oder ger 
meine Würfel, es ift Die Srage, wie vielerlen Arten von 
Würfen, und wie viele Würfe jeder Art mit allen diefen 
Würfeln möglids finde Bezeichnet man die Augen durch 
a,b,c,d;,e,f,. fo find die verfchiedenen Arten des 
Wurfs: i) abcde; 2) aabcd; -3) aabbc; 
4) aaabc; 5)aaabb; 6)aaaab; 7)aaaaa, wo 
die Buchſtaben jede Anzahl Augen von ı bis 6 bedeuten, 


: Die Anzahi der Terniomen if 


452 Eombination 


aber jeder eine andere, Es iſt aus (20. ), wenn das vor⸗ 
geſeßte N die Anzahl der Combinationen in einer Gattung 
bedcutet, N,abcde = 6 


N. — == 68 > M— - 
Kr N.aäaabc = 60 ;N.aaabb — 90; 
N. aaaab = 30 ; N. aaaaa — 6. 
_6.7:.8.9.10. 
Die Summe iſt 252>= — — — 


Weil jede Anzahl verſchiedener Augen mit andern Bir: 
fein gebracht werden kann, fo find bon jeder Kombination 
fo viele Bariationen möglich als Verfegungen der Ele⸗ 
mente, Dieſe find r) 720, 2) 3660, 3) 1800, 
4) 1200, 5) 300, 6) 150, 7) 6; in Summe 7776, 
welches die fünfte Poren; von Gift, wie es feyn muß. 
Denn mit zwey Würfeln find 6 mahl 6 Würfe möglich; 
nimmt man noch einen Würfel dazu, fo Fann zu jedem 
Wurfe mit zwey Würfeln eine Seite des dritten Würfel ' 
gebracht werden, welches 6x 6>x<6 Würfe giebt, uf. f. 


29. Aufgabe. Wenn unfer den gegebenen Ele: 
menten einige mehrmahls vorfommen, die Anzahl der 
Combinationen aus allen Claſſen, ohne Wiederholungen 
der Übrigen, anzugeben, 


Das Verfahren wird ſich nur an einem Benfpiele zei⸗ 
gen laſſen, Es ſeyn die wiederholten Elemente, a, a, a, 
a,b,b,b,c,c; bie übrigend,e,f, etc. Man 
ſuche zuerft die Anzahl der Sombinationen von Den wieder: 
holten Elementen, a,b,c. Das erfte für ſich giebt 4 
Das zweyte 3, Das dritte 2 Sombinationen. Die Coms 
binationen je zweyer derfelben find an der Zahl 4.3 + 
4.23.25 vie Combinationen aller drey find an der 
Zahl 4.3.2. Die Summe aller diefer Combinationen 
ij 9-+26-4-24=59. a 


Die Anzahl aller verſchiedenen Elemente fy=n, 
fo ift in unferm Salle die Anzahl der übrigen d, e,f, ete, 
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= — 3, und die Anzahl ihrer Eombinationen | 


—3— 1 nach (18). Das Product diefer Zahl in 


die ——— der Combinationen aus a, b, cgiebt die Ans · 


zahl der Combinationen, worin ‚Elemente aus beiden Ab⸗ 
theilungen,.der a, b, c, und der übrigen, d, e,f, etc. 
vorfortinien. Dazu nehme man die Combinationen aus 


a,b, c.allein, fo ift die gefuchte Anzahl aller Combina⸗ 


tionen aus a,a,a, a,b, b,b,c,c,d,e,f, ete, 


2275 — 14 59(2r 751) + sg —6oxaTier. 


30. Exempel. Die Anzahl der verfchiedenen Factoren 
der Zahl 831600 —=2.2.2.2.3.3.8.5.5.7.IL. zu 
finden. Hier ifin—5, alfo die Anzahl der verfchiedenen 
Factoren, die Zahl ſelbſt und die u ausgefchloffen, 
00x 4—1339% 


Die Anzahl aller Eombinarionen aus den Elementen, 


4,2,2,2,2,5 b,b,b,b; c,c,c;d, difjdie Summe der 
Unionen, Binionen, Ternionen und der Quaterniom 
aus den Zahlen z5,4,3,2, d.i, die Gummer4+71 +154 
+120= 359. Die Anzahl der übrigen von einander 
durchgehends verfchiedenen Elemente fen n — 14, fü ift 
die Anzahl aller Eombinationen = 359 + 2"""t—r 
+3sg(2r tr )360 x 20% 


III. Aufſtellung aller einzelnen Eombinationen ı mit 
und ohne Wiederholungen jeder Claſſe aus einer 
gegebenen Anzahl von Klementen. 


31, Die Anzahl der Elemente, aus welchen die Coms 
binationen gemacht werben, ſey —n; die Elemente feyn 
a,b,c,d,etc. Die Elafje ver Binionen mit Wieder: 
holungen deſſelben Elements, aber ohne Verſetzungen, 


v 


wird erhalten, wenn jeder Union erſtlich das Element a; 


darauf der Union b. und allen folgenden das Element b; 
ferner der Union c und allen folgenden das Element c, u. 
f. f. vorgefest wird. Die Elaffe ver Zernionen, wenn bie 
einzelnen Elemente a, b,c,d, etc. ſucceſſiv denjenigen 
Binionen vorgefegt werben, die ſich mit dem vorzuſetzen⸗ 


. 
\ 
# 
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den Element oder einem folgenden anfangen. Auf Diefe 
Art werden bie übrigen Elajjen nach einander volltändig 
aufgeftellt. 


32%. Die Combinationen ohne Wiederholungen dar⸗ 
zuftellen, fest man in jeder Claſſe jedes Element nad) der 
Reihe nur denjenigen Combinationen vor, die fi) mit ei⸗ 
nem der folgenden Elemente anfangen. 


“33. ‚Erempel für Combinationen mit Wiederho« 
lungen, 


I, & b e d 








U. a ab ac ad 
bb be bd 

ee cd 

da 








Ill, aaa aab aac aad 
abb abc abd 


acc acd 

add 

bbb bbc bbd 

bcc bcd 
bdd 

ec ccd 

cdd 

ddd 


——— — — — 


IV. aaaa aaab aaac aaad 


etc. 
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34 Ereinpel für Combinationen ohne Miedere 
holung. den’. A et | 


Me EV aa En Open _ 


EEE ER 








— — — — 














u. ab: ac ad as 

be dä be 
de 
"GE; abe abd. abe 
acd adce | 

ade | 
- bed bce 
bde 

| | EB. 
IV. = abed abse 
u. #2 aboede 


35. Die Variationen werden erhalten, wenn jeder 
einzelnen Combination die Zahl der Verſetzungen vorge⸗ 
fehrieben wird. Das Total aller Variationen in einer 
Claſſe ift die Potenz des Polynomium at b+c+d+ 
e-+-f+ etc. als der Summe der Elemente mit dem Ex⸗ 
ponenten , welcher ver Zahl der Claſſe gleich ift. 


36. Bon Combinationen ohne Wiederholungen find 
nur fo viele Elaffen möglih, als Elemente vorhanden 


find. Mit Wiederholungen. ift die Anzahl der Claſſen 
voillführlich, ? 


> Be 1 we .® m * 
Es 
’ 


- 
> — 
> 
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IV. Aufftellung der Combinationen mit beſtimmter 
Summe der Stellenzahlen ihrer Eiemente. 


37. Den Elementen, die verbunden werden follen, 
gebe man jenem eine beſtimmte Stelle, die durch die keys 
gefegte Zahl angezeigt wird, nämlich Be | 

ae te 

arDı GH Erf Buc:. 5 
Diefe Verbindung der Buchftabenreihe mit der Zahlen: 
reihe heißt ver Zeiger (Index). Es follen alle diejenigen 
Combinationen mit Wiederholungen aufgeſtellt werden, 
in welden die Summe der Stellenzahlen ‚ oder die Jo: 
calfumme, eine beffimmte Zahl iſt. Diefes fann auf 
mehr als eine Art gefchehen. Erftlich laſſen fich die Com- 
binatienen Elaffenweife darjtellen, mit Beobachtung der 
Folge der Elemente in jeder Elaffe. Zweytens Fann man’ 
fie lerifographifh orönen, fo daß nach jeder Combination 
diejenige gefegt wird, welche ihr in der Kolge der bezeich 
nenden Buchftaben am nächften kommt. Ein Exempel 
wird beide Methoden hinlänglich erflären, 2 


83. Die Summe der Stellenzahlen ſey — 7, mess 
wegen von allen Elementen nur die erſten 7 in den Com⸗ 
Binationen borfommen. 
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Eombinptionen nach Combinationen in lexikogta⸗ 
Claſſen. hiſchet Bo A 


— 5 3° 3 
— ajaya Ham 
af ©. Jalajala — 
böß ajlaja 


an 

je) 

” 
Mn 


— ji 








cd | 
, . » N . , 
aae 
a bd 
acc « 
bbe 
.aaad 
aäbe 
abbb 
a a 
aa aac 
aaabb 
Li : 


aaaaab 


mn 
[+ Z 
nuc PR 





m- 
o © »2 » 
a 





u 


Mat ».2.'» 
a mu 





Bo o 





. sm 
rd 


guovo>»mp» 


aaaaaaa 


j 





7 


Ä Nach der — Methode ſetze man das 7te Element 
als Union in die erſte Claſſe. Darauf ſetze man dieſem 
g ſucceſſiv die Elemente a, b, etc. vor, und vertauſche 
: ſucceſſive mit f, e, etc’ geflatte aber Feinen Rückgang 
in der. Folge ber Buchftaben. Aus der zweyten Claſſe 
bildet man die dritte durch ſucceſſive Worfegung der Ele⸗ 
‚mente a, b, .eto., und Vertaufchung. des. leisten Elements 
‚mit demjehigen, das fo viele Stellen riichwärts liegt, als 
die Zahl der Stelle des vorgefesten Elements Einer ente 
halt, ——— aber alle Eombinafionen „ voovin Ruck⸗ 
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gänge borfommen, weil biefe nur Verſetzungen ſchon ge: 
fundener Combinationen find. URS 


Mach der zweyten Methode feße man zuerſt das erfte 
Element a, und fondere es durch einen Winfelhafen ab. 
Man fege a vor, und verfaufche das a in dem Winkelha⸗ 
fen mit dem nächften Elemente b, welches unter Das vor⸗ 
gefegte a gefchrieben wird, Diefe Combinationen fondere 
man durch ven Winfelhafen 2, & ab. ie geben die Lo— 
calſumme — 2. Weiter fege man den gefundenen Com: 
binationen das Element a vor, vertaufche in vemfelben das 
erſte Element linfer Hand mit dem nächitfolgenden, und 
fee Die daraus enrftehenden Kombinationen mit Auslaf: 
lafjung derer, die Rückgänge enthalten, zu demmit a an: 
fangenden, Alle in dem Winfelhafen 3,3 eingefehloffenen 
Eombinationen geben die !ocalfumme — 3. - Auf dieſe 
Art verfahre man überhaupt, erftlich, daß man den: Com» 
binationen vonder Summe m — ı das Flement.a vor: 
feise, und daß man in denfelben das erite Element linfer 
Hand mit dem nächſtfolgenden vertaufche, und alle fo er: 
haltene Combinationen, die Feine Mückgange. enthalten, zu 
jenen mit a anfangenden in denfelben Winfelhafen feße, 
wodurch diefer ale Combinationen mit der Lokalſumme m 
liefert, a 
Setzte man in den obigen Combinationen nach Claf: 
fen, ſtatt der Buchſtaben die zugehörigen Zahlen nach dem 
Zeiger-(37,) fo würden alle Combinationen, von der erften 
g = 7, am bie zur legten aaaaaaa=ııırıaı, arithe 
mographiſch (fo wie die Buchſtaben in der zweyten 
Darstellung lerifographifch) fortgehen und ‚auf einander 
folgen. Auch in der aritimographifchen Fortſchreitung 
der erften Darftellung befolgen die Eombinationen, aber 
nur in den einzelnen Elaffen, vie lexikographiſche 


Ordnung. | 

39. Die zweyte fehr finnreiche Darftelfung, fo tie die 
eombinatorifchen Negeln und Verfahren für begbe, find 
von Hindenburg angegeden-, (Archiv ‘der Mathem. 
IV. Heft. 392. ©, und erſte Samml, combin. Abhandl. 
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S. 183.). Die zweyte Darſtellung iſt invobutoriſch, 
d. he fie liefert mit den Combinationen von der Local⸗ 
ſumme m jugleich alle von jeder. niebrigern Summe. Sie 
fielle alfo die Genefig der Combinationen fehr finnlich 
und leicht dar; welches auf ähnliche Art auch bey den eins 
zelnen Elaffen der erften Daritellung gefchehen kann, die 
fi auch involutoriſch anordnen laffen (Erſte Samml. 
a. A. ©, 187.) Eine ſolche Darſtellung gewährt daher 


auch den Vortheil, daß man fie leicht fortſetzen und für 


jede höhere Localſumme die Aufitellung der niedrigeren ber | 
nutzen kann. 3 3. die Combinationen für bie Local⸗ 


fumme 7 feyn jufammen er für die Zocalfumme 8 ſey 


fie # u. ſ. fr fo find die 



































Sombinationen || Combinationen Combinationen 
für I für f für I 
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b -6 blg 7 k bif 26 
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Die Combinationen, welche Bier zu denen, bie a ent 
’ Halten, binzufommen, find nach einem ähnlichen Gefege, 
wie das in (38.) für die lerifographifche Rolge, aus den 
Elementen b, c,d,e,f,g, etc. zu den !ocals Summen, 
2, 4, 6, 8, etc. oder 3, 5,7, 9, etc. gebildet Den ge» 
fundenen Combinationen von einerley Jocalfumme wird das 
Element b vorgefeßt, und zweytens wird in denfelben je- 
des der beiden erjten Elemente mit dem nächſt folgenden 
verfaufcht, und wo nur ein einziges vorhanden ift, das 
zweyte folgende dafür genommen, woben alle diejenigen 
Eombinationen bey Geite geſetzt werden, in welchen ein. 
Rückgang ver Buchſtaben vorhanden ift. Dieſe Anwen: 
Dung des obigen Geſetzes bemerflich zu machen, find bie 
Combinationen von gleichen Jocalfummen durch Winfels 
hafen abgefondert. Es Fann nach dieſem Verfahren Feine 
Eombination ausgelaffen werden. Wenn eine in dem leg: 
ten Winfelbafen fehlte, fo müßte auch eine in dem nacht 
vorher gehenden fehlen, daher. auch eine in Dem vor diefem vor⸗ 
her gehenden, u. f.f. bis zu dem letzten oder vorlegten von oben, 

Die auf diefe Art aus allen Combinationen der Ele: 
mentea, b,c,d, etc. ausgefonderten machen eine coms 
binatorifche Tinvolution mit dem (rponenten m 
aus, wenn die höchite Ipcalfumine —=m ift. Werden dies 
fe Combinationen aufjede mögliche Art verfegt, fo entſteht 
eine Involution ver Variationen mit dem Exponenten m. 
V. Abtheilung der Combinationen nach den Local 

fummen, und Anordnung nady den Wiederho« 
lungs-#rponenten eines der Elemente. 

40. Es find wiederumm Klemente,a, b,c,d,e,ete. 
gegeben, von welchen je m genommen werden, Die Stelle 
des erften werde durch o bezeichnet, fo daß der. Zeiger i 

8 1 23436 T 3. 1 
abe de eh I; 
Bender Beftimmung der localfumme für eine Combination 
wird anicht mit gerechnet. Die Abtheilungen werden nach 
der Folge der Localſummen gemacht, und die Combinatio⸗ 
nen werden nad) dem Wiederholungs-Erponenten von a ges 
ordnet, von dem größten angefangen, | 


Täfel der Combinat. In den Potenzen eines Polynomium 


unten | mim — — — 





— —— — 











bef bie |btd [bie b?. 
bcelb?cd |b?c* 
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bh | bg |b’f bte Ib5d | pc} b° 
‚beflb2ce Ib3cdjb#c’ 
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cf Ibed?|bct 





cdejc’ d 
d3 | 
Er [org [Die | Die EU "bie | b° 


etc. etc. 
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41. In der bengefügten Tafel haben die € 
tionen jeder horigontalen Abtheilung einerley Loca 
und die in jeder Verticalreihe befindlichen mit den ; 
fiehenden a enthalten m Elemente. Die Tafel lie 
weit fie reicht, in jeder a die Glieder 
en (a+b-+c-+d.. .y”, melde die z 
ftehende Potenz von a zum Factor haben, wenn 
den darunter ſtehenden Producten verbiriben wirt 
noch die Verſetzungszahl der Elemente als nur 
Factor oder Cocfficient gefegt werden muß. © 
borizonralen Abrheilung find die Factoren zu den 
darüber ſtehenden Potenzen von a enthalten, die t 
verbunden die Literal- Eoefficienten in der Potenz ( 
+ cz? + dz3 + etc.)®, geben, fo daß die 
jontale Antheilung (ohne die Reihe der Petenjet 
ju der rten Potenz von 2 gehört. Die Tafel gewi 
eine fehr deutliche Mberf ic bet | PRAG der pı 
ſchen Potenzen, 


Die Combinationen jedes Faches werden ai 
in dem: Darüber zunächſt befindlichen derfelben $ 
reihe auf folgende Art hergeleitet. Kür das le 
ment wird das nächitfolgende gefegt. Iſt das ( 
welches vor dem legten oder vor den feßten unter 
chen zunächit vorhergeht, in der Ordnung der S 
benzeichen auch das nachft vorhergehende (mie in 
b’cd?, bc?d°), fo wird demit diefelbe Wert 
vorgenommen, fonft aber nicht. Alle übrigen ( 
bleiben unvertaufcht. Iſt das legte Element wi 
fp wird Die Vertaufchung doch nur mit einem 
dem legten, vorgenommen. Eben fo auch, wenn de 
vorhergehende unterfchiedene Element vertaufche m 


Der Grund diefer Bertaufchung ift leicht be 
Durch fie wird, mie es fenn fol, die Localſumm 
Comb jnafion um Eins — Jede Combinarı 
ſich auf ein einfaches over nicht wiederholfes 
endige, wird auf diefe Art aus einer Com 
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mit. der nächſt niedrigern Soealfumme hervorgebracht, z. 
DB. bodf aus bede. Allein die Combinationen, in 
welchen das legte Element wiederholt it, können nur 
duch Vertauſchung des nächit vorhergehenden, von jenen 
verfchiedenen, Elements entitehen: So entſteht bce’ 
aus bede*, diefes aus bcd?e; und. diefes dutch Die er— 
ftere Arc ver Bertaufchung aus bed3. Die fernere Kolge 
der verranfchten Combinationen rückwärts mit abnehmens ' 
ber Localſumme ift beced?, br’d; be#, b*c5, b’c:, 
b*c; b5,; Es kann daher.bey diefer Herleitung Fein Glied 
in einem Fache fehlen, es müßte dann auch in dem nachft 
obern fehlen ;. alfo auch in dem über diefem befindlichen ; 
alfo müßte in dem oberſten Fache die Combination der b 
ollein.auch nicht vorhanden ſeyn, auf welche doch zulege 


* 


ſich jede Combination bringen läßt, | 
43: Die Tafel dient auch zu Subſtitutionen für die 
Potenzen einer vieltheiligen Größe, bz+cz°+dz} 
+ez++fz54+-g25-+ etc, wenn dieſe mitgegebenen 
Factoren verbunden werden, und daraus eine Größe jus 
ſammengeſetzt wird; da dann diejenigen Glieder, welche 
in dem verfchiedenen Potenzen des Polynomium .einerley 
Potenz von: z enthalten, in ein Glied zufammengefaße 
werden, . Die Pelynomialgröße fen — Z, und e8 werden 
alle lieder verlangt; welche die fünfte Potenz; von: z ente 
halten. Aus den Potenzen von z find fie folgende: 


Ans Z fz5. | 
aus Z°| (2b e+acd )z’ 
aus 25 | (3b/d-+ 3bc?)as 
aus 2* 4b’ c.z’ 
aus, 23 b5.26 
Die’ Berfegungs;aßlen find den Combinationen benges 
fügt. Jedes Element kann nämlicy aus jedem der glei⸗ 
hen polynomifchen Factoren genommen werben. 
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Iſt das Polynomium Z—a+bzt ec 


+ezt-+-fzd + etc., fo find die Glieder, ı 
fünfte Potenz von 2 enthalten, 


aus Z f25 

. aus 2 | @af+2be+t 2cd)zi 

aus Z (3zaf+-ga(2be-+zcd) - 
+ 3be?)z° 

aus Z+ (af+6a (abe + 2cd) 

|  (Ht4az3bd+3be)+ab 

Aus 2° (5 aff + ıoad(2abe + 2cd) 


I+ıoa®(3b2d+3bc?)-+5a.4b’< 
etc. j 


In den Potenzen beider Polynomien gehsi 
nigen Combinationen von a,b, c,d,e, etc, 
felben Potenz; von z, deren !ocalfumme nad) de 
: ; — dem Erponenten ber Poteh; vo 
ifte Daher find aus den Potenzen des erften 
ao iff, die zu 2" gehörigen Kombinationen in 
chern der rten Horijontalreihe nach ihrer Folge 
fen, die Neihen oder Nbrheilungen nach den höch 
tenzen von b gezählt. Hingegen find aus den 9 
bed zweyten Polynomium alle Combinationen, d 
halten, noch beyzufüigen. Aus Z” gehören zu dei 
z’ alle Combinationen der rten Abtheilung mit den 
Verticalreihe geherigen ii von a verbund 
am—: an bis zu a”. 


Die Potenzen von a find Bier eigentlich Eon 
nen defjelben wiederholten Elements. Go wi 
Reihe der Porenzen von a auch a° aufgenommen r 
wird auch hier ä® als Zeichen eines abiwvefenden E 
a gebraucht, und daher eine Mullion genannı 
konnen. 
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V. Relationen der Combinationen und der 
Summen der Potenzen von den combinirten 


43. Satz. Es fen. die Summe der Unionen, 
a+b+c+d+et etc —A; bie Summe der Bi— 
nionen —B; der Zernionen —=C; der Quaternionen 
=D; ver Quinionen —=E; der Senionen =F: uff 
alle ohne. Wiederholungen. Kerner fey die Summe der. 
a, b, c, d, etc. als Potenzen vom erſten Grade berrachz 
tet, —=P; ihrer Quadrate =0Q; ihrer Cuborum —R 3; 
ihrer Biquadrate =S; ihrer fünften Porenzen == 7. 

, U, f. f. fo ift. x i \ 
P=A | | 
Ö=AP—nB 
R=AQ—BP+3Ö0 
T=AS—BR+CQO—DP+5E. 
V=AT-BS4+CR-DO+EP—6F 
| etc. . etc. 


Bew. „Man bejeichte die Summe der Combinatio⸗ 
nen einer gewiſſen Gattung durch das vorgeſetzte Zeichen 
f. ald F. a? die Summe aller Quadrate von den Größen 
a,b.c, etc; La:b die Summe aller Combinationen 
von der Form ab; Labcod die Summe alter Quater— 
nionen ohne Wiederholung, -u, f. w. Erſtlich ift J 

(a+b+c...)(a+b+ce..)=[la? +zl[.ab, 
das ift, in den Zeichen des Gage, AP—=Q+2B, alfo 
O=AP—sB. ur 

Zweytens, F 
(a+-b+c...)(a® +b? +c®.. Y=fas+l[arb, 
md (ab--ackbe:..)(a+b+ec...) =La?b + 
3[. abc. Der numerifche Factor 3 iſt ver Summe,Labc, » 
vorgefegt, weil eine Binion und eine Union aus 4 drey 

| | g 
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Iſt das Polynomium Z=a + bz + cz? + dz! 
+ezt--fz° + etc., fo find die Ölieder, welche bie 
fünfte Potenz von z enthalten, | 


aus Z fz° 

aus 2 | @af+2be+ 2cd)z Ä 

aus 3 | (gaf+ga(2be-+ 2cd) 3brd 
+ 3bc’)z? | | 

aus Z* (auf + 6a (abe-+ 2cd) 

(+ 4a3bd+3be)+4b3e)z. 

aus Z° (5 aff 4 1023 (2be + 20d) 

| IL 10a2(3b2d+3bc?)-+5a.4b’c-+b)2* 


etc [2 





In den Porenzen beider Polynomien geboren dieje⸗ 
nigen Combinationen von a,b, c, d, e, etc, ju dere 
felben Potenz von z, deren Localſumme nach dem Zeiger 
x n x 3 . " i dem Erponenten der Poteh; vonz gleich 
ifte Daher find ang den Potenzen des erften, worin 
ao iff, ‚Die zu z" gehörigen Kombinationen in ben Fa: 
chern der rten Horizontalveihe nad) ihrer Kolge anzutref⸗ 
fen, die Reihen oder Nbrheilungen nach den höchſten Po⸗ 
tenzen von b gezäpft. Hingegen find aus den Potenzen 
des zweyten Polynomium alle Combinationen, die a ent⸗ 
halten, noch beyzufügen. Aus ZW gehören zu der Potenz 
2° alfe Eombinationen der rten Abrheilung mit den zu jeder 
Perticalreike gehörigen Potenzen, von a verbunden, von 
amt an bis zu a”. | 

Die Potenzen von a find hier eigentlich Combinatio: 
nen deffelben wiederholten Elements. So wie,in ber 
Reihe der Potenzen von a auch a“ aufgenommen mird, fo 
wird auch hier a° als Zeichen eines abwefenden Elements 
a gebraucht, und daher eine Rullion genannt werden 
konnen. 
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V. Relationen ‚der Combinationen und der 
. Summen der da den combinirten. | 
7 rößen. | 


43. Cab. Es fen. die Summe der Unionen, 
arb+c+d+tet et. — 4; bie Summe der Bie 
nionen —=B; der Zernionen =C; der Quafernionen 
=D; ver Quinionen —EB; der Senionen —F: uf 
alle ohne Wiederholungen, Ferner fey die Summe der. 
a,b,c,d, etc. als Potenzen vom eriten Grade betrache 
tet, —=P; ihrer Quadrate —=Q; ihrer Cuborum —=R; 
ihrer Diquadrate —S; ihrer fünften Porenzen =T 
au f. f. fo it. VJ 

PA . | 
Ö=AP—.2B 
‚R=AQ—BP-+30 
S=AR—BQ+CP—4D . 
T=AS—BR+CQO—DP+5E. 
V=AT-BS+OR-DO+EP—EF 
5 ete. zuge eu. 

Bew. ‚Man bejeickhe die Summe der Combinatio⸗ 
nen einer gewiljen Gattung durch das vorgeſetzte Zeichen 
ſ. als L.a® die Summe aller. Quadrate von den Größen 
a,b.c, etc; L.a:b die Summe aller Combinationen 
von der Form ab; Labcd vie Summe alter Duater: 
nionen ohne Wiederholung, u. ſ. w. Erftlih it 

(a+b+c...)(a+b+c.)=l.a? +2l.ab, 
das ift, in den Zeichen des Satzes, AP—=Q-+ zB, alfo 
O —AP—;z B. a: 

Zweytens, F 
(a - 46. . )Mas +b2+c®.. Yolastlarb, 
und (ab+-ac+kbe:.:)(a+b-+c...) =Larb + 
3£. abc. Der numerifche Factor 3 ift ver &umme,labe, » 
vorgefegt, heil eine Binion und eine Union aus ” drey 

| | | 9 
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Größen, a,b, ©, jede auf dreyerlen Art genommen wer: 
den Fönnen, nämli abc, acb, bca.- Aus den bei- 
den Gleichungen ergiebe fich 


AQ—BP= R-—3C, und 
R=AQ—BP-+ 3C. 
Drittens, 
{a + b 0. . )as ꝓ ba c.. )àL a C. as b, und 
(ab-+Hac+be...)(a®+b? +c,.)—=La’b-+La*be, 
auch (abe-Fabd+bced.., (a +-b-+c.,)=L[la?bc 


-+af.abcd, mo der Factor 4 ber Summe aller Qua⸗ 
ternionen, wieabed, vorgefegt iſt, weil eine Ternion 
und eine Union aus 4 Größen auf viererleg Arten genome 
men werden Fönnen. Aus den drey Gleichungen zufam: 
mengenommen folgr 


AR—BQ+CP—= S+4D, mb 
S-AR—BQ-+CP-4aD. 
Dierteng, 

(a-+-b-+e..) (a +b?+ 4.) —L[La? + Lab 
(ab--ac+be...)ca®+b°+ c3..)—[.atb+Ll.asbc 
(abc-tabd-+Hbed...) (a2 +-b?+c?..)=l.asbc 
+L[.atbced 
cabed-+bede.. Ja +b+c..=La’bed+ 
s L.abede. Diefe vier Gleichungen vereinigt geben die 

Gleichung | 

' AS—BR+CO—DP= T—sE, un 

T—=AS—BR+CQO—DP+5E. 

Aus den Beweifen dieſer vier Formeln erhellt, daß 
allgemein, | 
Cam-3—l.ax[.amıı — [.abx[.a®"2+L.abex=7 

— Lübeodx haT4..u +m£[l.abed... 
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wo ineber Testen Eombination m Factoren zu nehmen 
find, und das obere Vorzeichen für ein ungerades m gilt, 
44. Der Gang des Beweiſes zeige, daß unter den 
Größen a,b, c, d, etc. auch ſubtractive vorhanden feyn 
können. Die Eombinationen, welche eine ungerade Ans 
zahl negativer Factoren enthalten, find fubtractiv, - 
45. Da in’jeder Gleichung, x —ax®71, Axum2 
—yxım5öx®nt....+k=o, ber Eoefficient « 
die Summe der Wurzeln; 6 die Summe der Produkte je 
zweyer; y die Summe der Produrte je dreyer, u. ſ. f. iſt, 
fo hat der Gag feine Anwendung in der Theorie der Gleis 
chungen. Le 
46. Die gefundenen Kormeln für die Summeh’der 


Potenzen find abhängige, indem in den Werch jeder 


Summe die vorhergehenden alle hineinfommen, Gebt 
man in jeder nach der Reihe die Werthe aus den vorher: 
gehenden Kormeln, fo erhäle man die unabhängigen Werz 
the. Doc wird diefes Verfahren in der Fortſetzung müh⸗ 
fam, und führt nicht leicht auf das Gefes der Formation. 
In dem, Artifel, combinatorifche Analyſis, (54.) find die 
unabhängigen Werthe der Summen der Potenzen auf eine 
leichte Art aus gewiſſen combinatorifchen Kormeln mit 
Hülfe eines Satzes aus der Lehre von den Sogarichmen herz 

geleitet. | — 
47. In dem Artikel, Algebra, iſt angeführt, daß 
Albert Girard in dem Buche, Invention nouvelle 
en!’ Algebre etc. 1629, die unabhängigen Formeln für. 
die Summen der Potenzen vorgetragen bat, jedoch ohne 
Beweis, Die abhängigen Formeln hat Newton in fei« 
ner Arithm, univerf. p. 192. (edit. s’Gravel.) au 
ohne Beweis angeführt, und fie benußt, eine Gränze der 
größten Wurzel zu finden, Die Vorzeichen find daſelbſt 
alle einerley , weil die Sombinationen von einer ungeraden 
Anzahl Elemente negativ genommen find. _ Man nennt 
die Sormeln auch den Newtoniſchen Lehrſatz von 
dem Verhalten der Coefficienten in einer Gleichung zu den 
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Summen ber Potenzen ihrer Wurzeln. Die abhẽ 
Formeln mag man ſo nennen; doch muß man da 
älten Girard, als urfprünglichen Erfinders, nicht 
fen. oh. Bernoulli gebraucht den Sat, we 
elegantiffimum theorema Newtonianum nenı 
die geraden Potenzen der Brühe 2 3,3 4 
infin. ju,fummiren, und fagt, ‚daß er einen Ben 
Satzes gefunden babe, den er aber nirgends m 
(Joh. Bernoulli Opp- T. IV.n.ı5e.) Eule 
in der Introd. in Anal. Inf. T. I. $, 166. die F 
fo wie fie hier in dem Sasse aufgeftellt find, und fi 
zu, daß man ſich von ihrer Richtigkeit leicht wü 

ichern können, daß aber in der Differentialrechm 
Satz in völliger Strenge würde dargethan merder 
feinen Infütt, calc. diff. ift das nicht gefehehen. 
aber zwey Beweiſe des Satzes in dem zweyten Ba 
Opuſculorum, P. ros — 120. mitgetheilt, d 
den Titel hat: Conjectura phyfica circa prop: 
nem foni ac luminis, cet. Berolini 1750. De 
wird durch die Differentialechnung geführt, der 


wird aus einem Lehrſatze über die algebraifchen Gleit 


hergeleitet. In den Comment. novis Petrop. 
at Euler für die unabhängigen Formeln ein Gef 
Formation gezeigt, doch nur durch Induction. 
mann hatim J. 1745 einen etwas verwickelten Ben 
Satzes geliefert in einem Programm: Demor 
theorematis algebraici. Diefer veranlaßte $ 
einen leichtern zu fuchen, den er 1758 der Göttin 
eiefät mittheilte. S. deffen Dillertt. mathem, ı 
ficae, und feine Analyfis endlicher Größen, € 
An jenem Drte zeigt er an, daß tanden in fein 
thematical Lucubrations, London 1755. 
einen Beweis durch die Nechnung des Unendlichen 
habe. In Tempelhofs Analyfis endlicher C 
Berlin 1769, $. 643 f. iſt dev Beweis aus algeb 
Gründen, verſchieden von dem Eulerifchen, geführt 
Beweis, den la range in einer Abhandlung i 
Gfeichungen, Mlem. de Berlin, pour 1768, | 
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(Michelſens Sammlung betitelt, Theorie der Gleichun⸗ 
gen, S. 191.) gegeben hat, bezieht ſich zunächſt auf die 
reciproken Wurzeln einer Gleichung. Er kommt mit dem 
vorher angeführten erſten Euleriſchen im Weſentlichen 
überein. Arbogaſt hat in dem Calcul des dériva- 
tions, 1800, nach feiner Methode, die ſich auf ven Tay⸗ 
lorfchen Lehrſatz gründet, einen fehr bequemen Weg zur 
Herleitung beiderlen Formen des Lchrfages |genommen, ° 
©, combinatorifhe Analyfis, 54. 55. | 
Der Sazz gehört nicht der Algebra, fondern der Come 
binationslehre zu, aus welcher man die eine Form deſſel⸗ 
ben mit der Märeften Einficht herleiten kann, woraus fich 
auch die zweyte und ihr Gefeß, durch Induction, herleis 
ten laßt, * * 
48: Satz. Es fen wiederum die Summe der Unio— 
nen —A; der Binionen —B; der Ternionen SC; % 
f. f. ohne Wiederholungen. Nun nehme man die Qua⸗ 
drate der Combinationen jeder Gattung zufammen, und 
ſetze | | 
P—a?+b?+c0?2-+d?-+ etc. ze 
.Q0=a?b?-+a2c?+a?d?-+b?2c?+ etc. 
Ra? b2c2-ta®b?d?-+a?b?e?-+a?c?d’+etc. 
S—a?b?c?d?-+a°b?0?e?-+a?b?d?e?-- ste 


u. f. w. 
ſo ift 
P=AA—zB | 
Q=BB—2AC+2D 
'R=CC—2BD+zAE—2F 
S—-DD—2CE +2BF—2 AG+2H 
u. f. m. — | 
Bey dem Beweiſe diefer Formeln kommt es vornehm⸗ 
lich darauf an, die numeriſchen Coefficienten der Combi⸗ 
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nationen, bie durch die Multiplication zweyer Neil 
Combinationen entfiehen, zu beftimmen. Dazu d 
foigende Bemerkung. 


| Henn eine Reihe A von Combinationen der E 

a,b,c,d,ete.deren Erponent a ift, ineine N 
son Sombinationen derfeiben Elemente, deren Erpı 
iſt, multiplicirt wird, fo entſtehen dadurch, wenn 
ner als ß geſetzt wird, «+ ı Formen von Par 
ducten, weil der Factor aus der Reihe N entweder 
X-—- 1, Dder — 2 ..., oder zwey, oder eine 
gar feine Elemente mit dem Factor aus der R 
übereinflimmig bat. Die Anzahl der übereinſti 
Factoren ſey —y, welche auch —o fenn kann, ſo 
Das Produet y Paare gleicher Faetoren, und 
—27 verſchiedene. Von den letztern 
2—y dem Factor aus der Reihe X, und B—y di 
tor aus der Reihe B zu. Mun ſuche man, wie 
a—y Elemente over (weldyes auf eins hinaus 
wie oft ih B—y aus a + ß—2y Flementen 
laſſen, fo hat man die Anzahl der Producte von d 
Form und mit denfelben Elementen. Mit dief 
muß | die Summe aller verfehiedenen Eombinatione 
ben Form multiplicirt werden. 


3. B. Wenn die Neihe der Ternionen in di 

der Duinionen multiplicire wird, fo nehme man ı 
Zotalproducte das Dartialprobuet a®b’cdef 
Hier ft az; B=5; y=2, und a—yı 
«+ß—2y=4. Dun laffen ſich x oder 30 
aus4 Elementen nehmen 4 mahl; das ift, man f 
Product derfelben Elemente a,b,c,d,e,fm 
Form aus den Ternionen und Duinionen 4 mahl 
nämlich aus abeinabdef, augabdinabce 
abe inabodf, und aus abfinabcde, 


Diefes wohl verftanden, hat die M ultipficatio 
Reihen von Combinationen feine Schwierigkeit, & 
Formel ift dieſelbe mit der erften in (43.). 
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Die öwente Formel wird folgenbergeftalt geſunden. 
s iſt 


I. (ab+-ac+ bc...) (ab+act rs ee 


—f.a?b?’+.el. are} 6l.abcd. Diefe find alle 
bier möglichen Formen mit ben Zahlen, die anzeigen, 
wie oft fie Statt finden. Kerner iſt II. Ca--b-+c...) 
c@bce+abd+bed..)=L. atbe+g4labed. Aus 
beiden Gleichungen folgt 
B?—2AC= 0—2D, alſo 
Q = B2—2AC+2D. 
Die dritte Kormel entficht folgendergeftale. Es ift 
L.(abc-+tabd...)’abce-+abd..)=f[.a?b? o® 
ER SEFAU IE een 
L. (ab +ac..)(abed+..)=Latb*cd 
+ =L atbede+rsf. abcdef. 
II. (a+-b+ec..)(abede -+.. Segler 
+6l.abcdef. Aus diefen drey Gleichungen folge ( 
C2—-2BD-+sAE=R+2F, | 
das iſtt | 
R= 02—2BD+2AE—2F. 
= vierte Formel ergiebt fich auf ähnliche Art: Es ift 
I (abed-+..)(abed + ..) = La?b? c?d* 
2 2[a2b2 c2de+öt. a?b?cdef+ 20[.a? bedefg 
+70f. abcdefgh. 
IH. Ccabc-+.:.)(abcde 4. ) * . ae b?c?de 
+4L.ab’cdef+ısla’bedefg+56[.abedefgh. 


IH. (ab-+..) cabcdef-+. — a®b?cdef 
+6l.a?bedefg-+ 2glabcedeigh. 


IV.ca+b-+. ‚Kabedefg-+. JLa?bedefg 
+ gLabcdefgh.* 


Aus diefen ‘vier Gleichungen folgt. | 
 D!—2CE+2BF—2AG=S—2H, ale 
S=-D!—2CE+-2BF—2AGH+.2H. 
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Die Gleichfs rmigkeit in der Entwickelung der Pro⸗ 


ducte aus den Combinations-Reihen berechtigt zu fchlies 


gen, daß das Geſetz, welches ſich in den ‚aefundgnen For⸗ 


meln zeigt, allgemein gelte. 


49. Der Satz ſteht in Eulers Infütt. Calo diff. 


p 702, ohne Beweis, nur mit dem Beyfügen, daß die 


Formeln ſich aus der Natur der Combinationen erge⸗ 
ben. Er wird zur Entdeckung unmoglicher Wurzeln in 


einer! algebraifchen Gleichung gebraucht. 


Vo. Geſchichtt der Conpinationelchre. 


Die erſte noch unvollkommene Bekanntſchaft der Al: 
gebraiſten des ſechszehnten Jahrhunderts mit dem bino⸗ 
miſchen Lehrſatze führte ſchon auf Combt wationen oder 
konnte doch darauf aufmerkſam machen. 2, o hann Bu—⸗ 
teo Töjere in feiner Logiltica, 1559 die Aufgabe auf, 
alle verfchiedene mit vier Würfeln mögliche Würfe zu 
finden. Er ftelle in einer Tabelle die viererlen Verbin: 


dungen ber Zahlen x bis 6 regelmäßig auf, fo daß, 


wie er ausdrücklich vorfchreibe, nie eine Fleinere Zahl 
auf eine größere: folgt, und leitet die Claſſen aus einander 
her auf die Art, mie oben in (33) gefchehen iſt. Bey einer 
andern Aufgabe diefer Art, wo er alle Variationen der vier 
erften Claſſen von Verbindungen aus ſechs Buchftaben fucht, 
fest er, um es bequemer zu machen, Zahlen ſtatt der Buchſta⸗ 
ben, (Pfaflii disquißit. analyticae, p. 31 1.). In dem legten 
Gabe der Schrift von Viera, de emendatione ae 
quationum (1615), fommen Combinationen vor. Es 
feyn fünf Großen B, D, G; H, K, deren Summe ih « 


‚nenne, die Summe ihrer Binionen ß, der Ternionen Ys 


Der uatermonen d. Vieta druckt alles mit Worten aus. 
Sein Satz iſt folgender: Wenn Aſ — 4A4 + BA 
yA®+5A—B.D.G.H.K, fo find B, D, G, H, R. 
die Wurzeln dieſer Gleichung, oder die Werthe von As 
oder, wie Vieta es ausdruckt: A explicabilis eſt de 
uqalihet illarum quinque B, D, G, H, K. 


Combinatien 473 


Er ganze Algebrq beruht auf Combinatio⸗ 
nen der Wurzeln der Gleichungen. Doch finder ſich die 
Benennung noch nicht darinz auch iſt nie bie Frage von 
der Anzahl der Combinationen einer Claſſe, bey einer ges 
gebenen Anzahl von Größen. 


Paſecal wechfelte mit Fermat Briefe über vers 
fchiedene Kragen, die Combinafionen und die Wahrfcheins 
lichkeiten in Spielen berreffend, wobey er auf fein arith⸗ 
mietiſches Dreyeck gerierh, in welchem die Zahlen zur Ber 
flimmung der Anzahl der Combinationen einer gemwiffen. 
Menge von Dingen aus einer gegebenen Anzahl dienen. 
©. arithmerifches Dreyer, In Fermats Werfen, 
©. 179 — 188 find zwey Driefe von Pafcal enthalten, 
morin Anwendungen der Combinationen auf — 
lichkeiten in Spielen vorkommen. 


Um dieſelbe Zeit befchäftigre fich ver Pater Mer f enne 
mit. den Combinationen, und machte davon Anwendungen 
auf die Verbindungen der Töne. Erfinder, daß 20 Dinge 
fi über zwey Trillionen. (beinahe.24 Trillionen) mahl 
berfegen laſſen. Für 64 Dinge erhält die Verſetzungs⸗ 
zahl neunzig: Ziffern.  Cogit. phyf. mathem. p. 296. 
und Harmonicorum L. 7, p: 116. 

Gul din berechnete in einer Abhandlung über. bie 
Combinationen die Menge der Wörter, die aus 23 
Buchſtaben zufammen geſetzt werben Fönnen, und 
fand, daß fie über 25 Trillionen Bände von 1000 Geiten, 
jede Seite von zoo Zeilen, und jede Zeile zu 60 Buch» 
ftaben , anfüullen würden, Eine ſolche Berechnung machte 
fach ihm Preſtet, der die Anzahl der Wörter von 2, von 3 
von 4 bis zu 24 Buchftaben über 1391 Quinquillionen groß 
findet, von welchen aber rin, großer Theil fich nicht aus⸗ 
fprechen laßt. 

Van Schoot en frägt in dem sten DH. feitier Exer- 
eitationum mathematjcarum (1657) einige Aufgaben’ 
über die Combinationen vor, _ “Er nerinf fie Electiones _ 
‚ganz ſchicklich. Der Gas (18.\, und die Aufgabe (29.) 
a fich bey ihm. Auch giebt er eine Tafel der Combi— 


. 





a7, Eombination- 


nationen, aus welchen eine gegebene Anzahl Combinatio— 
nen, wie Factoren, genommen werden kann, von der An— 
zahl ı big 100. S 

Leibnig brachte in feinem zoften Fahre eine Difpu- 
tation de complexionibus, zu feipjig 1666 auf die Ka: 
theder, welche feiner Ars characteriffica, Lipf. 166g 
jum Grunde liegt. Er wandte in der Folge die Combina— 

tionslehre auf die Almfchrung der Reihen an, wovon er 
die Möglichfeit aber nur an einem Veyſpiele, nicht fehr 
deutlich zeigte. (A. Erud. 1700 m. Maji). Die arith: 
metiſchen Combinafionen erweckten in ihm die dee von 
einer höhern Kombinirfunft und combinatorifchen Charak—⸗ 
teriftif, welche zur Erfindung hoher philofophifcher Wahr; 
heiten dienen follte. Dergleichen wollte auch Athanafiug 
Kircher erfinden. Ars magna fciendi. Anıftelod.' 
1669. . 

Wallis gab 1685 eine Schrift über Combinationen, 
DVerfesungen und Zerfällungen heraus, in englifcher 
Sprache, welche lateinifch in feinen Operibus, Vol. II. 
befindlich ift. 

Jakob Bernoulli, der 1705 geftorben ift, Kin 
terließ eın Werk über die Wahrfcheinlichfeits - Mechnung, 
Ars conjectandi, welches 17713 zu: Bafel herausgekom⸗ 
men it. Die zweyte Abrheilung enthält eine fait voll: 
ftändige Ausführung der tehre von den Combinationen und 
Berfegungen, wovon in der folgenden Abhandlung vie 
Anwendungen auf Glücksfpiele gemacht werden. 

Euler hat die Lehre bon den Combinationen nicht un⸗ 
berührt gelaffen. Die Formeln (48) fcheinen ihm zu ge: 
hören. Don ihm find oblervationes analyticae de 
‘sombinationibus.-. Comm. Petrop. vet. T. XIIL 
1741 — 43. ee | | 

Man befümmerte fich in ber Combinationslehre aber 
faft nur allein um die Anzahl der Verbindungen und 
Berfegungen der Dinge, und übergieng faft gänzlich ihre 
wirfliche Darftellung, die doch für die Analyfis 
ſo wichtig iſt. Dem bie Anwendung der Combinatiovs⸗ 


' 
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lehre in der Analyſis beſteht vornehmlich darin, haß zufame 
mengeſetzte Größen als Summen von Combinationen nach 
gewiſſen Geſetzen in einem einfachen Ausdruck dargeſtellt 
werden. Dabey wird aber erfordert, daß man die Beſtand⸗ 
theile der Summe, wo die Entwickelung nöthig iſt, leicht, 
mit Deutlichkeit und Regelmäßigkeit angeben, gleichſam 
mechaniſch hinſchreiben koͤnne. Dieſen wichtigen Dienft hat 
Hindenburgder Analyſis geleiſtet. Er hat gezeigt, wie 
Sembinationen und DBariationen an ſich (Ämpliciter) 
nad fichern und einfachen rein: combinatorifchen Gefegen, 
in Elafjen und Ordnungen vollftändig aufgejtellt werden; 
fowohl arithmographiſch als Terifographifch und involuto⸗ 
riſch; eben fo hat er zuerjt die Combinationen und Darine 
tionen zu beflimmten Summen, deren Gebrauch 
in der sombinatorifchen Analyſis am bäufigften vorfommr, 
ausjufondern und’aufzuzählen gelehrt, ebenfalls nach einer 
‚zwenfachen Merhode. Dann bat er gewiefen, wie jede 
ganze Zahl in alle ihre ganzen Theile auf eine regelmäßige 
Art, mit und ohne Verfegungen zerlegt wird, eine 
hierher gehörigen Schriften find nebft mehreren die Com: 
binationslehre und ihre Anwendungen betreffenden Schrif: 
ten am Ende des folgenden Artifels angezeigt. 


Sombinatorifche Analyfis ift die allgemeine 
Anwendung der Combinationslehre auf die Analyfis, wo, 
bey der Auffuchung und dem Vorträge der Kormeln, bey 

der Entwickelung ihrer Nefultate, überall combinatorifche 
Begriffe und Gage angewandt, combinatorifche Zuſam⸗ 
menfegungen und Zeichen gebraucht, flatt der all 
gebraifchen und franfcendentifchen (oft fehr verwickels 
ten und ſchweren) Operationen, die gleichgültigen (eins 
‚ fahern und leichtern) combinatorifchen geſetzt und 

benugt werden. — Diefe Erflärung giebe in dem 
mathem. Archiv 1. Bd. 423. ©. Prof. Hindenburg, 
er ald Erfinder diefes wichtigen Theils der Analyfis anzus 
fehen ift, da er die bis. dahin nur als eimjelne Säge * 
kannten combinatorifchen Lehren in einen Zufammenbang 
gebracht, erweitert, und ſehr vortheilhaft angewandt, zu⸗ 


— 
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‚gleich auch eine neue, fchickliche und faßliche Bejeichnungt⸗ 
art in dem neuen Syſtem eingeführt hat. | 


Die Lehre von den Combinationen, wovon die combi: 
naforifche Analyfis eine Anwendung ift, muß alfo von dem: 
jenigen, der dieſen fruchtbaren und intereffanten Theil der 
höhern Arithmetik ftudieren will,‘ wohl gefaßt werben. 
Zu dem Ende ift diefe in dem Xrrifel, Combination, 
ausführlich vorgetragen und erläutert worden doch in einer 
folchen Kürze, daß das Ganze noch gut zu überfehen iſt; 
zugleich unabhängig von andern analyrifchen Gäßen, und 
ohne eine befondere Eharacteriftif. Kerner muß man die 
:chrfäge von. den Permutationen oder Verfegungen ges 
gebener Elemente, und von der Zerlegung ganzer Zahlen 
in alle mögliche ganze Theile wohl ine haben. Die erftern 
werden gebraucht, um die verſchiedenen Combinationen 
einer Art aus ihren Variationen, die ſich nur durch die 
Stellung der Elemente unterfcheiden, auszufondern, nad) 
einem dazu vorgefchriebenen oder angenommenen Geſetze 
der Kolge oder Ordnung, und auf der andern Geite für 
jede Combination die Anzahl ihrer Variationen anzugeben, 
auch die Anzahl der Combinationen einer gegebenen Art zu 
‚ finden. Die Zerlegung der Zahlen dient auf mehr als 
eine Art zur Aufftellung aller Combinationen von einer ge: 
wiſſen Vefchaffenheit, wovon iu dem gedachten Artikel 
Beyſpiele vorfommen, Ä 


Bey den Zerlegungen ver Zahlen hat Hindenburg ſich 
anfänglich der Zerfällung (difcerptio) verfelben in 
ihre möglichen ganzen Fleineren Theile bedient. Daher die 
beiden gewöhnlich fo genannten Difcerpfionspror 
bleme (Infin. Dign. p. 73. feq, p. 129: ſeq.) für 
Combinationen und Variationen; unftreitig die beiden 
wichtigſten in Abficht auf ihren weirläuftigen Gebrauch in 
der combinatorifchen Analyfis. Die Zerfällung der Zahlen 
ir ihre Aggregattheile führe auf Summen und ihre Com: 
. plemente, und iſt alfo nicht rein, fondern arithmetiſch— 

eombinatorifh. Späterhin find daher von Hin: 
denburg, auhdiereinzcombinaforifche, arithmo— 


E Sombinatorifge Analpfis 477 


grapbifchen und Ierifographifchen, Zerlegungen und Ab⸗ 
leitungen der Comvinationen, fowohl zu beftimmren als uns 
beftimmten Summen, durh Ordnungen aus Ordnun: 
gen eingeführte worden, die für Zahlen- und Buchfta: 
ben: Combinationen gleich gerecht und bequem, auch wegen 
ihrer unvolurorifchen Anordnung nach leichter find als 
jene fucceffiven Zerfällungen der größern Zahlen in ihre 
Eleinern fummatorifchen Theile. ( Erſte Samml. anal. comb. 
Abd. 177, 183, 187, 189, 191, 202, 204.). 


1. Gegenftände der combinatorifchen 
Analyſis. 


1. Die combinatoriſche Analyſis geht alſo von einfa⸗ 
hen, reinz oder arithmetiſch-combinatoriſchen (gemiſchten) 
Dperationen aus, bon einer Zufammenzäßlung und. Zus 
fammenftellung des Gleichartigen, mie es nach einer ges 
yoiffen Negel genommen wird, nachdem man dabey auf die 
Anzapl der Elemente, mit oder ohne Verſchiedenheit, 
mit oder ohne Veränderung der Tolge, oder in andern Fal: - 
len auf die Summe der Gtellenzahlen (den Sum 
menerponenten) mit oder ohne Rückſicht auf die Ans: 
zahl der Elemente ſieht. Der Weg zu ihr gebt niche 
durch die dornige Algebra, welcher fie viel mehr Licht era 
theilt, ja ihr zur Darftellung der Wurzeln jeder 
Gleichung duch Neihen hilft, ſondern der Übergang zu 
ihr geſchieht gleich von der feichten elementarifchen Buch⸗ 
ftabenrechnung in den höhern und Allgemeinern Aufgaben 
der Multiplication, Divifion und Zerfällung in gleiche 
Faetoren Man hat fie alfo als einen felbftftändigen Theil 
der Analyfis anzufhen. —— 


22. Der wichtigſte Fall der Multiplication vieleheilts 
ger Größen ift der, wenn alle Factoren gleich groß find. 
Diefes giebt den polynomifcyen Lehrſatz, vor. wels 
chem in einem befondern Artifel gehandelt wird. Hier nur 
diefes, um ein in die Augen fallendes Benfpiel von der 
Anwendung det combinatorifchen Analyfis zu geben, Der 
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Satz ift auch die Veranlaffung zu der Erweiterung der 
Analyſis dur ein Syſtem von combinatoriſchen Opera⸗ 
tionen geweſen. | ‚ao | 


3. Wenn die Reihe der unabhängigen formlofen Gröſ⸗ 
fen, apb+c+d-te-r'etc. deren Anzahl—n fen, 
auf die mre Potenz erhoben werden foll, fo ift dieſes nichts 
anders als alle mögliche Combinationen von m Größen 
aus n Größen, ohne und mie Wiederholungen, machen, 
3. B. wenn die zweyte Potenz verlangt wird, erhält man 
afle Producte je zweyer ungleicher (Binionen), mit, den 
Derfegungen oder Variationen, und die Quadrate jedes 
Theils (Wiederholung des einzelnen). Wird der Cubus 
gemacht, fo erhält man alle Producte wie abc (Ternio: 
gen mit den Verfesungen); alle Producte wie a?b (Com⸗ 
binationen mit Wiederholung), jedes fo oft als fich die 
a,a, bverfegen lafjen; daun noch alle Cubos, wie aaa, 
(Eonternationen mit Wiederholung des einzelnen). 


4. Die vieltheilige Größe fen nach den Potenzen einer 
Heränderlichen Größe geordnet, deren Eoefficienten als 
unveränderlich angenommen. werden. Sie fy a+-bz 
+02?+dz5-+ez?--et..=—p. Die Poren; p” 
werde ebenfalls nach den Potenzen von z geordnet. Mun 
befteht jeder Eoefficiene von z aus m Factoren, die alle 
verfchieden, oder zum Theil Diefelben, oder ganz und gar 
daſſelbe ſeyn köͤnnen. Bezeichnet man die Stellen der 
Glieder in p durch 0, 1, 2, 3, 4, etc., fo ift der Eoeffi- 
cient der Potenz; z" in p” die Summe der Combinas 
tionen in welchen die Summe Gtellenzahlen, ihrer 
Elemente (dev Summenerponent) = n ift, und be 
ſteht z. B. für ns, aus den Combination, anf; 
au-2be; an”2cd; au5b?d;amsbc?; an”4b3c; 
an5b5. Es ift nur noch nöthig die Zahlen beyzufügen, 
wie oft jede vorfommt. e 

"Das (in 3 und 4) Gefagte dient blos als Nachweiſung, 
wie leicht ſich diefe Producte, als die Beſtandtheile jener 
Potenzen der Neihe,  combdinatorifh überfehen laffen. 
Übrigens giebt die Combinationslehre Regeln an Die Hand, 
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dermöge welcher mamdie einzelnen Eombinationen der Pos 
tenzen (in 3, 4), ohne an die Beſchaffenheit jener Pro: 
ducte weiter zu denfen, gleich gut geordnet, mechaniſch 
‚ binfchreiben Fann. Diefe Bemerfung gile auch für die 
folgenden-als Benfpiele aufgeführten, und andere Aufga⸗ 
ben. Die arithmographiſchen, Ierifographifchen und an: 
dere combinatorifchen Anordnungen leiften hierben vortrefflie 
he Dienſte. . Ä 


5. Man fol das Produet von mehrern Reihen, wie 
aybz+cz2+dz2+ezt+et.—p 
A+Bz+ Cz?+Dz3+Ezi+et.—gq 
a+ßz+ yz?+ö6z25 + szti tete —r 
AHDBz+Ez? + DE + Ezi+ etc —s 


machen. Das wird dem erften Anblicke nach nicht allein 


eine ſehr muͤhſame, ſondern auch dem Fehlen ſehr unters 
worfene ‚Arbeit ſcheinen. Die combinatorifche Analyſis 
aber macht es leicht und ſicher. Man hat nur in den Com⸗ 


binationen, woraus p” nach (4.) beſteht, für jedes der 
darin borfommenden Elemente eines an derfelben Stelle 
aus jeder der Reihen, p, q, r, 5, zu ſetzen. 3. 8. ber 
Eoeffieient von 22 in p+ enthält die Combinationen asc 
und a? b?, - - Daher enthält die. Eoefficiene von z? in 
dem Producte pgrs die Eombinationen; aAaG; 
a AAy; aadc; Aalc; und aAßB; aaBB; 
alBß; AabB; AXbA; aYbB, Die Zaplcoeffi- 


cienten in den Eoefficienten von p” geben die Anzahl der 


Combinationen jeder Gattung an. 


6. Der Quotient aus der Divifion einer Reihe, wie 
vorher p ift, durch eine andere, wie q, beiteht aus Com: 
binationen nad) einem beftimmren Gefege. , (Buchftabene 
rehnung. V.). Die Zerfällung ver Multiplication in 
Factoren ift zwar das Umgekehrte der Multiplicarion, aber 


doch in analytiſcher Betrachtung etwas ähnliches, fo daß - 


der polynomifche Lehrſatz für gebrochene Erponenten eben 
diefelbe Form hat, wie für ganze, 
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7. Es ſey die veränderliche Groͤße y durch eine nach 
ben Potenzen der veränderlichen z geordneten Meihe ger 
geben: und eine britte veränderliche-x durch eine Reihe 
nach den Porenzen von y; man foll x durch eine Reihe 
nach den Potenzen von z ausdrücken, Die beiden Rei⸗ 
ben feyn: =. — 
a+bz+cz? +dzt ei... =y 
..„ AbBy+ CP HDy +Ey.n,—x 
Man hat hier die Porenzen des Polynomium y zumachen, 
und dieſe in der Reihe für x zu ſubſtituiren. Die Coef— 
ficienten in der neuen Reihe für X werden aus den Eoeffie 
cienten in-den Polyuomialpotenzen, die ju einer gegeber 
nen. Potenz von .z gehören, zufammengefest „ nachdem fie 
mit den Eoeffiienten B, C, D, etc. der Kolge nad 
auultiplicirt ſind. 3. DB. der Eoefficiene von 2? iſt 
—=Bd+Ct@ad+2zbo+D(3a®ed+6abe+ b}) 
+Ecsad+ı2a?be+4ab’)»F(5a4d+zoabe 
+ 10a? b’)-+- G(6add+zoatbc+ 20435?) -+ etc, 
©. Combination, 42. i u 
8, Die beiden Reihen ſeyn. un 
az+bz?-+cz2? +dz+ tea +et.=y, 
Ay+By?+Cy? +Dyt+-Eyd+ete=x, 
umd es folk x durch eine nach z "geordnete Reihe darge 
ſtellt werden. In den Potenzen von y find die Theile 
des Eoefficienten von 2" Producte aus denen Eoefficienten in 
— — m. er -, . I 2 . 
der Reihe y, deren Stellen für den Zeiger € b 5 Hi sg 
die Summe n geben. In der Tafel (Combination, 41.) 
geben die Kombingtionen in einer horizontalen Abtheilung 
auch diefelbe Localſumme, aber flir einen andern Zeiger, wo: 
rin b, c, d, e, etc. zu den Stellen 1, 2, 3, 4, etc. ges 
hören. Gest man daher für jeden Buchſtaben in der Tas 
fel den nächft vorhergehenden , fo erhält man die Combi« 
ngtionen zu jeber- Potenz in der neuen Reihe für x in den 
horizontalen Abrheilungen,. 3. B. der Coefficient zu 2° iſt 
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Af+ B(2dc+ 2bd+c)+-Cgad+ Gabc- b>) | 
+ De(aadc + 3a°b’?) +E. 5a*b + Fa°, wo noch 
die Berfegungszahlen den Kombinationen beygefügt find, 
S. 0: 0: O. 42. En ' 

9. Die Umfehrung der Neihen iſt eine wichtige coms 


binatorifche Operation. Es fey —E 
2—AꝓFBy-O DyS ꝓ ete 
Hieraus ſoll eine Reihe It | 
y=a-+bz +cz? + dzS5 + etü 
hergeleitet werden. Ä Er ae 
Man fege in der erftern Reihe flir die Porenzen von y 
ihre Werthe mittelff der zweyten, auf die vorher gewiefene 
Art, ſo erhaͤlt man den Werth von z durch eine Reihe, 
die nach Potenzen von 2 fortfehreitee, und deren Coeffi⸗ 
cienfen aus den Eoefficienten beider Neihen zuſammenge⸗ 
fest find. Wenn nun gleich a, b, c, etc. nicht befanne 
find, fo.ergeben fich Doch aus den Eoefficienten in der ums, 
gewandelten Reihe eben fo viele Gleichungen jur Ber 
jtımmung der Eoeffieienten in der Neihe für y, (ſ. Umkeh⸗ 
rung der Reihen.) | | . 
1: GfizmAy+ By + Cy3 + Dyt -+- etc. 
ind - „y=az +.bz! + cz’ --.dz# + etc, 
fo findet man auf diefelGe Arc eine Meihe für 2, die nach‘ 


den Potenzen von 2 felbft geordnet it, deren Coefficienten 
zur Beſtimmung der unbekannten a; b, c, etc. dienen. 


tı. Man kann eben fo gut die Werthe von z ‘in 10, 
11) in Die Reihe für y ſetzen, wodurch eine Reihe für y 
durch y felbit erhalten wird, aus deren Coefficienten die 
Größen a, b, c, etc, beſtimmt werden. 

Dies letztere Verfahren giebt wie das erftere recuirie 
tende Ausdrücke für Die unbefannten a, b,c, d.;. 
deren Entwickelung aber leichter iſt, als ın dem erſten 
Salle Die beyderley Formen diefer Eoefficienten, in 
Nov. Syſt. Perm. Comb. p. XXX, XXXI Andere 
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combinatorifche, nicht recurrirende Formeln für die a, b, 
ed... in der Folge. 


12. Durch eben diefeg Verfahren findet man eine Reihe 
für eine Potenz von y, als yn, der Exponens ſey, was man 
wolle. Ks fommt aber noch darauf an, das Geſetz der 
Formation ver Reihe, es fey für yober y= zu entderfen, 
(f. Umkehrung der Reihen. ) 

13. Iſt die Frage, irgend eine Feuction von y durch 
2 mittelſt der für z- gegebenen Reihe auszudrucken, fo 
wird diefes Gefchäft durch die combinatorifche Analyfis und 

ihre Charakteriſtik ſehr erleichtert. 

14. Bey dem Gebrauche des Taylorſchen Lehrſatzes, 
die Veränderung einer Function durch ihre ſucceſſiben 
Differentialquotienten, und durch die zu der Functional 
größe hinzugefügten, von ihr unabhängigen Größen aus: 
zudrucken, leiftee die combinarorifche Analyſis vortrefflicht 
Dienfte, um die ganze Operation leicht und ſicher zu ma⸗ 
hen. Hier fchließt fich die Derivations : Rechnung an 
fie an. | 

15. Bey Eliminationen, bey Transformätiönen und 
Interpolationen der Reihen, bey der Summirung der Po: 
tenzen irgend welcher Größen, bey Entwickelung continuir: 
licher Brüche, und cyklifchen Perioden , Eommen Com⸗ 
Binafionen vor. 


u Charakteriſtit der combinatoriſchen 
Analyſis. 


16. Um die Glieder, welche aus den Combinationen 
zuſammengeſetzter Größen oder unendlicher Reihen ent: 
entſtehen, da dieſe Glieder oft ſehr zuſammengeſetzt ſind, 
deutlich und kurz darzuſtellen, und das Geſetz der ganzen 
combinatoriſchen Anordnung offenbar zu machen, iſt eine 
neue Bezeichnungsart nöthig, welche man fi ch geläufig ma: 
chen muß, um in diefem Gefchäft ohne Anftoß fortzufom: 
men. Hindenburg bat biefe Charakteriſtik mie ſolcher 
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Geſchicklichkeit eingerichtet, daß man kaum etwas: in eine 

zelnen Bezeichnungen zu erinnern finden wird. eine. 

combinatorifchen Ausdrücke ftelen Formen von. bekannter 

und faßlicher Structut dar, die man.alfo minder größten: \ 

Klarheit fogleich anwenden. kann; welches bey Subſtitu⸗ 
tionen, die bald auf diefe, bald auf jene Art gemacht wer⸗ 

den, nicht der Sal iſt. 

17. Ganze Reihen, wea+b+cHdt era 
oder azz® +bzmt' cz®mt® 4 etc. werden, mie es 
auch fonft üblich ift, durch einzelne Buchitaben als p, q; 
z, m; is dgl. bezeichnet, um anzugeben, von — 
Reihe die Rede ift., 


18. Das mte Glied einer Reihe p wird Beyeldänet 
durch plm; das mre Glied des Products der Reihen 
p1g, durch pq m; des Products dreyer Reihen p, q, x 
durh par m; der nten we der Neiße p durch 


p”7m; des Duntienten © > burdh 


19. ft die Reihe p nach den — einer verän⸗ 
berlichen Größe 2 geordnet, fo wird der Coefficient des | 
mfen Gliedes bezeichnet duch prm, des (m-+ r)ten. . | 
durch px (m+ ı). Diefe Bezeichnung if befonders nüße: 
tieh, wenn die Eoefficienten aus den Gliedern mehrerer 
Reihen jufammen genommen werden füllen, um ben un: | | 
beitimmten Eoefficienten in einer neuen Reihe zu bilden, | 
Alfoift pam +gx(m-1)+rx(m-2) + sx(m-3) 
das Aggregar von dem ınten der Reihe p; dem (m- z)ren: 
der Reihe q; dem (m — g)fen in der Neibe r, dem 
(m — 3)ten in ber Reihe 8, woraus. der Coefficient zu 
einer gemeinfchaftlichen Potenz von z jufammengefegt' ' 
wird. — Dieſe Bezeichnungen der Glieder und Eodeffi⸗ 
eienten heißen Localzeichen, und eine daraus zuſam⸗ 
mengefegte Formel Heißt eine Localformel, 3.8. bie 
tocalformel des polynomifchen Lehrſatzes ift 


pr=p’xrı + p'x2.2 + p'x3,2° + p'n4.2? 
.. J + p’r(m+ ı)2" -> sı 5» 


ie re DIET TEE AT ERTEILEN ATAEELZL. 


” 
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wennp=a+bz-+cz?+d23-+ etc, it. Man Fann 
nach Rothe, , noch die Scale der Eoeffieienfen in jeder 
Reihe nebft dem Zeichen der Reihe beyfügen, als hier 
p(a, b, c, dı.. .) welches wegen der Combinatio⸗ 
nen ber Eoefficienten nüglich iſt. 

20. Die Coefficienten werden aber auch auf die ge 
wöhnliche Art durch Buchſtaben bezeichnet, nämlich in 
den Functionen, die combinirt werden, Für jede Fune— 
tion. oder Reihe müſſen Buchſtaben aus einem bejon 


dern Alphaber genommen werden, wenn man fie nach ber. 


Ordnung vom Anfange an nehmen will. ‘Die unbefanne 
ten Coefficienten, welche nöch erſt durch Vergleichung der 


Coefficienten in. den ‚gleichnamigen Potenzen einer neuen 


Reihe, oder auf andere Art’gefunden werden follen, -uns 
ferfcheidee Hindenburg duch darüber geſetzte Puncte, 


alsa, A, A. Doc ſcheint diefes nicht norhig zu fern, 
wenn e8 einmähl angemerftift, daß fie noch zu finden find; 
welche Bemerfung diefe Puncte erfparen follen. Xen den 
analytiſchen Operationen wird zwifchen den gegebenen 
und gefuchten Größen weiter Fein Unterſchied gemacht, als 
nur in fo fern man ben den legtern zum Zweck hat, fie un: 
vermifcht bloß durch gegebene darzujtellen. 


21. Zuweilen ift es nützlich, einen Coefficienten durch 
feinen Abitand von einem gegebenen anzudeuten. Es fey 
3. E. diefer letztere — g, die vorhergehenden, nad) der 
Folge von gan feyn f, e, d, etc. die nachfolgenden, h, 
ı,.k, etc, : 


| -ı -_ us —5 
pift f=g; e=g; d=g, etc 


+1 , +2 +3 
und h=g; img; k=g, eto.. inden ber 


Abftand von dem gegebenen durch die über dns Buchſtaben⸗ 


zeichen des gegebenen Gliedes gefeste Zahl bemerft wird, 
mit dem Vorzeihen — für die vorhergehenden Glieder, 


und dem Zeichen + für die folgenden. Dieſe Zahlen 


beißen Diftanz- Erponenten. 


— 
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Der Gebrauch dieſer Exponenten erſtreckt ſich nicht 
blos auf-gemeine, fordern auch auf Binomial- und Pos 
Innomialcoeffcienten , auf Bariafiopse und Combinations⸗ 
claſſen, auf Functionen aller Art; überhaupt, auf jede 
Reihe gleichartiger oder fonft jufammengehöriger, oder fo. 
befrachteter Dinge, die eine gereiffe Ordnung in ihrer Folge 
auf einander beobachten — um fie Durch einander, fols 
gende durch vorhergehende, und umgekehrt, beitimmte durch 
unbeftimmte und wechfelsweife, auszudrucken. Durch 
dieſe Exponenten kann auch jedes Alphabet von einer gege⸗ 
benen Anzahl Buchſtaben, vorwarts und rückwärts unbe⸗ 
ſtimmt erweitert werden. — 


22. Die Binomial-Coefficienten, die in come 
binatorifchen Rechnungen haufig vorfommen, werden durch 
die Buchftaben des großen deutſchen Alphabers, mit dem 
Erponenten der Potenz oben auf der linfen Seite, nad 
ihrer Kolge bezeichnet, namlich, wenn der Exponent der, 
Binomialpoten; — m ift, "U; DD LE 
fo daß 


Y—n; Bo 0 —⸗ 
I, 2 Kr % 3« 


m.m-ı.m-2.m-3 

en 
23°. Die Polynomial:Eoefficienten, oder 
die Verfeßungszahlen,, welche in der Sormel des polhno⸗ 
miſchen Lehrſatzes die Combinationen begleiten, weil jede 
Combination ſo oft vorhanden iſt, als ſich derſelben Ele— 
mente verſetzen laſſen, werden durch die Fleinen deutſchen 
Buchſtaben angedeutet, fo daß die Stellenzahl des Buch— 
ſtaben mit der Anzahl der Elemente übereinfomme; näm— 
lih aa; bab; cabc over ca*b; vabcd oder da?b*, 
u.ſ. f. Der Werth dieſer Buchftabenzeichen wird durch die 
Defchaffenheit der Combination beſtimmt. Go ift in 
da bod der Werth von d— 24; in da’b* aber — 6. 


- 24. Einen unbeftimmten Dinomial- oder Polyno” 
"mial »Eoefficienten bezeichnet Hindenburg durch einen 





* 
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Buchſtaben aus der Mitte des Alphabets mit Schwaba—⸗ 
her Schrift, damit man ihn nicht für einen beſtimmiten, 
nad) der Stellenzahl des Buchftaben, nehme. Inzwiſchen 
wird dieſe Unterſcheidung, die in der Handfchrift befchwer: 
lich ift, Faum nöthig fern. In der Neihe mie andern. 
geigen die Trennungspunete zwifchen den Gliedern ſchon an, 
daß die zuletzt hingeſetzten Glieder eine unbeftimmre Gtelle 
haben, und nur bloß die Korm angeben. Man darf nur 
anzeigen, daß die Buchſtaben, M, M, etc. m, n, etc. 
allemahl unbeſtimmte Werthe haben, wenn nicht das 
Gegentheil ausdrücklich erinnert wird. Das wird in dies 
fem Wörterbuche angenommch, und eben fü in allen ahn⸗ 
lichen Fallen. ur 

25 Die Combinationen der Elemente a, b, 0,d... 
oder der Zahlen 1, 2, 3,4 « . „ werden nach der Kolge der 
Elsffen mit Wiederholungen, dur ‘A, ‘B, 'C, 
ID... ohne Wiederholungen, durh, A, B,C, 
D,. +. bezeichnet. Z. B. CO —abo-+abd-t acd 
+ bed, als die Ternionen ohne Wiederbolung aus a, b, 
c, d, Für beiderley Combinationen werden fowopl die 
Ordnung der Elemente in den einzelnen Complexionen, als 
auch die Folge der leztern in den einzelnen Claſſen nach bes 
flimmten Regeln feſtgeſezt. Sie heißen Clalles com- 
plexionum (combinationum) fimplieiter, im Ge 
genfage gegen diejenigen, Die eine beftimmte Summe ber 
Gtellenzahlen haben, 


26. Wenn die Combinationen in einer Elaffe, nad 
einer beftimmten Pegel geordnet find, fo wird jede einzelne 
Combination (Complerion) durch eine rechter Hand zuge: 
' fügte Zahl angezeigt, als 'C4 bedeutet die. vierte Coms 
plerion in der dritten Combinationsclaffe,; wo Wieder 
Holungen verſtattet find. 


27. Die Buchftaben des deutſchen Fleinen Alphabets 
mie den Slaffenzeichen verbunden zeigen an, daß jede Com⸗ 
‚bination mit der zugehörigen Verſetzungszahl multiplicirt 
werden fol. Die Stelle des deutſchen Buchſtaben und des 
Elaffenzeichens find dieſelben. Z. B. wenn vier Elemente 





* 
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a,b, c, d, je drey mit Wiederholungen verbunden wer⸗ 
den, ift die Summe der Variationen (der Combinationen 
‚mit den Verfegungen). 


eC=aaa+gaab.....+ Gabe, 


wo der Kürze wegen nur die verfchiedenen Arten der Com⸗ 
binationen angegeben find, worin c verfchiedene Werthe 
erhält, 


28. Die Sombinationen der Elemente a, b, c, d, etc, 
worin die Summe der Stellenzahlen, n, beſtimmt iſt, 
(Claffes complexionum numeri propo ti), werden 
nach der Folge der Elafjen durch "A, "B, "C, "D, etc. 
angezeigt. Die Stellen feyn, wie e dem "Zeiger ber 
merft ift, | 


12304 Sr. 
abc diıe,... 


und Wiederholungen genommen werden SA — e7 | 
?tB=ad+be; 5C=aac + abb; °D=a’sb; 
?E — aaaaa, 


| Wenn diefen Claffenzeichen mit beftimmten Summen 
die Zeichen der Berfeßungszahlen (Polynomial⸗Coefficien⸗ 
teu) vorgefegt werden , fo bedeutet dieſes, daß jede in 
der Claſſe enthaltene Combination mit der ihr zugehörigen 
Perfesungszahlimultiplicire werden foll. 3. B.a°A= ı.e; “ 
b°B=2ad-+ 2bc; e’C = gaac + zabb; 
dD 4a5b; EE—ı.aaaaa. Die Berfesungs- 
‚zahlen fi fi nd oft in derfelben Elafje verfchieden, wenn fie 
gleich in diefen Beyſpielen gleich groß find, 3. B. 
eE 5a04 ıo0a:b?, 

‘30. Hieraus folgen nathftehende Melationen der Elafjen 
für Combinationen an fih und foldhe zu beſtimmten 
Summen: 


fo ift, wenn n = 5 ift, 
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AH AHAHA:.. (biatb+ctd...) 


B— B+’B+/B...(bi.aatab+bb..) 

=... ..%+°4C...(di.aaataab...) 

D= ' 4D...(b.i,aaaa-taab,.) 
etc. etc. | | 


wenn nämlich das erfte Element a die Stelle z, nicht « 

etwa o hat. | 

31. Die Slaffen der Variationen ſchlechtweg (impli- 
eiter) ohne Rückſicht auf die Summe der Gtellenzahlen 
werden durch die Buchftaben des großen Tareinifchen AL: 
phabers aus der Curfiofchrift angedeuret, mit Strichlein 
oben, wie ‘A, B, 'C, etc. wenn Wiederholungen ver: 
farter find; 4, B', C!. . . menn feine verftatter find, 
Anſtatt derfelben mag man auch die obigen Glaffenzeichen 
mir dem Zeichen der Verſetzungszahlen verbinden. Damit 
in der Handfchrift diefe Unterſcheidung der Eurfiv - Buche 
ſtaben von den geroößnlichen Feine Mühe mache, oder ju 
Derwechfelungen Anlaß gebe, kann man jene von diefen 
auf eine leichte, willführliche, aber feſtgeſetzte Art, (3. B. 
ducch einen Heinen Strich wntermwärts) unter: 
ſcheiden. — | RB: 

32. Die involutorifchen Aggregate, (fe Combination, 
10. 38, 39.) von andern combinatorifchen Ausdrücken zu 
unferjcheiden, bezeichnet man fie duch 7, mit Beyfügung des 


Summenerponenten der Inbvolution oben linker Hand, wie 


=; „ welches anzeigt, daß alle Combinationen afler Elafz 
fen für die Lofalfumme 7 zufammen genommen werden fols 
len. Es iſt alfo | ee 


ISA BC PHEHTHG 
für den Zeiger = | ä 

| ( 23438 — 

abedefg/ 


— 


J v — 
® 
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- Die einzelnen Combinationen find in dem Artikel, Combi⸗ 


nation, (38.) in der Aufitellung nach Claſſen arithmo⸗ 


graphiſch angegeben, fo daß A=g; "Bzaf+ be 


edit, uff. 


Wenn die Involution Variationen enthält, fo werden 


die Buchſtaben 23 A, B, Cs. . aus der Eurfivs 


Schrift genommen, 


Die Abtheilungen der Terifsgrapbifigen Involutionen 
nach den Anfangsbuchſtaben der Combinationen bezeichnet 
Hindenburg durch Buchftaben aus einem verzieren Alpbas 
ber, f. Sammlung combin. anatyt. Abh. Th. J. ©. 177. 
Im Druck unterfcheiven fich diefe Brchftaben ſehr auss 


jeichnend von den andern; in der Handfchrift Fann die 


Verzierung jedes andere ganz leichte Abzeichen ( B. 


ein Strich durch den Buchſtaben) vertreten. 


33. Wenn mehreren Reihen, wie 
a,b,e, d,e. (p 
A, B.. GC: D, — cq 
Eee TE eure 


u Ch, 


| va 
gegeben find, fo bedeutet B das Aggregat aller Combina⸗ 
tionen aus. den beiden Reihen p, q, indem aus jeder der: 


felben ein Element genommen wird. Gleichfalls ift °C 
das Aggregat aller Combinationen aus den drey Reihen . 
pP; 9, r aus jeder Reihe ein Element genommen. So 
guch mit den Kombinationen mehrerer Reihen. 


34 Wenn Combinationen aus zwey oder mehreren 
Heihen eine beftimmte Summe der Stellenzaßlen ihrer 
Elemente haben, fo wird biefes mittelſt der beygeftigten 

per 
Summenjaßl angedeutet, wie in =B; =C, u, dal. wo m 
die Summe der Stellenzahlen van den Elementen iſt. 
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Die Anfangsgliever der Reihen haben zur Stellenzahl 
Eins, | 

Diefe neue combinatorifche Charakteriſtik kann anfänglich 
weitläuftigund verwickelt, und daher ſchwierig fcheinen; ein 
Vorwurf, den man ihr auchzumeilen wirklich gemacht hat. 
Aber die Sache verhält fich gan; anders, wenn man zur 
wirflichen Anwendung fortfchreitet, Was von den Zei- 
chen hier gefagt worden iſt, gilt auch von ihrer combina: 
torifchen Auflöfung. Man wird ihre Vorfchriften durch⸗ 
aus leicht finden, wenn man. die Regeln in der Anwendung 
anfänglich (wenigftens für ein Paar Beyſpiele) nicht bloß 
mit den Augen, fondern mit der Jeder in der 
Hand, verfolge. Die hier zunächft Sin III) folgenden 
Aufgaben mit den dortigen Exempeln Finnen dazu Veran⸗ 
laffurig geben , und fo die Behauptung rechtfertigen. 


IH. DBeyfpiele von der Anwendung der combi« 
natorifchen Analyfis. 
35. Es ſey a-+ bz-+ez?+dz5 -et.=p, 
fo ift, wenn die Combinationszeichen, A, B, C... 
M ... ſich auf die-Elemente ‚a, b, c, etc. beziehen. 
oder | = 


für den Zeiger % 3 — Se 
p=slA+°’Az+°Az’+ Az’ + etc) 

p? =b(B + ’Bz + *Bz’ + °Bz’ + etc.) 
pP = e(5C + 402 + 502? + °Cz5 +etc.) . 


⸗ H s 2 


p” —m ("M + m+ ıMz EB m+ 2 z? + m+3M z’ 
>ete, | | 

Die Eoefficienten diefer Potenzen der Reihe p hängen 

alſo von der ganz leichten combinatoriſchen Anordnung und 
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Darftellung ver Complexionen zu beſtimmten Summen 
I, 2, 34 4n5ı 6. m, m 1, m-+ 2 etc. in 
Combinationsclaſſen A, B, C . . M, nach vorſtehendem 
Zeiger, mit Vorſetzung der zugehörigen Verſetzungszah⸗ 
len, ab. Insbeſondere ift hier M ein Aggregat von 
Producten aus m Factoren, die aus a, b, c, d, etc, 
mit und ohne Wiederholungen genommen werden, und des 
ren Jocal: Summen find m; m+- ı; m+2; m-+3; 
etc. nach der Kolge ber Glieder. ° 

Ein folches Product allgemein dargeftellt ift ax bp! 
cr d?, wo die Summe der Erponentn— m ift, und 
b, e, d. . irgend welche Eoefficienten aus der Reihe p, 
auffer a, bedeuten, Für ein folhes Product ift die Ver- 
ſetzungszahl = | 

m.m-1.m-2..x.%. 2. IL 
KR 1 XBB- Re IXYY- La IX. - LT. I etc, 
m.m-1:m-2...a+2.a+1. 

BB- I... 1 >x<yY » irn ı1xödö-— I...» x etc, 


da die Ractorent. 2... a-ı. a im Menner fich gegen 
eben folche in Zähler aufheben. Man ſetze m — æ p r, 
alſo a—=m— r, und multiplicire Zähler und Menner 
miernzid... reı.r, ſo iſt die Verſetzungszahl = 
m.m—I..m—r+1I x 
I % 2 uauy ha“ r 
’ r. r—1I1.,ı2.1 


B.B-ı „1 Xx<YGYrIess 1 Xxdö-I .. 1x eic. 


Hier iſt der erftere Kactor per zte Binomial: Eoefficient im 
der mten Potenz, und der zweyte die Verfegungszaßl für 
. bie Ractoren des Productsbß cy do ...., deren Anzahl _ 

— rift, Darum fondere man in den Aggregaten M 
von jedem Theile die darin enthaltene Potenz des Kactorg 
a ab, und bezeichne den übrig bleibenden Factor durch A, 
B, C, D. ete, jenachden er aus einem, zwey, drey, 
vier Elementen, wie b, o, d, & u. a. beſteht. Diele 


— 
— 
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Claſſenzeichen beziehen fih nun auf - - 

I 234 5 ce... 

bc de £. 

Die Localſummen in p” find jest Br der Kolge ber 
Glieder 0, 1, 2, 3, 4, 5,. etc. weil die Stellenzahl je: 
des Elements, wie a,b, c, etc. um ı vermindert ift. 
Naͤmlich in "M it bloß der Factor am enthalten; in 
»+M find enthalten a®”" nebft b; in =+’M find enthal: 
ten an, am”®, nebſt d und b’; in-”*3M find enthalten 
Te a ed; be; bd, we fe So wie 
der Exponent von zZ um I wächft, kommt ein folgender 
Factor aus der Reihe b, c, d, e, etc. hinzu, wogegen 
in der Kombination mir biefem ein Factor von a abgeht. 
Die Verfegungszahlen jedes Theils jeder Claſſe bezeichne 
man gemeinfchaftlich durch den mie dem Buchftabenzeichen , 
dev Claſſe gleich Tautenden Buchſtaben des Fleinen deut 
ſchen Alphabets, und es erhalt nun die mte Potenz, pP" J 
folgende combinatoriſche Form, 


pr am + *Aam-ai 42Az2 + "Aawmta°A | z? 
J + 2Bar72 b°B 
+"NamtaosAız3 +—m\ amt gsA zZ 
HmYan2pB | + "Bam? B 


den Zeiger 


4*Canes 20 4Camnea (46 
a. a + "Da”-+d ‘D 
4. RR a a 


+ "MarttarA zu Let 
4 wB awe2 b"B | 

+ mg a”=3 ce’C 

F 


⁊* 


en 
+ mi) mn na | 


——— ä⏑à»«⏑ —- 
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Die combinatorifche Anordnung der Claffen zu be« 
flimmten Summen , wie hier vorfommen, läßt ſich invos 
Iutorifch ausführen. Auch liefert die Tafel (Combinarion, 
41.) die Elaffen A, B, C, ete. Tin der erſten Vertical⸗ 
reihe iſt die Elaffe A, in der zweyten die Claſſe B, in der. _ 
dritten die Claſſe C, u, ff. mit zunehmender Loealſumme 
in jedem Abfchnitre enthalten, 
Erempel. Für m3 und n==7, iſt der Coefficient 
von 2 —=3a2h + sa(zbg+ 20f — 2de): 
+1 2a(3b?f+rbce+ 3bd? + 30?d) Der 
vierte Bindmial: Eoefficiene nebft den folgenden it =o 
fürm — 3. | = 
Für m e— 8 und ca — 6 iſt der Coefficient von | 
26 = ga’g+ ogaf(zbf-+ zce -+ d?) 
+ 56a’ (3b?e+6bcd+c9) + 70ar(4b’d+-6b’e) 
+ 5635, 5b4c-+ 28a? 66. Ä Ri | 
36. Es feyn zwey, drey, oder mehrere Reihen⸗ | 
a+bz + cz? + dz? +et. =p 
A+Bz +C2? 4 Daas eu =gq 
« + ß= + yz? + ö2° +ete =r 
fo ift ihr Product combinatoriſch ausgedruft, von zwey 
Reiben: 


I a ı: RE «, 
q=°B + ?Bz + +52? + Bz’ + ete; 
von drey Reihen: 
pr page pqt gr | 
Pgr= °C + 4Cz-t ze + 23 + etc, 
Die Binionen erhalten aus jeder der beiden Reihen p, q, 
einen Eoefficienteh; die Zernionen aus jeder der drey Rei— 
ben p, g,. reinen, Die Summe der Stellenzahlen der 
Elemente iſt den Elaffenzeichen bengefügt: Die Anfangs: 
glieder der Reihen haben zur Stellenzahl Eins, Die 
— Entwickelung in dem Artikel, Multiplication der 
eihen. 
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39. Ee ſey die gebrochne Sumtion, 
atbz+ cz? +dzsezitete.. 
— — — —— —— re — — —— — — 
x — 62 — 22 — ü2d— 224 — etc. 


in eine nach den Potenzen von z geordnete. Neihe Q zu: 
verwandeln, und: zwar mit tombinaforifchen Bejeich⸗ 
nungen. | 


en ſetze Bt + 1,2% + 328 * &z4 + etc. —y, 


Q-= a(ı Y-y+y°+Yy? py Peie) 
+ bz(tr +ty+y?+y?+ etc) 

. + e2?(ı Fy+y?+ ec 
| 4 428(1 +y-+ etc.) se 
ete. 

Nun iſt, zufolge (35 ), wenn daſelbſt — a, b, c. etz, 
gefegt wird 6, y, ö, etc. und die dortige Neihe p mit - 
multiplicirt wird, mit Zujiehung | 
des Zeiger et, 

y —al’Az + ?2A2* +?Az® + etc.) 

— — b(B224 2Bz? + 4Bzttetc) 

y3 — ı(?Cz?+ 4Cz+ + 5Cz5 + etc.) 
u. ſ. f. | 
Durch die Subſtitution fe Werthe ber Potenzen don y 

wird erhalten. E 
Q=a 

+[b+aa'A]z 

+[e+baA+aA+b:B)jze 

+fd+ca'A+b(aA+5B) ra(asA+b3B +EC)]2 

+ [e +da’A+rc(a A +b°B)+b(a?A+55B +r5C) 

traA+b‘B+e4C+b4D)] 2+ 

7 etc, 


5 » i 
3 z 
— 
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Die Combinationen mit derfelben Socalfumme: findet, 
man in der Tafel, (Combination,; 41.) in den — 
len Abſchnitten. wenn für die dortigen b, c, d, e, etc. 
hier ß, 5, etc. gefegt werdem Go find die Com: 
binationen in dem lezten Gliede des Corffiienten von 2? fol« 
gende: 85 Bö+ Y5 Bry; B% Der Eoefficiene ſelbſt 
t=et+rdß+cy+BY)+.56+ 287 +8) 
+a(e + 285 +Y? + 3B2y + B): 

Hiermit vergleiche man die Auflsfnng in dem Ar 
titel, Buchflabenrehnung, (27). Wenn das Anfangse 
‚glied des Divifors nicht x fondern & ift, fo hat man alle, 
Coeffirienten im Dividendus und Divifor durch & zu divir 
diren. Haben ß, y, 3, etc das Vorzeichen +5. fo wer⸗ 
den die Kombinationen berſelden, die eine ungerade Anzahl 
Elemente enthalten, negativ. Sind einige derſelben, 
oder unter den Coefficienten des Dividendus, negativ, 
(wohl zu verſtehen, in Rückſicht auf die hier gemachte 
Annahme der Vorzeichen), ſo werden die Combinationen 
negativ, worin eine ungerade Anzahl von Factdren ars 
Elementen vorhanden iſt. Die Vorzeichen von 6, y, %, 
etc. find hier — genommen, damit in der entwickelten 
Formel alle Glieder daffelbe Zeichen + erhalten, Sub 
trattiv iſt hier nicht als negativ zu verſtehen.  -. 


38. Es feyn gegeben die beiden Reihen: 
at+bz+rcz?+ dz3t+ezt+er. — 5 
atBy+ry®+sytiyp+eo—x, 

man foll x durch eine nadı den Porenzen von Z geordnete 
Reihe combinatorifch. darftellen, 


era a —— 
Mir Zuziefung bes Zeigers abaud-. u) 


! 
N, 
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Ze 
x a  B a 
+Ba’A| +Ba:A | +Ba3A | +BasA eie 
tyb:B | +76°B | +y64B | +yb°B 
+50:C | +öc4c | +öc5c | + 5c5C 
+sb‘’D| +505D. bee ri 
+ete Het. zes Ir etc. 


- Die Eoefficienten werben auf bie Art wie in * 
Artikel, Combination (42.) für das Polynomium a+ bz 
—+cz? er etc; gemiefen ift, entwickelt, und aus der Tafel 
daſelbſt (41.) genommen. Es ift nämlich der Eorffi - 
cient 


s.bon z = 4b +y2 ab+2.;3ab+e4 ab 
+2. 5arb + etc, 

. bon 2? —ßety(2ac+b’) 4 (3a 434 62) 

— b’)+<(5ate+ıca'b‘) 
| + etc. 

»: bon B—Pßd+y(sad+ abe)-+ (ga: d+6abc-+b)). 
+.(4a'd-+-ı2abe+gab?) 
+4(5atd+20a’bc+ ı02°b3) + etc. 

2vou ztzßery(2zaet+2bd+c:) 
+'I(3ae+-6sabd + Zac’ + 3b’c), 
e(aaꝰ eꝓ 12æ bd 46aꝰ + ı2ab’c+b?) 
+ S(satetzoaibd+ 1023°0’+ 3 — zabi 
+ +.etc. 
Die Eombinationen ju 25 find mit den Verfehungejahlen/ | 
doch ohne die hier benzufüigenden 3, y, ö, etc. in dem A, 
Combination (42.) aufgeftellt; Bey einiger Aufmerkſam⸗ 
feit wird man ein Geſetz der Herleitung für die Coefficiens 
ten duch Bertaufchungen der Elemente, durd Multi: 


. 4 
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plieation mit den Exponenten des legten Elements , und 
Divifionmit dem Exponenten des legten veränderten wahr⸗ 
nehmen, f. unten (45). er | 
Ein ganz leichtes Verfahren, wie man (wie hier ers 
fordert wird) aus "A konne "+TB, und daraus =+3C, und 
Daraus ferner "*?D, u. ſ. w. involutorifch ableiten, zeigt 
(Erſte Samml. c: a Abh. ©. 187) an !°D als einem 
Veyſpiele. | — — 
39. Die beiden Reihen ſeyn: | 
az + bz?+c25+dzt+ezteo—y, | 
“ ay+ By’ +Yy3 t+öyt heyteiec, 
Er PL I..2- N 
ſo iR, it Zuziehung bes Zeigen ( ab z | : = ) 
‚je je? I 
x=an’AtonA|. tan A| Faq A| Here. 
— +Bb:3B| +86 4B 
| +70] +yc#4ch . 
2 Arte + Id *D 1 Fr , 
Diefe Entwickelung iſt eben fo einfach als die vorherge⸗ 
hende, nach der zuletzt angeführten involutoriſchen Regel. 
Die Combinationen habe hier in jedem Coeffieienten dies 
felbe Localſumme. Daher finden fie fich für jeden in einem 
borizontalen Abjchnitte der Tafel, Combination ar.) bey 
einander, wenn daſelbſt die Buchflaben mir den nachft vor⸗ 
hergehenden verfaufcht werden, Esift - 
x—=aaz+(ab+Pa?)z* + lac+L.2abij.anas 
tr @dHplaic+ be) 44. 30° Hide 
4 etc, . “ ie 


fx=y—3y? +4y2 gay +4y’— etc, 


40. Exempel. Esfenx— log.äat (ty, fi 
Gemefpymagtbartch tie ten · 


“x 


Ji 
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fo iſt 

log nat, (ran bat pent4dnrei) | 
=az+(b— J45) 22 + (c — A2ab + Fa’)z’ 
A +(d—Zzac+bb) +4. 3a®b — Zat)z+ + etc. 


Mehr Exempel in der Hindenburgiſchen Abhandlung 
de infinitinomii dignitatib üs exponentis indetermi⸗ 
nati pag. 103 ſeqq; und in den beyden Sammlungen a; 
comb. he an in dem ——————— ſelbſt. 


Iv-. Verbindung bee combinatoriſchen und 
. Differenzen ⸗ Rechnung. 


41. oe dem Gebrauch des Eaylorfchen seht: 
r atzes, die Veränderung einer Funetion zu finden, wird 
die eombinatorifche Rechnungsmethode fehr brauchbar, um 
das Geſchäft kurz, einleuchtend und ficher auszus 
führen, 

43. Es ſey Pu ‚egenb eine Funetion ber veraͤnderlichen 
Große u, z. B. ihr Logarithme, oder der Sinus, wenn 
u ein Winfel ift, oder der Bogen, wenn u ein Gitius ift. 
Das Zeichen P zeigt die Art der function; aber unbeſtimm⸗ 
ter Weife, an. Man fege zu u bie boihnomiſch⸗ Größe, 
az + bz’ +cz3- d24 -F ezi -+ etc. worinii 2 eine 
Hon u ganz unabhängige willführliche Größe if. Nun 
ſoll diefelbe Function der jufammengefezten Größe, nämlich 
o (u ar az bz’ + cz2% +dz*-+ etc.) durch Ou, 
und eine nach den ganzen bejahten Potenzen von z geord: 
nete Reihe dargeſtellt werden, ſo daß dieſe Reihe die Ver: 
änderung der Function Qu, sufolge ber. Veränderung 
von u atıgebe 


43. In dem Artikel, SER wird gezeigt, 
daß die Beränderung einer Function fich durch Die Poren» 
zen der Veränderung der Functionalgröße mit ganzen be 
jahten (Srponenten ausdruchn laßt. Dafeldft wird gelehrt, 
wie bie Coefficienten diefer Potenzen beſtimmt werden. 
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Diefe giebtin der bequemfken Form der Taylorſche Lehrſatz. | 
Es iſt nahmlich, wenn y die Verandernng der Functionals . 
größe u iſt, = 


+ _ Boü ,, Bon ©... 
Tr 1.219.dw? * t.. * 


wo das Differential dü unberänderlich iſt, fo daß u ſich 
gleichförmig Berandert. Hier iſt ySa x +hz’r cz 
+ dz*etc> Setzt män für y diefe Reihe, fo wird die 
Function, Plü + y), oder Yütaz+ bz’ + ez 
“Fr et6,) durch Pu und eine nach Z geordnete Feige ers 
halten; | | 


— A TER ur doü_ - dou ._ } 
Man ſetze ber Kürze halber — 75 43 
Bu. ou ...;:: | 
— ey — — =6: 
1:2:3 Jw3 1:4, 4du 


u. f. f. ſo daß Ban — | 
ParNySgütertbytaryptigkeis 
und die ganze Rechnung ift fchon in (39.) gemacht, theils 
der Form nach, theils fchon für die vier erften Coefficien⸗ 
ten entwickelt. Mail bezeichnie die Eoefficienten der Reihe 


zur bejjern Unterſcheidung duch A; B, C,D; eis 
ſo daß 


Gütazt+berten ti datei) 
Güu+rAz+ BZ CZ’ + Dat etc. 
wo man die Symbole A, B; C; etc, mit den Cläffen: 
jeihen der Combinationen nicht wird verwechſeln Fonnen; 
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er 
Azoa 
B=_o.b +Pa? 


C=ac+B.2ab + yar a ee 

“ Dm=ad+Pplaae+b®) 1y.3atb + 3a 

E —ae+Plzad+abe)+yclga®cy+zab?) 

a +ö4ab +sas | 

F—aftßlzae+2zbd+ct)+ylgaad+6abc+b) 

+ölgadc+6aRb*) + .;5atb+Ya 

G=ag+Plaaftabe+t2cd). | 
+y(@gate +6abd+ 3ac? +3 b?e) 
+ögad+tızatbe+tgab?) | 

oh e(satc + 10as b2) 4 4. 625b +9ya7 

2. ſ. f. 


44. Das Geſetz, wie dieſe Coefficienten unabhaͤngig bon 
einander gefunden werden, ift offenbar. Der mte Coefficient 


enthält ma Glieder , fo fern die Quotienten a, B, y, etc. 


unbeftimmt gelaffen, oder nicht. null werden. Wenn ber 
(m — n)te derfelben = o iſt, fo hat der Eoefficient nur 
m—n—ı Glieder. Aus den m Größen, a, b, c,d, 
. etc. werben alleCombinationen mit der Lokalſumme m für 
den Zeiger 1, % 3, 4, 5, etc, ju a, b, c, d, e, etc, 
gemacht, und die Elafjen derfelben nach der Folge von der 
erſten an, mit jenen a, ß, y, etc, verbunden, mit Bey⸗ 
fügung der Verſetzungszahlen. ee 
45. Die Combinationen der a, b, c, d, etc, laſſen 
ſich auch aus denen in den naͤchſt vorhergehenden Eoefficien: 
ten zıtgleich mit den numerifchen Factoren folgendermaf: 
„fen herleiten. Wenn-der legte Buchſtab in einem Ter⸗ 
minus einfach iſt, fo wird dafür der. im Alphabet nächſt⸗ 
folgende. gefegt. ft der legte Literalfactor eine Potenz, 
fo muleiplicire man den Terminus mie dem Erponenten, ver⸗ 


EEE TNECISEESEEE ESSENER SEE 
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mindert den Exponenten der Potenz um Eins, und ſetzt 
ſtatt des weggenommenen Factors den nächſtfolgenden 

Buchſtaben. Iſt der zweyte Literalfactor vom Ende der 
Buchſtab, welcher im Alphabet vor dem letzten vorhergeht, 
einfach oder eine Potenz, ſo verfährt man mit dieſem auf 
eine ähnliche Art, dividitt aber zugleich mit dem erhöhten 
Erponenten des legten Literalfactors. Iſt der vorlegte 

Literalfactor nicht ein folcher, fo wird Feine Veränderung 
als die mit dem legten vorgenommen, Der dritte titerale 

factor vom Ende, wenn ein folcher vorhanden ift, und 
noch entferntere bleiben unverändert. Das lette Glied 
in dem Coeffisienten muß noch für # ch hinzugefügt 
werden. 


Der Grund dieſer Herleitung , was die Elemente der 
Combinationen betrifft, iſt in dem Artikel, Combination, 
G. 41. angegeben. Die Verwandlung der numerifhen Race 
foren wird aus der Vefchaffenheit der Verfegungszahlen 
leicht hergeleitet. Enthält ein Product w einfache Facto⸗ 
ren, fo ift die Berfegungsjahl das Product 1. 2. 3..0, 
wenn fie alle verfchieden find. Fuͤr «a gleiche wird dieſes 
Product duch 1. 2.. a dividirt, für andre an der Zahl 
ß unter ſich gleiche durch 1. 2.. 6, u.f.f. Iſt nun dee 
legte Ractor in einer Combination g’ , fo kommt für den» ‚ 
felben der Divifor 1.2. . . v; in derabgeleiteten, die fich auf 
q’=!Tr endigt, aber der Diviſor 1. 2... ( — 1). Folg⸗ 
lich wird die Verfegungszahl der legtern durch die Multi- 
plication mit v erhalten. Endigt ſich die Sombination auf 
pr g’, fo iſt wegen diefer Tactoren des Product 1. 2. 
3.. .. durch 1. 2.. . X I. 2. .. vzu Dibidiren, da⸗ 
gegen in ber einen der abgeleiteten, die ſich auf p#” 2 35 
q’*" endigt, dafjelbe durch 1.2... (n — 1) 1.2. .w+1) 

zu dividiven if, Die Berfegungsjabl der letztern Com- 
bination wird alſo aus der für die erſtere durch die Mul⸗ 
tiplication mit a und Divifion duch » +— ı erhalten, : 
a46. Eine merkwürdige, vollftändige Derivation 
jedes Coefficienten aus dem nächjt vorhergehenden gefchieht 
folgendergeftalt, Für a, b, c, d, e, ete. wird folge 
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weiſe geſetzt ab, 30, q, 56, 6f, etc. für a, 4. 
y,5, €, &tc. reigweie 2Ba, 3ya, gdd, 5ea, 64a, 
etc. und für A, B,C,D, E,F, etc. folgweife 2B, 
3C, 4D, sc, Kr, etc. An den Producten und 
Potenzen wird dieſe Vertauſchung mir jedem einfachen 
Factor vorgenommen. Der Grund diefer Herleitungen 
ge in dem Artifel, Derivations-Rechnung, ſich er: 
ger en. 


47. Exempel 1. Es fey = — log, nat. u, fü 


5— — 
itte 68* runs — 


I=S- ne=t — u. in: 

Folglich find für log nat. (u — az 4 bze tez 
42 + etc.) — log nat u — Az + Bz!+Cz 
+ Dat etc. die Werthe der Coefficienten: 


| —a 
=, e 
B=’— 
u zu 
3 
—.2_2ı.b as 
| u zu: zu 
j d 2a04 b⸗ — a4 
Dr ot 
ne aadtabe „30 c+3ab?__ gab 
eu au’ us gu Zu i 
a3 
J 
u. ſef. 


48. Die Relationen stoifchen diefen Coefficienten und 
allen vorhergehenden find in felgenden Gleichungen ek: 


dat ten: 


’ J 
1 
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2Bu + Aa= ab 
sCu+2Ba+ Ab=3e Kr 
4Du+r3Ca+2Bb +Ac= 44 
sEu+4Da+3Cb+2Bce+ Ad=se . 
6Fu+sEat 4Db+3Cc+ 2Bdä rAe=6£ 
uU. I fr DE: . | 7 
Jede dieſer Gleichungen entſteht aus der naͤchſt vorherge⸗ 
gehenden, wenn die Größen der beiden Reihen A, B, 
C, D, etc, und a,b, c, d, ete:aufbie in (46, ans 
gezeiget Art jede mit der folgenden vertaufcht werden, und 
zugleich für u die in der Runctionalgröße "darauf folgende 
a, ohne bie veränderliche z, gefegt wird. Es gehört name 
lid u mit in die Reihe a, b, c, d,-etc. vor a als Coef⸗ 
ficient vom 2° oder von ı , und nach dem Gefege ber Vers 
faufhung für diefe muß u mit a vertauſcht werden. 
49. Erempel I. Es fy Hu — et, wo e die 
Dafis der natürlichen Logarithmen iſt. Nun fy ... 
Pluraz+bz?r+cz3 + dzt +etc) = 
e"t+Az+Bz: + Cz3 + Dz+-+ etc. 
wout+az+bz’-+ etc. der natürliche Logarithme 
der Zahl e "+ Az +Bz?+tetc, if, Da u — exr, 
fit dPu=e"du; dOu—erdu; BYu—etdug 
dOu=erdut; u. f.f. (fe Erponential » Rechnung). 
Daher a—= put; B—k; yalazs ide; 
uff Demnach ift | | 


Au=a a 


Ä 


‘ 
f 





504 Eombinatorifche Analyfis 

en ⸗ & : 

Azaa | 

B=ab+, a⸗ 
a 


CzacH ,.sabrti 

D=od+T (2ac+b)4+t.sab+L, u 
u. 6 24 

M=aetZ (zadtabe)+“ (Gact zab) 


\ 


& F & | 
24° — De ; 2, ® 


* 





u.. ſ.f. 


50. Die Coefficienten durch eine rücklaufende Reihe 
auszudrucken, mache man die in (46.) angewieſenen Vers 
tauſchungen zwiſchen den Größen der Reihe a, b, c, d, etc, 
und der Reihe A, B, C, D, etc. Da e" mit in die 
Meibe der A, B, C, D, etc. als Coefficient von 2° gehört, 
fo iſt eu, wofür man bequemer « fchreibt, mit A zu ber: 
taufchen, nach dem Gefege der Vertauſchung für A, B, 
C, etc. Aus der Öleihung A— aa werden nun alle 
folgenden hergeleitet, ve | =. 


Es iſt 

A 

2BAa 4 24b 
80 — Ba + 24b 4340 

4D= Ca +2Bb+3Ac+4ad 

sE = Da+ 30b+3Bc+4Dd+sae 
u. ſ. f. * 


51. Exempel UI. Es ſey HGumsinu, fo iſt 
apumcol,u,du; dGu=-sinwdu; Qu 


’ 


* 


> 


nn 
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—eolu.du; #d9u—=+ sinu dur. u. f. fe: Alfo 
iſt « — coſu; ß=—Fsinu; — — cofu 5 
= +74 sin uʒ etc. Mittelſt diefer Werte werden 
die Coefficienten in der Meihe für — 
sin (a+ az + bz’-+ cz3-+ dzi + etc.) == i 
sin u+ Az + Bzt + 023.1 Dz* 4 etc. 
gefunden, wenn in den allgemeinen Werthen derfelben (43.) 
fuͤr a5 6, y, etc, die hier gefundenen Werthe geſetzt 
werden. | Be 
; 52. Exempel IV. Die Eoeffictenten in ber enta 
wickelten Potenz, (u+az + bzt+ cz’ + dz 
+ ete)Y= un FAz +Bz2? + Cz3+ Dz+-+ etc, 
Fonnen mittelft des in (46.) angegebenen Derivations— 
Procefjes fehr leicht durch eine rüclaufende Reihe gefun⸗ 
den werden. Es iſt hier Hu — u", alfo — mu ur 
woraus Au —mu"a. In die Reihe a, b, c, d, etc, 
gehört auch vor a die Größe u, und in die Reihe A, B, 
C, D, etc. — auch vor A die Größe um. Nach dem 
Gefege der Bertaufbung für jene Größen muß u mita, 
und u” mit A vertauſcht werden. Durch diefe und die 
andern in (46.) angegebenen Vertauſchungen werden 
aus der eriten Grundgleihung alle folgende erhalten, 
nämlich | 
Au = mura | 
aBu=(m—ı)Aa-+2mu"b | 
aCu = (m—2)Ba+(2m—ı)Ab-+3murec 
4Du= (m—3)Ca-- a@m—2)Bb | 
| | | +(3m—r)Ac-+ 4murd 
"sEu=mm—g)Da+lem—z)cb 
+ Gm—2)Be+ (4m—ı)Ad 4 5mu"e 
ff - Zr Be 2 


> * [ 
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—— der Potenzen irgend welcher Groͤßen 
durch die Combinationen derſelben. 


53, Man formire das Product aus einer ——— 

Anzahl binomiſcher Factoren, | 

u (1+az) (t+bz} (I+cz) (ı *. dz) etc, 
umdfee— 

-+ Az+Bz2’+ Oh Dach Bash mn 
fo ift A die Summe aller Sactoren, a, b, c, d, etc.5 
B die Summe der Producte je zweyer, 'wie ab; ac, bc; 
C die Summe der Producte je dreyer, wieabc, abd, 
bed; D die Summe der Producte je vierer, wie 
abced, abce, u. ſef.zſammtlich ohne Wiederholuns 
gen, Buchſtabenrechnung, 19.). Nimmt man von dem 

Producte und von der Reihe die Logarithmen, ſo iſt 
Ja +az) + Kı t de + KKı +8 +1l(1+dz) 
+ etc, 

== l(1i + Az 11 Bz?-+C23+ Dz+ + etc.) 
ever Logarithme werde in eine Reihe verwandelt, fo.ift, 
ben Anwendung der natürlichen zogarithmen der erſte 
Theil jener Gleichung — 
+ az — JFaaz2 Faszs — Latzt — etc. 
+bz— ıb?z® +5023— Ibiza — etc, 
+ 02 — zciz° + 1023 — — 1ctzt + ete. 
+dz—3dz’+ 3d°23 - — ar eic, 

* etc, 

Der zweyte Theil de Gleichung, namlich der Logarith⸗ 
mus von 1 + Az + Bz* + cz? + etc. werde in Die 
Reihe, - 

Pz—40Qz' +7 Re⸗ — 482 + ET25—}V26 
+ etc, 
verwandelt, fo ift aus u , wenn bafelbft u=ı gefeßf 


- ⸗ 


7 — — ⁊ ’ 
’ n P 
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wirb, wodurch lognat u ı if, bey gehöriger Vertau⸗ 
ſchung der Vageichnungen, 


pP=A 

‚0 =34A'-7.B 

IR=4A’-HeAB +IC 

4S=4A-43A'B+%0GA C'+ B’)-+D 

gT=4A’r24A’B+ 5(34°C + 3AB*) ö 
| -53@AD+2BO+#E 

Z3V —4A°-1.5AYB-+1(4A3C + 6A*B*) 

.  -4@A’D+6ABC+BS 

FEGAB+ 3BD-+C:)-IF. 

nf. fi 


Hier ift P die Summe der a, b, c, d, etc. als Por 
fenzen vom erften Grade betrachtet, Q die Summe ihrer 
Quadrate, Rder Cuborum, S per Biquadrate, u. ſ. f. 
Das Geſeh der Formation it ſehr Flar. In der Summe 
der nten Potenzen find alle Elafjen der Combinationen 
yon A,B,C,D, E, enthalten, deren Localſumme — n 
ift, mit Aufnapme der Wiederholungen, Jede Combina⸗ 
tion iſt mit der Verſetzungszahl ihrer Elemente begleitet. 
Jede Elaffe wird durch die Anzahl ihrer Elemente dividirt. 

ı Die Vorzeichen der Claſſe wechfeln ab. Das Aggregat 
giebt den nten Theil der Summe der. Potenzen von a, — 
e, d. e, etc, 

Die Form, welche Euler in ben Comm; Petr, novis, 
T. XV. diefen Summen giebt, ift nicht fo einleuchtend. 
Er ordnet die Hauprtheile der Formeln nach der Anzapl 
der Elemente aus der Reihe A, B, C, D, E, F, etc, 
Dadurch wird das Geſetz der numerifchen Soefficienten vere 
‚wigfelt, 

54. Die rücklaufenden Formeln werben aus (48.) er⸗ 
halten, wenn bie gehörige Dertauldung der Bezeichnun⸗ 
gen gemacht wird, 
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re b, e, 'd, e, ete 
dortigen A, B, C, D, E, ew,, 
TA, B, C, D, E, etc. 
* — IR, -48, IT, ete, 
Es iſt 
P=A.- | 
| Q=PA—.2B 
R=Q0A—PB+36 
S=RA—OB+PE—4D 
T—-SA-RB+QC—PD+5E 
_ V=TA—SB+RC-QD+PE—6F 
uff | ’ 
Dieſes find diefelben Gleichungen, welche in dem Artikel, 


Eombination, (43.) unmittelbar jaus Vergleihuug der 
Combinationen hergeleiter find. 


Schriften über die Combinstionslehre, die com ⸗ 
binatoriſche Analyfis und ihre Anwendung. 


Hindenburgii Infinitnomü dignitatum hi- 
‚ftoria, leges ac formulae, 1779: — 
Der eombinatoriſche Theil des Buchs enthält: die Auf: 
.. ‚Söfung der-beiden wichtigen-fogenannten Discerptionspro: 
bleme; ihre mannichfaltige Anwendung auf die Analyſis; 
‚einen Anhang eombinatorifcher Tafeln. | 
‚Ej. Novum: [yfiema permutationum,, combina- 
tionum et variationum, IT8T., — 

Die Grundbegriffe der Combinationslehre und ihre Zei⸗ 
chen. Die Operationen größtentheils arithmerifch : com: 
binatoriſch. | 

E([chenbach de [erierum reverfione, 1789: 


r 


Sn , 


— 
J 
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Die tombinatgrifhe Umkehrung der Reiben, ohne Re⸗ 
euren; der Glieder. | a 
Fiſchers Theorieder Dimenfionszeichen, 2 Th,.7792- 
Aa Die Eharakteriftif. des Verf. iſt bey weitem nicht fo bei 
quem als die Hindenburgiſche. Mancherley brauchbare, 
oder zur Übung dienende Aufgaben, melde man firchen 
muß durch die Hindenburgifche Methode aufjulsfen. Das 
wichtigſte ift die Linterfuchung über die Lmfehrung der - 
Reihen, und Auflöfung der Gleichungen durch dieſes 
Mittel, — | | 
Rothe, formulae de ferierum reverfione. des 
monftratio univerlalis, 1793, — 
Die eombinatorifche Rechnungsmethode iſt hier mit. 
großer Geſchicklichkeit angewandt. Das fchöne und merk⸗ 
würdige, von dem Verfaſſer entdeckte Geſetz der Cocffir 
cienten in det umgekehrten Reihe, welches der la Gran— 
giſchen Umwandlungsformel zur Seite geſtellt zu werden 
verdient, wird in dem Artikel, Umkehrung der Reihen, 
vorgefragen ; und auf einem andern Wege Anfchaulich ges 
macht werden. A 
Hindenburg, problema folutum maxime 
univerfale ad ferierum reverlionem 1793.. 
Verbeſſerungen, Zufäse, Erweiterung der Efchenbach? 


Rothiſchen Neverfionsformel. u. 
Zöpfer, eombinatorifche Analytif und Theorie der 
Dimenfionszeichen in Parallel geftellt, 1793. Gegen die 
hier gemachte Befchuldigung vertheidige ſich Fiſcher in ver 
Schrift, | \ 
Über den Urſprung der Theorie dee Dimenfionszeichen, 
und ihr Verhaltniß gegen die combinarorifche Analnfıs des 
Hrn. Prof, Hindenburg 1794. womit zu vergleichen: 
Dfaffs Erklärung zur Nechtfertigung des Hrn. Prof. 
Hindenburg, ꝛc. im Cinrelligen;bl. der A. Litt. Zeit, 
1902, nr. 169, und Hindenburgs Demerfungen 
über diefe Erklärung eb, daf. nr, 192. Man muß es 
fehon für unwahrſcheinlich halten, daß jemand, um Die 


sio Combinatotiſche Anatpfis 
Methode eines andern: fi ch denen, fie unbegiemer 
macht. 

Burckhardt Methodus'cömbinätorio - ana- 
Iytica evolvendis fractionum contintarum valori- 
bus idonea; 1794: 

Diefes und andere ebenbinatbriſche Verfahren, von 
Hindenburg, Rothe, Töpfer ‚ ‚im mäthem: Arch. iſtem 
Band: 1 

Hindenburg, terminorum ab infihitinomü 
dignitatibus coefhicientes Moiyreanos fequi ordi- 

iem Lexico sraphieuni; 1795: 
| Hier wird gezeigt; daß Heine 8 Verfahren auf lexi⸗ 
kog vaphif che Anordnung dieſer Coefficienten führt: 
Dis von Hindenburg (Inh: Dign.) gegebene ift ariche 
mographiſch, nad) Claſſen. 

Maͤthematiſches Archib, herausgegeben von Hin 

denbürg, angefangen 1794. 

- Darin find viele hierher gehörige Abhandlungen elle 
halter: Mit diefem iſt zu Verbinden: 

Sarimlung combinatoriſch⸗analytifcher Abhandlungen, 
herausgegeben von Hindenbürg, erſte Samml: 1790; 
zweyte 1800: Die erſte kam unter deni Titel: der polys 
nomifche Lehrſatz, das wichtigfte Theorem der ganzen Ana⸗ 
Infis, heraus, In diefen Sammlungen werden vorneh: 
lich reins eombinatorifhe Operationen, und 
die damit in Verbindung ſtehenden Involutionen 

gebraucht: 

Rothe, theorema binomiale üniverlaliter de- 
onfraum, 1796; vermittelft Variationen und Com⸗ 
binationen. 

De Praſſe ufus Logarithmorum infinitino® 
mii in theoria aequationum, 1796. 

Hierin eine deutliche Anleitung zu dem com binatorifchen 
Calcül. J | 
In Pfaffs Disquiktionibus analyticis iſt in 
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dem tractatu de reverlione ſerierum ein Abſchnitt 
P. 260 — 321. de theoremäte polynomiali combi- 
natorie-tractato, ejusgtie applicatione ad reverfio- 
‚ mem ſerierum, ein ſehr lehrreicher Commentat über die. 
Hindenburgiſche Combinarionskehre: | 

Stable Grundriß der Combinationslehre nebſt An: 
wendung derfelben auf die Analyfis, 800. Mit Fleiß 
ausgearbeitet: - | hei 
Deffelben Einleitung in das Studium der Com⸗ 
binationslehre. 1801. — 
Weingärtners Lehrbuch der combinatoriſchen Ana⸗ 
lyſis, 2 Theile. 1800. — 
Im erſten, die Theorie der Hindenburgiſchen Coms | 
binationslehre; im zweyten, die Anwendung derſelben auf 
mehrere analytiſche Aufgaben: Der Vortrag deutlich. 
| Columnarzahl iſt das Produet einer Polygonal⸗ 
zahl in ihre Seite, ober in ihre. Stellenzapl,- -Die Mas 
menzapl einer Polygonaljapl fey — n (für Zrigonale 
zahlen = 3; für. Terragonaljahlen — 4; u. f. f.), die. 
©eife = m, fo ift die Polygenaljapl = Zm((m—ı) 
(Rn — 2) + 2), und die Columnarzahl = }m’((m— 1) 
(a— 2) +2) Man har diefe Torm, wie manche andere, 
isst bey Eeite gelegt. & purgs Progereffionalcaleuf,; 


. 300 ff. | 


Commenſurabel ‚wird von Größen gefagk, bie ſich 
durch einen und denſelben Theil ohne Reſte meſſen oder thei— 
len laſſen. Alle ganze Zahlen find commenſurabel durch 
die gemeinſchaftliche Einheit; doch nennt man insbeſon— 
dere Zahlen commenſurabel, die einen andern gemeinfchäfts 
lihen Theiler als. die Einheit haben, Alle Brüche, deren 
Zähler und Nenner ganze Zahlen find, oder darauf ger 
bracht werden Fönnen, find commenfurabel, Bringt man 
fie auf einen gemeinfcjaftlichen Nenner n, fo iſt ver Bruch 


das gemeinſchaftliche Maaß, z. B. — und haben das 


. N 
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gemieäfaflihe Map _ ag Großen Ms noch car 


menſurabel, wenn ihr — ** Maaß eine her 
tionalzahl iſt, oder ſich mit der Einheit nicht vergleichen 
läßt, wie, 3V 2, SV 2, IOV 2, wo V2 das gemein; 
ſchaftliche Maaß ift, —* ſich dieſe Zablen wie 8, 5, To 
verhalten. 

— in ber Potenz enie Fuflßes 
¶X. 3. Erfl.) gerade Yinien, deren Quadrate von einem 
ind demſelben Flaͤchenraume gemeffen werden, z. B. Zah— 
len ſtatt der Linien genommen, bie Zahlen — 4, VS; 
deren Quadrate, 3,5 ,. commenfurabel: find: ' © auch 
2V 3; AV 5, deren Quadrate 12 und 245 find, ; 


Complanation, Ebnung, iſt die Vergleichung 


des Inhalts einer krummen Flache mit einer ebenen. 


Die Alten haben nur die Oberflächen eines fenfrechten 
Cylinders und Kegels, einer Kugel und eines Rugelab: 
ſchnittes mit Kreisflachen vergleichen konnen. S. Ardi- 
medes von Kugel und Chlinder. B. J. Satz 14. 15: 16. 
30. 38. Huigens fand im J. 1657. die Ebnung des 
Paraboliſchen Konoids, und in dem folgenden Jahre Die 
Vergleichung der Oberfläche des hyperboliſchen Konoids und 
der Spharoiden mit Kreisflächen. S. Horol oſcill. 
P. III. prop. 9: Er gab davon. elnigen Geometern 
Nachricht, unfer andern auh Wallis, der ihm bald 
darauf feine Methode, diefe Vergleichungen zu machen, 
mitcheilte, (Operumi T. J. p. 5555 562); und auch Die. 
hohle Oberflädye fand, welche eine Parabel durch die Llms 
drehung um die berührende am Scheitel befchreibt, (a. a. 
9. ©. 562.): Diefe gründet fich auf feine Arithmetik 
unendlicher Größen, und iſt beſchwerlich. Huygens hat 
nur die Conſtructionen, ohne Beweiſe, gegeben. Durch 
die neuere Infiniteſimal-Rechnung wird die Oberfläche 
derer Körper, die durch Umdrehung um eine Axe entſtehen, 
hach einem allgenteinen Verfahren gefunden. 


Es ift AZ (Fig. 74: Tab; V.) eine gerade Linie, die 


. — 
* 
. % 
* 
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ben der Umdrehung der Winfelflache ZAX. um die gerade 
AX eine Kegelflaͤche beſchreibe. Man ſetze — 
‚PQ= Ax; die auf AX fenfeehteen MP — y3 

NQ=y-+ Ay; die Seife des von 53M beſchriebenen 
Regie AM = z, md MN =A2,. Nun iſt die 
von‘ AM befchriebene Kegelfläcbe gleich einem Dreyecke,  * 
deſſen Grundlinie der von PM befchriebene Kreis— 
umfang, und Söhe AM iſt, alo = ryz, w 

— ı:r das Verhaltniß des Durchmeſſers eines vreifeg 
zum Umfange ift. Dievon AN befchriebene Kegelflaͤche 
it=r(y+&Ay) (z + &z)ulfo die flache des von MN 
befchriebenen Kegelſtücks — zA +yAz+Ay. Az) 
—2rAziy + Ay), wäly:z =Ay:Azifl. De 
Az=Ax?’+ Ay?, fo iſt die Flaͤche des Kegelſtücks 
=ryt3Ay)V (ax Hay) 

Es ſey nun AZ (Fig: 73) eine frumme Sinie in der ,- 
Ebene ZAX, welche ſich um die gerade, AX drehet, wos 
durch AZ die-Oberfläche eines runden Körpers befchreiht, 
Man jiepe PM, ON ſenkrecht auf AX, und Mm pas 

rallel mir PQ, ferner die Ehorde MN, und die berüßz 
rende TM in M, welde ON in nfchueider.. Iſt MN 
gegen AX .concavd, fo fällen in die Verlangerung von 
ON; iſt MN conver, fo liegt n zwifchen N. und m, Es 
mAP=x;PQ=Ax; MP=y; Nm=.Ay3 
un mn=uAx, wo u eine Zuhl it, der Erponens des 
Verhaltniſſes PT:PM, wenn PT die Eubtangente 
für ven Punct M ift. Die von der Chorde MN bejchrier 
bene Flache iſt — zr(y+ ZAy)V (Ax’+ Ay’; die 
von der dinie Mn beſchriebenen iſt — 2 (4 ZuAx) 
V + u’Ax’ A . Me verhalten ſich wie 


4FyVC +5 — + zuäx)Y(r + u?) 
Die Gränze diefes — iſt das von ı;r, Denn 
bie Gränje bon m it u, (berührende Linie, — und 


die Öränje der Gesine, y +24Y: Y ‚und : . 
k 
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y+ygusx:y,iffaug=ı:ı, daher auch Me von 


den vorangehenden Öliedern diefer Verbäleniffe. 


Die von dem Bogen AM befchriebene Oberfläche fey 
— 5, die von dem Bogen MN befchriebene — AS, Da 
bey einem concaven Bogen AS zwiſchen die von der Chorde 


AUnd von Mn befchriebenen Oberflächen fallt, und diefe 


ſich oyne Ende einander nähern, fo ift auch das Gränzs 
verhältniß von AS und der von der Chorde MN befchrier 
benen Kegelflahe das Verhältniß der Gleichheit. Bey 
einem conderen Bogen ift die von demfelben befchriebene 
Iberfiäche größer als jede der von den beiden geraden Linien 
befchriebenen. Dicfe Fönnen fich aber nicht einander nähern, 
ohne zugleich jener ſich zu nähern, und zuletzt ihr gleich zu 
werden. Folglich ift, die für Gränzverhaͤltniſſe gehörigen 
Bezeichnungen gebraucht, "dS—=2ryY (dx’-*.dy?,, 
oder, weildx; V(dx + dy’J=ı:yY ( -r * 


ds dy” 
if, = =eryv(i + 5) . Dividirt man auf 
beiden Seiten mit einer willführlichen , aber beftimm- 
ten Größe h, um das Differential der Oberfläche mit 
dem Differential. einer Fläche zu vergleichen, fo ift 
dS 2my , dy® I 
15 > — — v(: + Te) . Dod braucht dieſe 


Große h nur in Gedanken zugefeßt ju werden. 
Der Bogen AM fy=s, pilt ds—=y (dx? -+dy?), 


ds dy® | 

oder — * V ( + =) solo iſt dS—=aryds. 
Die Oberfläche eines runden Körpers zu finden, hat 

man nun folgendergeftalt zu verfahren. . Mus der Gleich: 

ung jwifchen den rechtwinflichten Eoordinaten x, y, fuche 

man den Differentialquiorienten — * — p, fo iſt 

5 — 2ydxV(14—p). Wird in dieſer Function 


# 
— 


J 
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y dan x auehedrucke — burch bie Integration | 
8 erhalten,” ‘ 


rc 


dr ; ö 
Der nen van DE g, fo iſt — * 


ds — 2ydy VG 42), worin alles: Durch y 
- ausgedruckt werden muß. 

—Exempel. L Es ſey AM ein Kreisbogen mit dem 
—— a beſchrieben. Die Gleichung für. den Kreis 
Maax — xx myy alſo adx -xdı— yay, 


und p =" —* ;pahern — — J 
— ———— 
a? 


** . Afpitas— - 2radx,. und 5 — max, 
wenn die Oberflache mit x zugleich anfangt. 
Der Abſchnitt der Kugelfläche von A bis M iff den 
Sinusverſus AP proportionalz die Kugelzone swifchen 
jwey wait PM, ON in iraend einem Abftande bon einan- 
der befchriebenen Kreifen dem sugepörigen RB. der 
Sinusverſus AP und AQ. 


| Man jiehe bie Chorde AM; fo. ift Cam Kreiſe) 
zax — AM?,-alfo iſt der Kugelfläche Abſchnitt 
8 — 7. A M2, das iſt dem Kreiſe mic dem Halbmeſſer 
AM. Die Oberflache der Halbkugel iſt alſo = —2* aa; 
der ganzen Kugel 4raa. | 
Exempel. IE Die befchreibende Linie * eine Pa⸗ 
rabel, die ſich um ihre Are dreht. Die Gleichung iſt ax yy, 
wenn a der Parameter iſt. Die Differentialgleichung iſt 


adx = aydy,. alfo p — 31 — 
257 A 
= ut, alfo ds=rday (art aa.) Dar⸗ 


| 3 
aus IS Syaxt an + Conft Drtegꝛalſor⸗ 
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meln, PP Das Integral ſey — 05 wenn X=io ifl. 
Ser veränderliche "Theil des Integrals iſt — Lraa, 
für x = o, alfo iſt Conſt =-Iraa, und dem: 
nach Die ‚ Oberfläche . des paraboliſchen Konoids, 


sep Fat. (ist an) — aa). 


Exempel. III, "Die befchreibende Sinie fey wieder 
zum eine Parabel, aber die Aye der Drehung fey die fi- 
‚nie. A X, welche die Parabel in dem Scheitgl- A berüßtt. 
Die Abſciſſe auf der Drebungs - Are genommen iſt AR=Yy, 
die Ordinate MR—=x. Daher iſt das Differential 
ver von AM um AR befchriebenen Oberfläche, 
dS=2arxYy (dı?-+dy?) =arxrdx Ev (1+p?) 
—rdxyV(ax? tax). Man fegea—gb, fo if 
Sie 2rdı V (2bx + a) Die Integration 
giebt 


dx __ X 
—r(b b 2) b®? 
8 A +x)V(@ x+x * m — 
utgetfrneh, 37.) Es ift JS 7 een Fix) 
io BAR HVÜS+ ER) ſGuαS 
= 108 nat a nik ——— 
Form. 35.). Die Conſt. in dem logarithmiſchen Jute⸗ 
gral iſt — b. damit für xO die Zahl zu dem Loga« 
rithmen —-ı , und der Logarithme dadurch — Oo werde. 
Das algebraifche Jutegral bedarf keiner — 
Alſo iſt 
— ·24 
— 7b2 log An "b ni ** —* . 





wen fee — = pnvass} «m 


er 4 ne - 


j ‘ 
J 
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— btang®, ud b+x+ Veabxir xx) 
b b cı + sin 6) sin ©) a = 
— 2 btang (45° — 1312 Be 


_bbtang$ 
+oVabx+ y= — 
—bbtangPp. fec ©. Alſo ift | 


S=rb? (tang 9. feed — log nat.tang (45° + a9. 
oder auch 
S—=rb?(tang$.fec® + log nat tang — 30* 
weil das Product der Tangenten von Winkeln, deren 
Summe 90 Grad ausmacht, die Einheit giebt, daher 
hier ihre Logarithmen gleich und entgegen geſetzt ſind. — 
Die Rechnung in Käſtners Analyſis des Unendlichen 
S. 696 f- bat eine andre Form al die hier „geführte, 
Zuletzt ift ein Sehler begangen, und Iſtatt z gefest. Das 


‚ber muß der logarichmifche Iheil das — + u 
halten. 


Erempel. IV. Die Linie AZ fen eine Hyperbel, bie 15 
um ihre Are AX Dreher; es wird bie Oberflache des lonoi⸗ 
diſchen Körpers geſucht. 


Die halbe Haupt Are der Hyperbel — a, die 


halbe conjugirre — b; die Abfriffe von dem Mittelpuncte 
aus genommen fey —x, die Ortinate=y; fo iſt die 


— 


Gleichung fuͤr beide, aty? — b?x? —arb*®, 
Daraus folgt die Differentialgleichung a’ ydy= b'xdz, 
ary? + bi zer 


und Pet — 


ar — xt abe 
— — — 


Sat mana® -b?e?, . iftx =! Su wor 





aty?- 
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"ie 


und ge _ art dx Vers. — =) 
6. N — ER: 
Es it [dx ve x® — Ex (c x") 


| dx 
„1 a4 — — — 

[re x’ — * vera) | 
x+ V *—atsc!) — 

RER Fra og, er conk 
log, nat. Ech V(ox® 
con 
Beide Integrale ſollen für x — o Null ſeyn, 
Alfo -ift die Eonftans des algebraifchen Integrals 
— uye—h)—- -za?b. Tin dem logariths 
wiſchen Integral muß für x = a bie) Sag. = = — 


öl if —— con. Boris iſt 


— Aral): Integr a 36.3 ee 


—— bi v (e Kim * — at P)... 
er 
jpg hat, — — — —— 


— 
a 


= freor tung 9%, und Benikykeisel — a9 
na (eco +tango) = aatel(g 20), na 
en (43. IL Alf iſt J ze 


= aitgölecp- 81 n2 sure 


Man ſetze ben Winkel der Afymptorn mit ber de | 


Senna unge; = Tec a; 
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be 


aa 





tang a.leca; +2 =tang « + [co « 


| z=tang (45° +4); - . — sina. Daraus iſt num 


S=ra’ sina (fec Q.tang® — [eca. tang a) 
— ra’ sin.a. log nat 8 (45° + 30), 
| tg(45° + $e) 


Srempel V. Der bnperbolifche Bogen AM drehe 
ſich um AY, die berührende im Scheitel. Mun ift 
ds. —=arxV (di Hdy) =2arxdyVY(i+ g), 

BE; EYE 2 ; | | 
100 I= iſt. Es ita *75* u ———— 


ay’+bix_ ay’+-ab’y + a’bs 
bir b'x® — 


2 4 F 
— — a * Demnach AS ——— V (ey’+bR) 
Es iſt day + E)—=EyYV (et y2 + B9) 
| ..dy | dy 
4 - — — — — 
a ver + bs)’ und V c?y? + br 
1 y+v(y?+bt:e?) 
— 10g * Toon v 


irg= 








Alſo ift 
N may | ab? (e?y?+bt) 
= V(c?y?2 To) ———L —— — | 


wo die Conft. in dem logarithmiſchen Integral gehoͤrig 
beygefüge iſt. Ä | 
| ey__ c?y?2 + ht 
== tang o! + 1 —lecw?; aud fen wiederum der 
Winkel. der Afymptoten mis. der Are = a, fo 


20 Complanation - 
ift =. tang w — cofa.tang w. Dadurch wird 
S—rb® cola (tang w. [ecw+lognat (tangw + [ec w)) 
oder | | 

S—r b?2 cofe (tangw.fec» +lognat.tang(45°+4o)). 


Bon der Somplanation eines Sphäroids, fowohl des 
gedruckten als des geſtreckten, mit der Anwendung auf 
die Erde, in dem Artikel Sphaͤroid. 
Man ziehe auf die beruͤhrende MT die ſenkrechte MN, 
welche die Aüfeiffenlinie in Nſchneidet. Die Subnor— 


male. PN iſt — (beruͤhrende Linie, 42.)5 · alſo 
dx ip s 


— —— | \QN. 8 | 
MN=V(y — IV. (2+ pP: Man 


ſetze MN —=z, fo iſt dns Differential der von AM ber 
ſchriebenen runden Oberflade — 2 rzdx., Man ver 
längere jeve Ordinate PM der krummen Yinie AMZ, bis 
fie der Normale MN gleich iſt, fo entfteht aus ven Ende 
puntten der auf die Abfeifjenlinie ſolchergeſtalt geftellsen 
MN eine poeyte krumme Linie, von deren: Area das 
Diferentiel — z dx ‚il Kür digfelbe Abfeifje beider 
Curven verhäle fich die von AM befchriebene Oberfläche zu 
der Urea der zweyten Curve, wie 2m:iı, oder wie der 
Umfang eines Kreifes zu deffen Halbmeffer. : 
Diefer Satz ift für die-Gefchichte der Mathematik 
merfwürdig. Leibnitz erzählt, Daß derſelbe ihn auf die 
Differentialrechnung geleitet habe. Ganz in nem Anfange 
feines marhematifchen Studiums, ſagt er, fen ihm beydem 
Anblick eines gewiffen Beweiſes vom der Größe einer Kur 
gelfläche plöglich ein großes Licht aufgegangen. Er habe 
eingeſehen, daß überhaupf eine Rigur, die von den Mor: 
malen einer Curve, wenn fie auf die Are fenfrecht geſtellt 
werden, erzeugt wird, (wie am Kreife von den Halbınefr 
fern), der Dberfläche des runden, durch die Umdrehung 


— 


| Eomplentent  - 5er 


jener Figurum ihre Are entftandenen Körpers proportio⸗ 
nal ſey. Dieſer Sag habe ihm fehr viel Vergnügen ge⸗ 
macht, und-er habe fogleih das. charafteriftifhe Dreyeck 
erdacht-, deffen Seiten indivißbilia, oder genauer zu res 
reden unendlich Fleine, oder Differentialgrößen fürd, woraus 
er eine Menge Lehrſatze ohne Mühe hergeleitet habe. De 
Geometria recondita, cet, Acta Er, 1686. Opp. 
Tom, II, p. 193. : 


Comvlement, Ergaͤnzung, ift überhaupt, . 
was einer Größe zugefegt werden, muß, um ein gemwifles 
Ganzes derfelben auszumachen... 

Compleinent eines eigentlihen Bruchs ıft der 
Unterſchied deffelben von der Einheit. R- 

Arithmerifhes Complement eines Jogas 
rithmen iſt der Unterſchied defjelben von 1 oder von 10. 
De das Complement von log. 4,75 = 0,6766936 
ift 0,32 33064. Das Complement von. log. 475 
—2, 67669 36 ift 1,3233064: Man mag auch 


das Complement - eines‘ Logarithmen, der größer als 


2 ift, in Beziehung auf die Einheit nehmen, wenn 
Diefer 10 geliehen werden, die man aber als ſubtrac⸗ 
tiv hinter dem Logarithmen anzeichnen, oder fich als ges 
liehen gedenfen muß. So ift das Complement des Loga⸗ 
rithmen 2;6 7669 3 6 diefed; 7,323 3 064 — 1 0, oder 
fchlechtweg 7,3 233064. Derdogarichme eines eigent- 
lichen Bruchs wird am bequemiten als das Complement des 
- umgefehrten uneigentlichen angefehen, und auf die ange 





zeigte Art geſchrieben. So iſt log 6 = 7,9060203-10 


9 
8567 





va log 8 * = 2,0939797 iſt. Die beiden Britz 
che mit einander multiplieirt geben um Producte bie Ein⸗ 
heit; die Summe ihrer Logarithmen iſt = 0 == log. r, 
Der Logarithme der Eotangente, eines Winkels it Das 
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Complement des Logarithmen der Tangente; ſo ſind auch 
die Logarithmen eines Sinus und einer Coſecante, eines 
Coſinus und einer Secante ſich gegenſeitig Complemente, 
‚in Beziehung auf Die Einheit, wenn der Halbmeſſer = 1 
geist wird. Wird er zu 10000 Millionen genommen, 
fo ihn fier&omplemente in Beziehung auf 20. Die Com: 
plemenre der Logarithmen gewähren die Bequemlichkeit, 
dag man fie zu andern Logarithmen addiren kann, wo die 
ogarichmen ſelbſt zu fubtrahiren find, fo daß man ſtatt 
zwey derfhiedener-Dperatidnen nur eine anwendet. 
Complement in einem Parallelogramm ſind 
die beiden Parallelogrammen, welche mit den beiden, um 
die Diagonale an einem Puncte derſelben gelegten, Paral⸗ 
lelogrammen das ganze Parallelogramm ausmachen. Sie 
ſind einander gleich. S. Euklids Elemente J. 43. 
Complement eines Winkels oder Kreisbogens 
iſt Der Unterfchied des rechten Winkels oder des Quadran⸗ 
ten und jenes. z. B. von 40°. find 50° das Complement. 
Das Eompfement eines Winfels zu 180° nennt man zur 
Unterſcheidung lieber Supplement, oder gewöhnlicher 
den Nebenwinkel ß J 
Complement fommt auch in der Aſtronomie, der 
Schifffahrt und der Befeftigungskfunft vor, 


Complex Heißt in der Analyſis eine Größe, die aus 
mehreren, durch die Vorzeichen + und — verbundenen 
Zeilen, zufammen gefegt ift, wiea + b— c, 


Complexion, ift ver. Inbegriff mehrerer, auf it: 
Hend eine Art (in der Combinationslehre durch bloße Neo 
beneinanderftellung) verbundenen Dinge fie mögen nun alle 
berfchieden, oder einige derſelben einerley ſeyn. Der Aus: 
druck ift ein Synonymum von Combination; welches legtere 
einen. etwas weifern:Linfang hat, da e& zugleich: ven Mes 
benbegriff- von Auswahl enfhält, weswegen auch van Schoo⸗ 
ten und Jacob Bernoufli Die Combinationen; Electiones 
genannt haben, dagegen Complexion jedes einzelne Pros 
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duct der Auswahl anzeige.‘ Leibnitz hat dem Ausdruck, 
Conipferion , aufgebracht inder Abhandlung- de arte com⸗ 
binatoria, Liphae. 1668. : Er ift: etymologiſch richtiger 
. als Combination , wiewohl er doch ‚nicht die Linionen mit 
anzeige. In dem Artikel, Combination, habe:ich;, we⸗ 
gen der nahen Beziehung auf die combinatorifche Analnfis, 
bloß den Ausdruck, Kombination „für die Verbindung 
mehrerer Dinge aus einer gegebenen Anzahl, mit Einſchluß 
der einzelnen und aller zufammen , gebraucht. - Die Deuts 
ſchen neuern Analyſten gebrauchen häufig den Ausdruck, 
Eomplerion; die Auslander nur, Combingtion, (ſ. Com⸗ 
Bination.), | 


“  Compofitio ift I. daffelbe, was mit einem griechi⸗ 
fhen Worte Synthelis heißt, f. Analnfis als Methode, 
and, Synthetiſche Methode. II. compofitio motus, 
Die Erzeugung einer Bewegung durch zwey oder mehrere 
befondere Bewegungen, f. Bewegung. in der zweyten Ab⸗ 
theilung III, Compofitio rätionum, die Entftehung ei« 
nes Verhaltniſſes aus zwey oder mehreren , gleichen oder 
ungleihen, Verhaltniſſen, f. Berhättniß. 


Concav nnd Cover, hohl und erhaben, 
findjverbundene Begriffe, da mas nach einer Gegend hin 
hohl ift, nach der andern hin erhaben if. in Bogen eis 
ner krummen $inie ift concav nach. einer Gegend, ivenn der. 
Durchſchnitt der berührenden an den Endpuncten nach der 
enrgegengefegten bin liegt, und dieſes für je zwey Puncte 
dieſes Bogens ſtatt findet, Der Bogen ift conver, nach 
einer Gegend, wenn der Durchſchnitt der beruͤhrenden 
Bad) eben derſelben hin liegt. ——— 
Es ſey Mm (Fig. 76 ünd 77. Tab. V.) ein Bogen 
eine krummen Linie LI, und AB die Abfeiffenlinie, Die 
berũhrende in Miſt Dd, mim iſt es Be, ihr Durch 
ſchnittspunet iſt F. Sn Fig, 76 iſt der Bogen Mma 
concav gegen AB, in Fig, 77. iſt Mm conver ger 


gen AB 
eve Dr DE Br 
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2Man ziehe auf die berührenden die Normalen 
MR, mR, welde ſich in Riſchneiden, ſo iſt der Bogen 
Muan nach ABihin concav, wenn der Durchſchnitts- 
panet Renach derſelben Seite, wie AB, hin liegt; con⸗ 
ver, wenn beide auf entgegengeſetzten Seiten des Bogens 
liegen. en | “ 

3. Die Normalen fehneiden die Abfeiffenlinie in 
und q. Werden die Abfeiffen von A her genommen, und 
folgt die größere Ordinafe auf die Fleinere , fo ift für einen 
concaden Bogen (Fig. 76.) der ſpitze Winkel AQM Eleiner 
als Adm, Nimmt man die Abſciſſen von B her, wobey 
die größere Ordinate vor der Eleinern vorhergeht, fo ift 
ebenfalls der. vorhergehende ftumpfe Winfel Bqm fleiner 
als der nachfolgende BQOM. Die Tangente des Fleis 
nern ſtumpfen Winfels iſt zwar, abfolue genommen, 
größer als die des Hrößern ſtumpfen, allein da beide 
negativ find (Goniometrie, 8.), fo wird tang Bqm als 
die Pleinere, und tang BQM als die größere betrachtet 
(f. entgegengefetste Großen), Daher auch hier die Tangente 
des vorhergehenden Winkels der Abfei, nlinie mit der Nor⸗ 
male, auf der Seite des Anfangspunctes der Abfeiffen, 
Heiner ift als die Tangente des nachfolgenden Winfels, 
eben ſo wie für frige Winkel. Mr Ze Ren 

Fuͤr einen converen Bogen (Fig 77.) iſt hingegen die 
Zangente des vorhergehenden Winkels der Abfeiffenlinie mit 
der Diormale, auf der Seite des Anfangspunctes der Abs 
ſeiſſen, größer als die Tangente des nachfolgenden. Win« 
fels, in beiden Fällen, die Veränderungen der Coordings 
ten mögen gleichnamig ober ungleihnamig ſeyn. 

4. Damit der mögliche Wechfel des Concaven und 
Gonveren an einen endlichen Bogen nicht in die Frage 
komme, fo muß der Bogen unendlich Flein genommen 
werden. Die Trage, ob die, krumme Linie in einem Puncte 
M. concav oder sonder fey , zu beantworten, muß man uns 
terjuchen , ob das Differential der Tangente des MWinfels, 
welchen die Normale mit der’ Abfeiffenlinie, nach dem Ans 
fangspuncte ver Abſciſſen Bin macht, poſitiv oder negativ iſt. 
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5. Es ſey AP =x; PM=y; und pr&:größer 


als PM, fo ift bie Fake des ®. PMD= * 


* 


— berüßrende 4 inie, 14. Pe} alf — tang PQM= — 
| dy: 


Die Frumme Anie if in M.gegen die Abfeifenfinie ON« 


cav, wenn das Differential des Quotienten * poſitiv 
y 


iſt, und conder, wenn diejes Differential negativ iſt. Iſt 


der Quotient 5 negativ, d. i. wenn bie Drdinaten abe 
nehmen, indem die Abſciſſen ad, fo bleibe diefe Bes 
ſtimmung unverändert, wofern nur x und y bei pojitivs - 
find, wie hier angenommen iſt. 


. 6. Da: für einen endlichen durchaus concaven ober 
converen Bogen die Lage des. Durchſchnittspuntts R in 
Abficht auf Mm nicht von der Größe des Unterſchiedes 
Pp der beiden Abſciſſen, AP, Ap, abhängt, ſo kommt 
es auch bey- einem unendlich feinen Bogen nicht auf Das 
Verhaltniß der Diſſerentiale der Abſeiſſen gegen einander 
an, Es muß daher dx unveränderlich gelegt werden, 
damit nicht die Beranderungen dieſes ——— Ein⸗ 


fluß auf die Queiitẽt des Differentials „gaben mögen, 


dx — X 
Es ft nun d, 37 — — — PR | 
5 ax “a, dx? d?y 
| . dy er ; ‚dy? + dx 


u — 42 | — 
7. Das Differential, 2 „zu finden, ſuche man aus 


der Gleichung zwiſchen x und y zuerſt ben Quotienten ee 
| # 2 . x 


>» 


feinen Berg durch d. * ſett. Dadurch erhalt 
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und differentiire dieſen, worauf man in Den Werthe des 


Differentials ‚wenn,dy darin vorhanden. iſt, — A 





die Form Pdx, wo P eine Function x von und * ober 
auch einer von beiden allein über 


8. Ob die Abfeiffe pofitiv oder negativ it, macht kei⸗ 
nen Unterſchied bey der gegenwärtigen Untkerſuchung. Die 
Folge der Abfeiffen wird darum nicht umgefehre, weil fie 
negafid werden. Go wie bey pofitiven x auf + x die 
Abfeiffe + x + 4x folgt, fo.muß man bey negativen 
auf —x die Abfeiffe —x + Ax folgen laffen Die 
Differen; Ax, und fo auch das Differential d x find im⸗ 
mer abbifid, | 

9. Für negative y find die Winfel A Q M und A qm 
(oder Bgm, BQ.M) negativ, alfo aud) ihre Tangenten, 
und der Uinterſchied dieſer Tangenten, naͤmlich in Bezie⸗ 
hung auf die Lage, die für poſi tive Winkel Statt hätte. 
Dadurch wird das Differential von * dem fipofitive 
Ordinaten entgegengefegt‘ und daher wird auch der Diffe: | 
rentialquotient 7 ‚ fo wie TE oder.P das Entgegens 
gefegte von dem Werthe für diefelben Ordinaten als po⸗ 
ſitiv betrachtet. 

Dover man lege eine neue e Abfeiffenlinie der anfängfi 
chen parallel in vem Abitande c, größer als eine negative 


Hrdinate y abſolut genommen, ‚ und ſetze die Ordinaten 
zu dee neuen Abſciſſenlinie, z= c+ y. Alsdann iftz 


pofitio, we jene y negativ if und - * zeigt eine entgegen⸗ 


geſetzte Lage ded Bogens an —F Jangitt. 
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Lo. Für poſitive y iſt eine krumme Linie nach der Are 


der Abſciſſen Hin concad, wo 5 negativ iſt, eo n⸗ 


ver, wo biefer Quotient pofitiv iſt. Denn in jenem Sale | 
wählt die Tangente = des Winkels der Normale mit 


der Asfeifenlinie, in diefem nimmt fi fie e ab. | 
Für— negative y iſt die krumme Linie — der Ast 


ſenlinie Bin.concap, wo 2] poſitiv ift, conver, wo. 
x * 


dieſer Quotient negativ iſt. Denn hier werden die Win⸗ 
kel der Normalen mit der Abſeiſſenlinie negativ, und ein 
negatives Differential zeigt daher eine abſolute Zunahme 
(Concavität), fo wie ein poſitives eine abſolute Vermin⸗ 
derung (Eonverität) anzeigt, 


11. Man fann beide Megeln ufanmmengießen in fol 


genbe: Wo die Ordinate und der Quotient ä 

X 
gleichnamig ſind, da iſt die Curve gegen die Abſciſſen⸗ 
linie conver; wo beide ungleichnamig find, "da ift fie 
concav. 


13. Exempel. J. Die krumme Linie ne eine Paras 
bel, deren Gleichung itax— yy. Hieraus iſt die Dif- 
ferentialgleihung, adx = 2ydy, und die ham zweyten 








— o=ady’+2yd'y, oder o⸗ Ä +ydy, 
alfo pr — — * Dieſer Qusrient un Die Dr 


binaten — nd ungleihnamig und daher it die ganze ini 
gegen die Are concav. 


13. Erempel. u. Die krumme Linie ſey eine Hy) 


in -° 
sag‘ Conbeav und Conver 


perbel; die Abſciſſenlinie werde von dem Mittelpunete aus 
auf der einen Aſymptote genommen; die Ordinaten ſeyn der 
‚andern Aſymptote parallel, fo iſt die Öleihung, "x y=ab. 
Weil die normalen Ordinaten den fchief liegenden propor: 
tional find, fo gile die obige Negel auch ‚für die le&- 
teen. Es iftydx +xdy = 0, und ferner dydx 
+dxdy+xdy=o. Daraus iſt — — 


ne x⸗ 
Die Hyperbel iſt gegen ihre Aſymptote durchaus conver, 


| 14. Srempel III. Die allgemeinite Gleichung für den | 
Kreis ‚mit vechtwinflichren Coordinaten ‚ift(x — b° 
+(y—c?—=a', wo a ber Halbmeffer it, Hieraus“ 
-wird erhalten, —bidx + (y—c)dy = 0, und aus 
dieſer Gleichung Die folgende, | 

dx + dy’ + (y—co)d’y=o. 

Mittelſt der Subſtitution des Wertes von dy durch 
dx wird 


— —eä ——— 


yo)’ 
Alſo ift, mit Zuziehung der urfprünglichen Gleichung, 
‚dy — a* 
— 


Die dinie c iſt dev Abſtand des Mittelpunctes Bon der 
Abfeiffenlinie, auf der Seite der poſitiven Ordinaten. 
Liegt der ganze Kreis auf diefer Seite der Abfeiffenlinie, ſo 
iſt der Bogen concab, mo y>c, und conver, we y c 
iſt. Wird der Kreis von der Abſciſſenlinie geſchnitten, ſo 
iſt der Bogen concab, wo y>c; comver, wo y poſitiv 
und Eleiner als c ift; concad für negative y. Man fieht 
hier ſehr gut, wie esgleichgültig ift, ob die Abſeiſſen poſitid 
oder negativ genommen werden. Ä 

15, Erempel. IV. Es ſeyy ⸗ ax — br + cxy 
fo it dy = adx — abxdx + 3ex?dx, und 


‚dey= —ab+ 6er! 6cx-2b. 
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Wo dieſer Quotient mit y gleichnamig iſt, bi ift die Curve 
gegen die Abſciſſenlinie conver; wo fie ungleichnamig find, 
concavd. Da für hinlanglidy große pofitive (negative) x 
die Ordinate y pofitiv (negativ) bleibe, fo find beide 
Schenkel der Curve gegen die Abfeiffenlinie julegt conver, 
und bläben es. Wo 60x — 2b=o if, da iſt ein 
Wechſel des Eondepen ‚und Concaven, weil für zwey X, 


deren eines größer, das andere Fleiner als 2 oder — 


iſt, die Werthe des Quotienten entgegengeſetzt werden, 
vorausgeſetzt, daß y feine Beziehung nicht ändere, | 

Wenn die Curve ihre Abſciſſenlinie dreymahl fchneider, 
fo wechtelt i in den Durchfchnittspimceten Conver und Con— 
cav nur in Beziehung auf die Abfeiffenlinie; das Concave 
und Convere nach derfelben Gegend hin bieibt. Aber ın 


dem Puncte der Eurve, für welchen x — -- ft, ge 


fchieht ein Wechfel des Eoncaven und Convexen nad) ders 
felden Gegend hingenommen. 

16. Der Punct der Curve, mo der Wechſel des Con⸗ 
caven und Convexen geſchieht in Rückſicht auf eine und 
diefelbe Gegend, bey fortfchreitender Kolge der Ordinaten, 
- heißt ein Wendungs — unct (punctum flexus contra- 


ri‘; Für denſelben it — 0. Zwey in ber ſte⸗ 
tigen Reihe der beruͤhrenden einander nächfte — hier 
in eine gerade Linie. Denn fuͤr eine gerade Linie it — —— 


Die Curve und ihre berührende haben hier = unend⸗ 
lich nahe Ordinaten gemein. Die Curve liege hier auf bei⸗ 
den Seiten der beruͤhrenden. MEN 

17. Wenn die Ordinaten aus einem gegebenen Puncte 
gezogen werden, fo ift zu beitimmen, nach welcher on 


* 


* 
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hin derjenige Punct liegt, dem ſich der Durchſchnitt 
zweyer Normalen immer mehr nähert, je näher fie einan: 
"der fommen, das ift, nachjmwelcher Gegend hin der Mit: 
telpunet des Krümmungskreifes ‚liegt, ſ. Krummungs⸗ 
— 


Conecentriſch ober homocentriſch ſind Kreiſe, 
die aus einem gemeinſchaftlichen Mittelpuncte beſchrieben 
find. Wenn die Durchmeſſer ſich verhalten wie 132: 3: 
4: 5: etc. fo verhalten ſich die innerſte Kreisfiäche und 
die Kreisringe wie1:3:5:7:9; etc, ſ. Armilla, 


Conchoide des Nikomedes, Miufchellinie, ift 
‘eine Linie vom vierfen Grade, die eine Aſymptote mit 
zwey Paaren unendlicher Schenfel hat, aud) einen Kno— 
ten ſchürzen, oder eine Spitze haben fan. Ihre Con⸗ 
ſtruction iſt folgende: 


Es ſey XAX (Fig. 78. Tab’ V.) eine gerade Sinie, 
und C ein gegebener Punct außer derfelben. Von C aus 
werde CAB auf diefe ſenkrecht gejogen, und auf diefer 
werden AB und AD einer gegebenen Linie gleich genom: 
men. Dur C ziehe man irgend eine Linie CM, welche 
AXinR fchneide, und nehme auf derfelben. von R aus- 
RM=AB, wie auch RN=AD= AB, fo find 
M, N Puncre in ver Conchoide. Auf diefe Are kann man 
eine beliebige Anzahl Puncte der Linie beftimmen, und 
diefe aus freyer Hand durch einen Zug verbinden. Die 
$iniemBM heißtdieobrere Conchoide, die Linie n DN 
die untere; der Punct C heißt der Pol der Conchoide; die 
gerade XAX ihre Balls. 


Die Conchoide läßt fich auch durch ſtetige Bewegung 
eines Stifts befchreiben. Man fee zwey Liniale CA und 
XAX redtwinfliht zufammen. Das eritere befomme 
in C’einen Stift, das andere eine Rinne. Man nehme noch 
ein Linial CM, welches über C hinaus reiche, und 
gebe diefem nad) beiden Enden hin einen Einfhnitt, damit 
e3 fich bey der Drehung um den Stift C der Yänge nad) 
verfehieben Fonne, In M, N, -R befejlige man drey 
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Stifte, in den Entfernungen RM, RN, die der geger 
benen tinie wie AB iſt, gleich find. Der Stift R if bee 
ſtimmt, ſich in der Rinne über XAX zu bewegen, und 
die Stifte in M, N dienen die Frumme Linie jn bes 
ſchreiben. Namlich indem daß Sinial CM von A 
nah M hin um C gedreht wird, verſchiebt es ſich zu⸗ 
gleih nah CM hin, weil der Stift R genöthigr iſt auf 
AX zu bleiben. SSolglich befchreiben die Stifte M, N 
die Conchoide, | 

Nikomedes, ein griechifcher Geometer, der in dem 

zweyten Jahrhundert vor Eh. Geb. gelebt haben mag, hat 
die Conchoide erdacht, um durch ihre Hülfe das berühmte 
Problem aufzulöſen, wie zwifchen zwey gegebenen Sie 
nien zwey ſtetige Proportionalen zu finden ſeyn. Wie 
er ſie dazu angewandt hat, welches in der That künſtlich 
iſt, zeigt Pappus in Collect. mathem. L. III. prop: 55 
und Eutocius in Comment. in Archimedem de 
ſphaera et cyl. L. II. Daraus Reimer in Hift. probl. 
de duplic cubi, p. 169. Mifomedes hat die Conchoide 
auch gebraucht, einen geradlimichten Winkel in drey 
gleiche Theile zu theilen. Sein Verfahren fennen wir 
nicht mehr, da feine Schrift Tiber die Conchoide verloren 
gegangen. ift. Wie es gefchehen kann, f. in dem Artikel, 
Winfeltheilung. Die Alten haben von der Conchoide 
nur den obern Theil mBM berrachter, welcher jenfeits 
der Aſymptote, von dem Pol C aus gerschnet, liegt. 

. Die Eonchoide gebraucht Newton jur geometriſchen 
Auflöfung der Gleichungen vom dritten und vierten Grade, 
de aequationum conitructione lineari, .in Arithm. 
üniv. p. 115.1. Er wählt fie, weıl jie in Abficht der 
Sonjtruetion nach dem Kreife die einfachfte unter allen 
frummen Linien it, wenn fie glei), algebraifch betrachtet, 
"von. einem höhern Grade iſt, als die Kegelfchnitte. 

Vignola har die Eonchoide zur Verjüngung dee 
Gäulenfchäfte angewandt; wie es feheint, ohne zu wiſſen, 
daß die Alten fie gefannt haben. Er zeichnet nur einzelne 
Puncte, die er durch einen freyen Zug verbinder. Blons 

del zeigte hernach, Daß die Berjlingungss Linie bie Con⸗ 
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choide der Alten ſey, und machte den Baumeiſtern das In⸗ 
ſtrument ſie zu zeichnen, welches Nikomedes erſonnen hatte, 
bekannt. Coursd’ Architecture par d’ Aviler, p: 116. 
edit. 1750. 

Die Eonchoide ift zur Meſſung der Käffer angewandt. 
Müller, ein {ingenieur und Vifirer zu Groningen nahm 
an, daß die Linie, nach welcher die Faßdauben gekrümmt 
find, der obern Eoncheide MBm nahe fomme, fo daß 
ein Faß durch die Umdrehung des Theils M Bm um den 
Theil Pp der tinie XAX erjeugt werde, wo AB en 
Halbmeſſer des Faſſes durch das Spuntloch, und PM —=pm 
der Halbmefler der Böden ift. Müllers Verfuch den In— 
halt der Faſſer durch Anwendung der Mufchellinie zu fin« 
den. Aus dem Holland. Leipzig 1784. Erinnerungen 
wegen. der fehlerhaften Rechnung hat Oberreit gemacht im 
‚Leipziger Magazin für die Mathematik, 1787. II. VIL 

Die Gleichung für die Conchoide ift leicht gefunden, 
Es fy AB=a; CA=b; AP=x; PM =y,. 
fo daß die pofitiven Ordinaten y für die obere Conchoide 
MBm gelten. Dan ziehe CM, fo it CA:AR 
—PM:PR; und daraus CAFPM:AR-+ PR 


—PM:PR. Alſo ift PR= -—“Y_ DuRM=a, 
| ur — 
xe y⸗ —— 
—— 
und die geordnete Gleichung für die Conchoide iſt 


.y* + 2by? ⸗ xy — 2aby—a’b’=o. 





— a⸗* n 
| be 
Eine Ordinate an der untern Conchoide ON ſey — z, 
die Abfeiffe AQ—=u; fo iſt OR— —— .und 


292 Ä | | r 
— 22 =a?. Die Gleichung zwiſchen u und 
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zZ iſt in der zwiſchen x und y begriffen, wenn y ** | 
genommen wird. 


Für jede Abſciſſe hat die Otdinate y entweder zwey 
oder dier Werthe. Sie hat wenigſtens zwey Werthe, da 
bie Linie CM fich fo lange drehen kann, bis daß fie der 
AX. parallel iſt. Alsdann ift x unendlich groß, und ı 
y=o. Die Abfeijfenlinie AX iſt die Aſymptote der 
‘obern und untern Conchoide. Diefe nahern fich immer 
mehr einer £onifchen gleichfeitigen Hyperbel. Denn die 
Gleichung, welcher jich ihre Gleichung immermehr nähert, 
it x?y?—a?b?ovderxy=ab, das ift die für eine 
Hyperbel, deren Abſciſſen auf einer ihrer Aſymptoten und 
die Ordinaten parallel mit der andern genommen werben, 

iefe macht.alfo mit jener einen rechten Winkel. Die 
Hyperbel iſt Daher eine gleichfeitige ‚ an welcher das Quas 
drat der halben Are — zabif, 


- Die Gleichung für die Conchoide kann auch vier Dre 
— für dieſelbe x geben, nämlich, wenn a größer 
als b if. Dies iſt der Fall in der Conchoide (Fig. 
79) wo AC Eleiner ald AB iſt. Hier reicht in dem An⸗ 
fange der Abfeiffen die Ordinate in dem untern Theile 
der Conchoide über C hinaus bis D. In der Lage CF 
der fich drebenden Linie HEF—=EC. Für alle tagen 
zwiſchen CB und CF fällt der Endpunct der die untere 
Conchoide befchreibenden Linie über C hinaus, und he= 
fehreibt Dafeloft den Bogen DGC, fo wie ben entgegen— 
gefester Drehung vonB nach F ein gleicher Bogen DH.C, 

efchrieben wird.“ Ben fortgejegter Drehung über F hin: 
aus befchreibr der nach C hi n liegende Punct den Zweig CN 
bis ins Unendliche; fo wie auf der andern Geite der Zweig 


On befchrieben wird. Die untere Conchoide ſchuͤrzt bey 


C einen Knoten. Bey der Drehung nach ver einen 
Seite wird der Theil DGCN, bey der Drehung nach 
ber andern , ber Theil DH Cn befchrieben, Es ſey KH. 
bie Ordinate, welche den Bogen DHC inH berührt, fo 
find für eine Abfeiffe, die Fleiner. als AK ift, hier Ordina—⸗ 
ten vorhanden, die poſitive PM am der obern Eonchoide; 


CT Conchoide 


‚amd drey negative Pm, eine an dem Zweige CN, uns 
sven an der Dvale. Eben fo auf der andern Geite von 
AD. Die Succeflion der Vorzeichen in der Gleichung 
B: yzeigt eine einzige poſitive Wurzel an, da nur ein 
Wechſel vorhanden ift, das dritte Glied mag das Vor: 
zeichen + oder — haben. — 


Der Punct C des Knotens iſt ein Doppelpunct, da 
er zu zwey Zweigen GEN und HCn gehört, "Allein, 
wenn auch AC größer ift als AD, wie in Fig. 78. wo: 
durch die Ovale mit dem Knoten wegfällt, fo bleibt ‘der 
Pol C doch ein doppelter, zu der Curve gehöriger (conjue 
girter) Pynet. Denn die Gleichung für die Conchoide 
wird fürx —o folgende, yt+2by3 +(b2 —a2)y? 
—2a?by—a?b?=o. Diefe hat die Wurgeln, 
ta; — a — b; — be Alſo ift AC eine zu der Ab: 
ſciſſe x = 0 gehörige Ordinate, eben fo gut, wie AB 
und AD. 


Wenn ab genommen wird, fo fälle die Ovale in einen 


> Punet in eine Spitze, zuſammen ‚ die ein dreyfacher 


Punet iſt. Denn die Gleichung ift nun für x—o fols 
gende, y + 2ays — 2ady— at o. Dieſe hat eine 
pofitive Wurzel, + a, und drey negative, je = —a,- 
Sie ift ein Product aus y—ain(y + a). 


Aus der zuerſt gefundenen Form der Gleichung für die 


Conchoide folge x + Sram . Die 


Eonftruction der Curbe zeigt, daf die gerade BD fie in 
zwey gleiche und ähnliche Theile theilt, Daher zu einer Or— 
dinate, pofitiven oder negativen, zwey gleiche entgegenge⸗ 
ſetzte x gehören. Fuͤr poſitive y erfordert ein poſitives x 
das Vorzeichen +5 für negafive y in Fig. 78. und an 
dem Bogen ON in Fig. 79. das untere Vorzeichen; an 
der Ovale aber das obere," meil an diefer die Ordinaten 
größer als b find, Ä 


* Die Zeichnung giebt zu erkennen, daß die Conchoide 
rig. 78.) in B und D, fo wie die obere, in Fig. 79. bey 


— 
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B gegen bie Abfeiffenlinie coneav iſt. Da aber diefe Linie 
fich einer Hyperbel nähert, je weiter fie fortgefeht wird, 
fo muß fie gegen die Abfeiffenlinie conver werden. Es 
ift die Frage, wo der Übergang vom Concaven zum Con⸗ 
deren gefchieht. In dem Artikel, Concav und Conver, 
(I) iſt gezeigt, daß eine Eurbe gegen die Abfeiffen« 

linie conver oder concav iſt, nachdem ber Quotient 


ey mit ber Ordinate gleichnamig oder ungleichnamig 





iſt, — wo dieſer = 0 wird, und feine Beziehung 
auf die Orbinaten wechfelt, der Übergang von dem einen 
su dem andern gefchieht, (eb. daf. 16.). 


Aus der Gleichung x — DZ —— 


oder x — (2 + ı) V(aꝰ — y2) folgt = 


| i 2_ 2 
— — — * oder dy — — —— (a y> 
y?va®—y?) , dx, ab+y> 
Die Differentiation diefes Quotienten fich zu — 
fege man y? Va? — y?)=t, und ab+ y’= 


d?y audt-tdu d? EN a 
ee 
t er du — d? ay_t dt t „au, 
u2’dy w dy’ dx? u? dy u" 47 
It 2a?y—3y? du 
tun iſt HI und — = 3 
"ar ve--373. :ap * 
N #, Bu ar ar. 
By, u dy ET) 


zoy een). erlebe) 
eur... (ab +-y)Vaa—y‘) 
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um I arys (2a?b— 3by? — —y’) 


‚a?2b + y>)3 
In B, wm y=+a ift, iſt biefer Quotient 


— — gar ; in D, woy — — a, iſt derfelbe 


a — 
= -— — — beid 
* — AL oder un — In beiden 
Pruncten iſt daher die krumme Linie concav gegen bie Baſis. 
In dem Knoten, wo y — — b, iſt jener Quotient 
2a?b 


— — en Sy daher die Frumme Linie hier 


eonver ift. 


Es ſey y > + sby? — aa?b=o, fo find die 
Murzeln diefer Gleichung die Ordinaten in den Wendungs⸗ 
puncten, Denn die Werthe diefer Gleichung werben fich 
enrgenengefeßt, wenn y größer und Fleiner als eine der 
Wurzeln genommen wird, Die Gleichung Fann dren mög: 
liche Wurzeln, oder nur eine haben. . Wenn fie drey mög: 
liche Wurzeln hat, iv find darum nicht drey Wendungs⸗ 
puncte auf deyfelben Seite von der Are CAB vorhanden. 
Denn die He rzeln der Gleichung konnen feine Ordinaten 
an der Conchoide feyu, wenn fie nicht Fleiner als a find. 
Nun iſt das Product der drey Wurzeln — 2a’b, alfo 
größer als. 2a?, und auch als ad, wenn b größer als a iſt, 
wie in Fig, 78. In dieſem Kalle ift alfo. eine Wurzel der 
Gleichung großer als a. Atb<a, mie in Fig. 79, 
fo müßte 2a°b Fleiner al a5, alfo ab <a feyn, wenn 
jede der drey Wurzeln fleiner als a iſt. Wir wollen fehen, 
ob bey diefer. Bedingung drey mögliche Burjeln vor⸗ 
handen find. 

Man fegey—=z— b, das ift, man lege die Abfcifs 
fenlinie durch C parallel mit der anfänglichen, fo vers 
wandelt fih die für y gefundene Gleihung in dieſe, 
=—3bz 4 2b (b’=-a’)=o Wenn dieſe Glei⸗ 


f 
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hung drey mögliche Wurzeln hat, fo ift 4(3 b*)3 größer 
‚oder. fo groß als 27 (2b (b? — a”))?, (Gleichung ILL, 
13.), das ift, b* größer oder fo groß als (b2 — a*)2, 
oder ald bs — 2a’b? 4 a*. Daher it 2b 
oder — a*, das if 2b? > oder — a“. Tin dem Kalle, 
dab>a ift, har demnad die Gleichung immer drey 
möglicdye Wurzeln, aber nur zwey derfelben find, wie ſchon 
bemerft iſt, Ordinaten an der Conchoide. Cie muß drey 
mögliche Wurzeln haben, weil zwey Wendungspuncte auf 
jeder Seite von CB vorhanden find, alfo zwey Wurzeln 
möglich find , welches die dritte auch möglich macht. In 
dem Kalle, b<a, muß, wenn jede der drey Wurzeln 
Feiner als a fern foll, 2b <a fenn, alfo aab<.a,, 
Da aber bey. drey möglihen Wurzeln ab2 > over 
—a?, alfo no mehr gab > oder = a? ift, fo widers 
fpricht Die eine. Bedingung der andern. 


Man fege y — 2 — a, oder lege die Abfeiffenlinie 
durch, D parallel mit der anfänglichen. Die Gleichung y 
verwandelt fich in diefe, | \ 

23—3(a—b)z2’+3ala — 2b)z—a (a—b)—o. 
Iſt b größer als a, fo find alle dren Wurzeln möglich, 
und regen der Succeffion der VBorzeihen ++ — + 
in diefem Falle find ziven Wnrzeßn poſitiv, und eine ift nes 
gatid, (Gleichung, III. 9.). | Die letztere ift Feine Or— 
dinate. In dem Falle, b <a, giebt die allgemeine Be: 
dingung für drey möglide Wurzeln, 2 b? > oder — a?, 
daß zab > a’ oder 2b >a ſey. Die Succeffion der 
Vorzeichen in der Gleihung iſt + — — — ; daher 
bat die Gleihung nur eine pofitive Wurzel als Ordinate 
an dem einzigen Wendungspuncte auf einer Geite von 
DB. Die beiden negativen Wurzeln find Feine Ordi: 
naten. 2 


Der Grund, daß die zwey Wendungspunete duch eine 
Gleichung vom dritten Grade angezeigt werden, liegt das 
rin, daß ſowohl zwey Wendungspuncte als einer an ders 
felben Seite von CB möglic, find, daher Fonnten die zu⸗ 
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gehörigen Ordinaten nicht durch eine quadratiſche Glei⸗ 

chung gefunden werden, da dieſe entweder zwey oder gar 

keinen Wenbungepunei geben würde. Cramer in, der 

Anal. des lignes courbes p. 516. fagt aus Übereilung, 
Daß die drey Wurzeln der Gleichung y’+3by?’-2a?b=o 
die Drdinaten zu den Wendungspuneten geben, 


Wenn a’ b +y?’=o, ober wen y=— Va? b | 
ift fo ift ber Quotient ST unendlich groß, Dieſes fin: 


der nur Stett, wenn b Fleiner als a ift, weil y, nicht 
größer als a fen kann. Für eben diefen Werth von y ift 


der Duotient = =o, das iſt, Die Tangente des Win: 
fel3 der berlihrenden oder der Curve mit der Ordinate ift 
Rull, oder diefer Winfel ift Null, Das gefchieht (Fig: 
79.) in Hund G, wo die Ordinate zugleich berührende ift. 
En diefen Puncten ſchließt fich der convere Bogen an den 


concaven, wie in den Salle, da I = o iſt, aber 
beide liegen an derfelben S eite der berüßrenden. Daher 
find H und G nidye als Wendungspuncte zu betrachten. 
Beide. Bogen gehören nicht zu derfelben Folge der Ordina⸗ 
ten, ſondern zu zwey verſchiedenen. 

Aufgabe. Die obere Conchoide drehe ſich um die 
Aſymptote als Are, es wird der Inhalt des runden Kr: 
pers gefucht, der zroifchen vem von AB und PM befchries 
benen Kreisflachen liegt, 


Der inhalt fey — Z, piftd2—=ry* dx; & Cu⸗ | 
= 48° D = if, 
yva’— 

4 IZ— m m(a *b + yY°?) a 
es vVa—y:)- 


birung). Dadx = 
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. i d . . 3d | 
. — — — — 4 or, — a — — — — 
Es it Fra 7 ng. sin — und — 5 


=— 024 +y’)y(a— y’), Onregralformel, 
28. 40) ' Ä 


al TER e | 
Z —=Conft. -ra? b Ang sin Ihe a’-Ly®)V (a? -ytj 
Daz—o für y—a, foift Copi = Zr2arb, und. 
,zaxa® b(3#- Ang.sin ) +3#(22? + y?)V(a?-y2) 


. oder 


2 i 2 x 
- Z—=ra?b Ang. coſ — ———— 
| = a 3(b-+y) . 
Der Anhalt des ganzen ins UUnendliche ausgeſtreckten 
conchoidiſchen Körpers, auf der einen Seite der von AB 
beſchriebenen Kreisflaͤche, iſt — ra? (grb - 3a). 


Müllers Verfahren, den Inhalt eines conchoidi— 
fchen Faſſes zu finden, ift fehr unbequem und zugleich fehler— 
haft. Er weiß die integration nicht zu bewerfitelligen, und 
nimmt Deswegen Guldins Regel vom Schwerpuncte zu 
Hülfe. Er erlaubt ſich ba zu ſetzen, da doch b durch die 

beiden Durchmefjer und die Länge des Kaffes beſtimme it. 
Dberreits Merhode der Integration im Leipz. Magaz. 
3787 ift auch unbequem, da er fich ganz unnothiger Weiſe 
der Reihen bedient, wodurch ſeine Rechnung faſt vier 
Seiten anfüllt, ohne ein vollſtaͤndiges Reſultat zu 
geben. 


Erempel, Von einem eondhoidifchen Faſſe ſey der 
Halbmeſſer des Bauches, a — 15 Zoll, des Bodens 
= yz=ı3 Z0l Die halbe Fänge bes Faſſes, 
xmaı Zoll. Dab —— 

8753 wre ve; 
fitb-+y==38,001, und b == 25,001. Gerner. 


* 
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iſt Ang. coſ — 29° 5’5} in Graden, daraus in 


Theilen das Halbmeſſers als dev Einheit = 0, 522229, 
Auch iſt log m == 0,4971499. Mil » 0. « 
ma” Ang. cof = 9230, und 0 .'° . 
zr(aty)vVa—y?) —= 4851, fo daß 
Z = 14081 Cubikzoll, und der Inhalt des ganzen Faſ— 
fes — 28162 Czoll. Müller findet nach feiner Nechnung 
26874. Czoll. mit einem. hier fehr unbrauichbaren Decimal: 
bruche von 8 Ziffern. Diefe find nach der Berechnung des 

. Leipziger Überſetzers — 511 Leipziger Kannen, eine Kanne 

zu 52,32%... Cubz. Rheinl. gerechnet. Der mit Wajjer 
gemefjene Inhalt des Gefaßes betrug 504 Kannen, das 
ift 25368 Cubz. Die conchoidifche Figur, richtig anges 
wandt, giebt alfo befrächtlich zu viel, wenn gleih Mül— 

lers fehlerhafte Mechnung nur 7 Kannen zu viel giebt, 
Oberreit findet für den Inhalt dlefes Gefäßes 539 
Kannen. Dia meiner Rechnung find es 538,3 
Kaunen. 


Man fchiebe auf der geraden $inie AX (Fig. go.) bie 
große Axe EF einer Ellipfe EGFH fort, und ziehe in 
irgend einer Lage derfetben aus dem unveränderten Puncte 
C durch den Mittelpunct der Ellipſe K die gerade CKP, 
welche die Eflipfe in P und N fehneider, fo find P uno N 
Puncte einer ellipfifhen Conchoide. Sie wird, 

wie man fiehf, eben fo durch die Ellipfe erzeugt, wie die 
alte Mikomediſche Conchoide durch einen Kreis. Wenn 
CA ſenkrecht auf AX if, und AB=AD — ber hal: 
ben Fleinen Are der Eillipfe genommen werden, fo find B 
und D Puncte diefer Conchoide , die man ihre GSceitels 
puncfe nennen mag. Die Linie BD theile fo wohl die 
obere ald untere Conchoide in zwey gleiche und ähnliche 
Halften. - | Ä | 


Die Are einer Parabel werde auf einer Linie AX forte 
gefchoben, und in irgend einer Inge derfelben werde aus 
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einem beſtimmten Puncte C durch einen gegebenen Punct 


der Axe eine gerade Linie gezogen, ſo ſind deren Durch⸗ 
ſchnitte mit der Parabel Puncte einer —— 


ſchen Conchorde, 
Auf ähnliche Art entſteht eine hyperboliſche Con— 


hoide. Man fehe von diefen conchoidifchen Gattungen, 


Rabuel Commentarie fur la Geometaire de Descar- 
tes, p. 123. 
Anſtatt der geraden tinie XAX Fann man zur Baſis 


jede krumme Linie nehmen, und die auf ähnliche Art, 
wie fir eine geradlinichte Baſis, befchriebene Linie iſt 


ebenfalls eine höhere Gattung von Conchoide. Zur Übung 
in der analytifchen Geometrie diene eine Conchoide mit eis 
ner cireularen Baſis. 


Es ift über dem Durchmeffer CA (Fig. Sr.) ein 


Kreis befchrieben, der als Baſis dient; der Pol it in C, 
auf dem einen Endpuncte des Durchmeſſers CA; die 
gegebene Linie zur Beſchreibung der Sondoide fey 
AB=AD. Man ziehe irgend eine Chorde des Kreifes 
CP, und nehme auf derſelben und ihrer Verlängerung 
ſowohl PN as PM= AB, fo it M ein Punct ‚auf 
der äußern Condyoive , und N ein Punct auf der innern, 


Man Ffann hier ven Bogen AP als Abſciſſenlinie, und 


PM, PN als conjtante Ordinaten an der Konchoide ber 
trachten. 

Es ſey C A — a; AB=AD=b; CM=y; ber 
Winfl BCM = 9. Mian nehme nody die Chorde 
CE =- Ce=b, um fee CAE oder CAe=a, 
fo it asna=b, DacP=acolp, fo iſt 
y=acolo E b. Aus dieſer Gleichung läßt fich der 
ganze Zug der in einander verſchlungenen äußern und innern 
Sonchoite herleiten. Für die Werthe des Winfels © von 


o bis 4m {oder 90 Gr.) gehört der Bogen BMG vonB 
bis in G aufder CF, die ſenkrecht auf AC if. Es iſt 


CG b. Der Bogen CG wird befchrieben,, wenn die 


ſich um C drehende Drdinatenlinie zwifchen CF und CH, 


I 
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der Verlängerung von EC fällt, wie CO. Es fey 
BCQ=Hr+ m. foift col P = colBCQ—-sina, 
andy=b—asinw Man verlängere CQ rückwärts 
bis an den Kreis ing, f it ACgq—r-(ir +0) 
—3r—w, und Cq=acol (Ir — w) —asin u, 

ſtimmt man q0 — b, ſo iſt CO—b—asini, 
alſo O ein Punct der Curbe. Wenn bey fortgeſetzter 
Drehung CQ auf CH fällt, fo it wa, alſo, da 
EC=asinaift,y=zb—asina=o. Nun il 
die halbe äußere Eonchoide vollendet, und der befchreibende 
- Punct geht in die innere Conchoide über... Die Ordina- 
tenlinie fey inCR, und FCR u, Fleiner als ein Rech: 
ter Es iſt nun y — b — asino, eine negative Größe. 
Man verlängere CR rückwärts bis an den Kreis in p, 
and nehme pn—=b, fo if CpZasinw, und 
Cn =asina—'b. Zugleid it Cn=y, fowohl was 
die Quantität, ald was die Lage berrifft. Die Mega: 
tion von y zeigt an, daß die Richtung der Ordinate und 
der fich drebenden Linie CR einander entgegengefegt find. 
Nenn die letztere in CI, die auf CF fenfrechte falle; fo 
to=jr, dy—=b—a — — (a — 6). Nun if 
CD a — h, alſo als Ordinate it CD—y. Wenn 
w;wilchen Zr und m — a fällt, wie der W.FCr, ſo 
entiteht diefelbe Kolge der Orbinaten von A nah P bis e 
hin, wie auf der andern Seite von A nach p bis E, Iſt 
FCch=r—a, p ft 9 =2r—a, alfo col 9 
—— col(3r — ao) = — sina, nnd y=b—asina, 
das ift y=o. Mun ift die innere Conchoide vollender, 
Wenn w größer alde mr — a iſt, fo ijt sin w Eleiner alg 
sina, undy=b-+acol@® =b-+aco4r+w = 
b— asinw iſt pojitiv. Nun fallt die Drdinate wieder in die 
Nichtung der fidy drehenden Linie, und befchreibt den Bo: 
gen Cg bis ang auf der Cf, die fenfrecht auf CA ift. 
- ft größer als zwey Nechte, fo wird sin w negativ, alfo 
— asinw poſitiv, oder aco[® iſt pofitiv, da © über 
drey Nechte beträgt. Es wird nun, bis daß © — vier 
Rechten it, der Bogen gmB der äußern Conchoide be: 
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ſchireben, an welchem die Ordinaten Bi wie Cm pofitiv 
find. —— | 
Die Quadrafur diefer Conchoide ift leicht. Es fey 
der Sector BCM ZZ, p it dA =% yydof.Quas 
dratur.), das ift | 
dZ— (5b? +ab.of® + Zarcol92)do. 
—@a’+3b? +4a’col29-+abcolp)dd. 
Darausift - 
Z=(42?+3b:)9+4a’sins®@-+absing, 
ohne eine Conftans. Wenn die Ordinatenlinie aus der Lage 
CB indie CI gefommen ift, fo hat die Ordinate felbft die 
halbe äußere Conchoide BMGC, und die halbe innere - 
CnD befdrieben. Die beiden Flächenraume BMGCB | 
und CnDC zufammen find =(4a? +4b’)r, das ift, 
der Fläche des Kreifes CE A EC und des Doppelten des über 
bem Durchmefjer b.befchriebenen Kreifes. 


Den Flachenraum der äußern halben Conchoide zu ers 
halten, ſetze man = Er + a, wodurhy=o wird, 
weil col3r + )—=— sina ill, Diefe Area iſt 
—=(4a?--3b’)dr +a)—ta:sinza-+ab cola, 
Die Area der innen halben Conchoide DCNXD zu finden 
betrachte man ihre Ordinaten nur abfolur für fih, fo ift 
y=acol.O —b, und für y=zoitf=4r—.ı 
Setzt man nun in der Formel für ein undeflimmtes Z, 
— b für b, ud Fr — a fuͤr O, fo iſt dieſe Area 
— EGaꝰ +3b’)(Ir—a)+ La? sin 20 — abcofa. 


Die Summe der beiden Arearum iſt die vorher ges 
fundene. 


Robervbal hat ſich ſchon mit diefer Conchoide auf ei⸗ 
ner circularen Baſis befchäftig, Er nennt fie le Li- 
macçon de Palcal. Er hat die Summe je zweyer Gec: 
toren wie BCM und DCN gefunden, und daher bie 
Summe der Räume BMCB, DNCD. 


7 Concrete 


De la Hire hat eine weitlaufige Abhandlung über 
die Conchoide auf irgend einer Baſis geliefert, in den 
Mem. de!’ Acad. des Sc. 1708, worinn er ſie nach allen 
Prädicamenten unterfucht, Er mußte noch die Gründe 
feiner Methode beyfügen: 

Wenn die gegebene Linie dem Durchmeffer a gleich ges 
nommen wird, fo ift die Linie die in einem vorhergehenden 
Artikel ſchon betrachtete Sardioide Die innere Condyoide 
fallt hier weg. ' Diefe Linie if geometriſch rectificabel, 
Denn es fen der Vogen vom Scheitel an — s, fo iſt 
ds’ —=y’dpt + dys. Es iſt y — a (1 4 cold). 
alfody—-a: sin® d®. Daherds’— 2a? (1 +cofp)d 6) 
— 4a? col 40?.dD?, und ds —ea coll 40.d0, ba: 
hes—=ga sin$ O, ohne eine Conſtans. Die Fänge der 
‚einen Hälfte von dem Scheitel (B in Fig. 81.) bis zu dem 
Polift — 4a, da der Winfel ® für diefen Bogen — r 
oder zwey Nechten gleich iſt. De la Hire meint, daß fie 
nur aus.diefer Hälfte allein beftche. 


Eonerete Zap ift BEER mit einer benannten Zahl 
wie 4 Thaler. 


Congruenz, Deckung, iſt die völlige Überein— 
ſtimmung zweyer Figuren, fo daß ihre Gränzen, wenn fie 
gehörig auf einander gelegt werden, zuſammen fallen. 
Dieſes Aufeinanderlegen (applicatio) iſt eine intellectuelle 
Vergleichung nach Art des Aufeinanderlegens zweyer mate⸗ 
riellen Figuren, wodurch man prüft, ob ſie gleich oder 
ungleich find. ©. Euklides J. 4. 8. 


Coniſche Linie, ſ. Kegelſchnitte. 


Conjugirt, verbunden, heißen in der Geometrie 
der krummen Linien, gewiſſe zuſammen gehörige gerade 
oder krumme Linien. 

* J. Conjugirte Durchmeſſer in der Ellipſe und 
Hyyperbel find diejenigen beiden, deren jeder parallel iſt mie 
den Chorden, die der andere halbirt. Die Ducchmefjer in 
diefen Linien gehen alle durch ihren Mittelpunct. 
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Eonjugirte Axe iſt in der Ellipfe die kleine Are, 
— der kleinſte aller Durchmeſſer iſt. Sie iſt die mitt— 
lere geometriſche Proportionale zwiſchen der großen Are , 
(der Queraxe, axis transverſus) und dem Parameter. 
In der Hyperbel heiße die mittlere Proportionale zwi⸗ 

ſchen der Queraxe (zwiſchen den Scheitelpuncten der Hy⸗ 
perbel) und dem Parameter auch die conjugirte Axe. 
Sie fann großer feyn als jene. Als Ordinate betrachtet 
hat fie feinen. möglichen Werth, weil fie die Hyperbel niche 
fchneidet, wenn fie jenfrecht auf die Querare oder Hauptaxe 
durch den Mittelpunet geſetzt wird: 


II: Conjugirte Ovale iſt ein ganz abgeſonderter 
Theil einer krummen Linie, welchen eine / in ſich zurückkeh⸗ 
rende krumme Linie bildet. Dergleichen kommt nur bey 
krummen dinien des zwenfen und höherer Grade vor. Die 
onjugirfen Dvalen gehören, ihrer Abjonderung ungeachtet; 

zu der frummen Linie, weil ihre Ordinaten mit den Ordi— 
naten der übrigen Zweige durch eine gemeinfchaftliche 
Gleichung beftimme werden. Ben den höhern krum— 
- men dinien find für eine Abſciſſe mehr -als zwey Ordinas 
ten möglih. Sind zwey ſtetige Folgen von Ordinaten 
jwifchen dehfelben Endordinaten enthalten, fo bilden 
diefe beiden Folgen eine abgefonderte Dvale. Nämlich 
es fey fürx — p die genieinfchaftliche Ordinate zweyer ſte⸗ 
figen Solgen = P, für x — q feyn die Ordinaten ver: 
fchieden,; aber für x —r ſeyn fie wieder gleih, und — R, 
fo entfieht eine Dvale, wofern die Ordinaten in beiden 
Folgen fi) aufentgegengefegre Art verändern. Die Ovale 
mag auch einen Zweig der krummen Linie berühren, wenn 
aus einer andern Folge eine einzige Ordinate mit einer je⸗ 
‚ner-beiden Folgen übereinkommt. In dem Artikel, Lis 
nien der dritten Ordnung, kommen Beyſpiele von Dnalert 
vor. Man fehe auch die Abbildungen bey Newtons Enu- 
meratio linearum tertii ordinis. 


II. Conjugirter Punct iftein abgefonberter zu einer 
krummen Linie gehoͤriger Punet. Wenn in den beiden Kolgen 
don Dedinaten; welche eine Ovale bilden, durch die Veräns 

Mm 
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derung ihrer Relation gegen die Abſciſſen, bie außerften 
fich immer näher kommen, fo zieht fi) die Dvale immer 
mehr zufammen, und wird ein Punck, wenn die beiden 
äußerften Ordinaten jufammen fallen. Die Ordinate an 
einem conjugirten Puncte ift ein möglicher Werth der Or⸗ 
dinate y für eine .Abfeiffe x, ohne daß fich eine flerige 
Folge von mehreren Ordinaten für größere oder Fleinere 
x daran ahfchließt. — 

IV. Conjugirte Hyper beln find zwey ver 
bundene Hyperbeln, deren jede zwiſchen den Aſymptoten 
der andern beſchrieben ut, und die einerlen conjugirte Aren, 
aber in umgefehrter Ordnung haben, fo daß die Haupt: 
are der einen (die Durch die Scheitelpuncte der beiden ent: 
gegengeſetzten Hyperbeln gehende) die conjugirte der an: 
dern iſt. Es fey a die halbe Hauptare der einen, b die 
halbe conjugirte, x Die Abfeiffe von dem Mittelpuncte aus 
auf der Haupfare genommen, y die Ordinafe, fo ift für 
diefe die, Gleichung, a’ yt — b’x? —a:b?, Für die ans 
dere ift b die halbe Haupfare, und a die halbe conjugirre. 
Die Abſciſſe aufjenerfeyt, die Ordinate u, fo iftihre Gleich 
ung bꝰ u? —art?- bẽ aẽ. Setzt man in der letzttern x anſtatt 
u, undy ftaftt, fo erhaͤlt man die Gleichung be x⸗ 
— a? yt — a®b?2,odera®y?—b?x?-+-a?b?, in wel- 
cher diezweyte Hyperbel einerley Abfeifjenlinie mit der erjten 
bat. Multiplicire man beide Öleichungen mit einander, fo ers 
balt man zwar eine einzelne Gleichung, atyt=b+xt-atb", 
in welcher die Werthe von y als Ordinaten theils zu der 
einen, theils zu der andern Hyperbel gehören. Weide 
machen aber doch nicht eine einzige Frumme Linie aus, eben 
deswegen, weil bie Gleichung fich in zwey rationale jers 
legen läßt. 


Cono-Cuneus, ‚ein Körper, deſſen Grund: 
fläche-ein VBiertelfveis ift, und der zwey ebene Geitenfld« 
chen bat, eine ein Rechteck, die andere ein Dreyeck, und 
nebft diefen noch eine gefrünmte Seitenflache, wie es aus 
der Zeichnung (Fig, 82. Tab. V.) beftimmter erhellen 
wird. Es iſt ACB der Quadrant eines Kreifes. Auf 
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die Ebene deſſelben ift das Rechteck ACED ſenkrecht ges 


ftelle, defjen Srunplinie der Halbmeſſer AC, die Höhe 
willfübrlich ift. Zieht man BE, fo ift das Dreyef BER 
Die zweyte ebene Seitenflahe: Man jiehe irgend eine 


MP indem Quadranten parallel mit CB, und PN pars 


rallel mie CE bis an N auf DE, dann MN, ſo ift die 
Linie MNin der frummen Seitenfläche. 


Der Körper unterfcheidet fich von einem ferikrechren 


Diertelfegel dadurch, daß die geraden Linien auf der krum⸗ 
men Seitenflähe, wie MN nicht nach einem und demſel⸗ 
ben Puncte E , fondern jede nad) einem andern Puncte N 
der Linie DE laufen; von einem Keile dadurdy, daß die 
Grundfläche nicht ein Rechteck, wie bey jenen, fondern 
ein Viertelfreis iſt. Don der cylindriſchen Fläche ift die 
krumme Seitenfläche Dadurch verfchieden, baß die geraden 
Linien an detfelben ſich an einer geraden Linie endigen, 
und daß fie gegen die Grundfläche verfchiedentlich geneigt 
find. Der Winfel, welchen MN mit der Pen 


mache, iſt der Winkel NMP, deffen Tangente = = 2 


if Es ift zu bemerfen,, daß die Ebene des bey P rechts 
winflichten Dreyefs NPM auf die Grundfläche ſenkrecht 
ftebt, weilMP mit BC, und NPmit EC parallel iſt, 
alfo die Ebene NPM mit der Ebene ECB parallel iſt, 
die ſenkrecht auf ACB ſteht. 

Waallis hat dieſen Körper erdacht, und eine lange 
Abhandlung darüber geſchrieben, die in ſeinen Werken, 
vol. II. p. 683 — 699 befindlich iſt. Er betrachtet 
darin die Figur der Schnitte diefes Körpers. Cs 
fcheint nicht, daß man weitern Gebraud) davon machen 
fonne. 


| Conſequens terminus fatlonie „ das zweyte 
Glied, oder das Hinterglied eines Verhältniſſes. 


Conſtruction iſt in der Geometrie die Anwen: 


sung der Hülfsgrößen, um den Erweis eines Schrfages zu— 
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führen, ober die Auflöfung einer Aufgabe zu erhalten, 
als die Ziehung beſtimmter oder unbeftimmter ‚gerader Lis 
nien, Verlängerung der gegebenen, Beſchreibung einer 
krummen Linie, Legung einer Ebene in Beziehung auf 
eine andere Ebene, oder auf eine gerade Linie, Schnei- 
dung eines Körpers durch eine Ebene, Bewegung einer 
Linie, eines gegebenen Winkels, einer Figur, und was 
ſonſt von dergleihe nMittelangewandt werden mag. Wenn 
Größen verglichen werden follen, fo iſt es gewöhnlich nd: 
thig, Mittelgrögen einzuführen, z. B. bey dem pnrhagos 
raschen Lehrſatz. Bey Auflöfung der Aufgaben müſſen 
mit den gegebenen Größen andere verbunden werden, die 
zu den gefuchten führen. Man fehe den Artikel: Ana— 
Infis als Methode, oder auch nur die Anfangsleh— 
ven der Geometrie. z | 
Eine geomerrifche Eonftruction im engern Sinne genom⸗ 
men wendet nur die gerade Linie, Den Kreis'und die Kegel: 
fchnittenebft der Ebene an. Im weitern Umfange dürfen ige 
auch andere krumme Linien zugeltanden werden, fofern dieſe 
durch wine Bewegung einer Linie oder Figur ſtetig befchries 
- ben werden fünnen , wie j. B. bey der Werdoppelung des 
Würfels oder der Dreptheilung eines Winfels. Dergleis 
chen Linien find die Eiffoide und die Conchoide. Man nennt 
ſolche Conſtructionen auch mehanifhe. Man fann fie 
aber mit. Hecht noch als geometriſch anfehen, wenn jeder. 
Punct der befchriebenen krummen Linie durch eine eigentz 
liche geometrifche Eonftruction angegeben werden, Fann, 
Das ift nicht dev Tall.bey der Quadratrir des Dinos 
firatus, ben welcher man die Lage des fich. drehenden 
Halbmeſſers für jede Stelle des fich bewegenden Punctes 
. auf. dem firen Halbmefjer nicht angeben. Fann. — | 
Eine inftrumentale Conftruction, die ge- 
wöhnlich eine mechanifche genannt wird, dient zu. voirflichen 
Darſtellungen materieller Größen, z. B. ben Abzeichnun⸗ 
gen von Feldern, Gegenden, Gebäuden, Maſchinen. 
Dee CEonitruction algebraifcher Sleihun 
gen ift die Darftellung ihrer Wurzeln durch die zu den 
Duͤrchſchnitten zweyer Linien gehörigen Ordinaten für eine 
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gemeinſchaftliche Abſciſſenlinie, oder durch die dazu gehö— 
rigen Abſciſſen. Diefe gefchieht entweder jur leichrern Er⸗ 
findung der Wurzeln, oder um der Methode ſelbſt willen, 


oder um die Melation und Succeſſion der Wurzeln deutz 


» 


licher zu machen. S— Anwendung der Geometrie * die 
Algebra. 


Die Conftruction, analy — Sleihum 
gen, das it, der Sleichungen zwiſchen zwey oder drey 
veranderlichen Größen , iſt die geometrifche Daritellung 
der zuſammen gehorigen Größen unter.ißmen durch die 
Coordinaten an einer Frummen Linie oder an zweyen, oͤder 
an einer Klache. Jede Relation zwifchen zwey verändere 
lichen. x und y fann durch die Eoordinaten einer frummen 
Linie in einer Ebene gleichfam abgebildet, und oft fehr ans 
fchaulich gemacht werden... Kine Relation zwifchen drey 
veranderlichenx, y, z kann durch die Coordinaten zweyer 
frummen Iinien in einer Ebene vorgeft.llt werden, wenn 
an-diefen für eine gemeinfchaftliche Abfeiffe x die Ordinaten 
der einen wie y, der andern, wie z fich gegen x verhalten, 
Diefes aber in dem Falle, wenn zwey Öleichungen jwifchen 
diefen verbundenen Großen gegeben find, fo daß für eine 
derfelben, wie x, fowohl y als z gefunden werden kann. 
Iſt Die Gleichung jwifchen x, y, z nur eine einzige, ſo 
iſt es eine krumme Släche, welche durch ihre Eoordinaten bie 
Relation darftellt. Die Eonftruction analytifcher Glei⸗ 
ungen hat ihren Werth, wenn fie durch die Verhältniffe 
der Linien und Winfel, durch die Bewegung eined Puncs 
tes oder einer Linie nach einem gewiſſen Geſetze die Entſte— 
bung der Gleichung angiebt, und die Nelation ver veräne 
derlihen Größen für alle Werthe verfelben finnlich macht. 
Wenn fich diefes aber auch fo nicht zeigen läßt, fo iſt es 
doch fehr oft nüglich, die Coordinaten nach einem Maaß—⸗ 
ftabe unter dem angenommenen Winfel derfelben zu zeich⸗ 
nen, da gewöhnlich aus einem Theile einer Frummen Linie 
oder wenigen Puncten derielben ihr ganzer Lauf zu erfen- 
nen iſt, wodurch denn auch die mannichfaltigen Berhälte 
niffe der veränderlichen Größen in ber abgebildeten Glej⸗ 
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ung, beſonders die verfchiedenen Rolgen ber einen in 
Beziehung auf die andern, anfchaulich gemacht werden. 
Die Eonftruction der Differentialglei- 
chungen ift eine Integration durch Hülfe krummer Lie 
rin, Bfndz—Xdx, wo X eine Zunction von x 
iſt. Man conftruire eine krumme Linie, deren Coordinaten 
X und X find, wobey man irgend eine inie zur Einheit für 
Dietängen, ihr Quadrat zur Einheit für die Flächen annimmt. 
‚Dann ift z der Flächenraum jwifchen den Coordinaten x 
und X und dem zugehörigen Bogen der Eurve, mit Bey: 
fügung der Conſtans, mo diefe erforderlich ift, 
Allgemeiner ſey Xdx = Ydy, wo Keine Function 
von x, und Y von y if. Man feße zwey gerade Linien 
unter einem rechten oder andern Winkel zufammen, nehme 
von dem Durchfchnitte an, auf der einen die Abſciſſen x, 
auf der andern die Abfriffen y, und eonftruire zwey krum⸗ 
me Linien, eine mie ben Ordinaten X zu den Abfeiffen x, 


Die andere mit den Ordinaten Y zu den Abfeiffen y. 


Nimmt man an beiden Curven zwey gleiche Flachenräume, 
fo find die Abſciſſen zu denfelben zwey zufammengehörige x 
und yin der Sleihung Ydx = Ydy, weil wegen ber 
gleichen Flächenraume auch ihre Differentiale gleich find. 
Bollendet man das Parallelogranım von den Abfeiffen x 
und y der Eurven, fo giebt der Durchſchnitt der mit ihnen 
‚parallelen Seiten einen Punct der Curve, deren Eoor: 
dinaten x und y find. Durch diefe wird nun die Differene 
tialgleichung aufgelöfet oder conftruirt. Exempel findet 
inan in Jo. Bernoulli Lect, Hofpit. X. _ | 


Die Eonftruetion der Curve fegt voraus, daß man bie, 


beiden Einen, deren Ordinaten X und Y find, quadriren, 

‚und für jeden Flächenraum ber einen die Abſciſſe zu einem 
eben fo großen Flächenraum an der andern angeben könne. 

Kann man vdiefes bewerkftelligen, fo kann man auch die 

Gleichung zwifchen x und y analytifch finden, und braucht 

der Curve mit den Coordinaten x und y nicht, e& müßte 

denn fich eine merfwürdige Art ihrer Entftehung aus den 

beiden andern dadurch ergeben. Laffen fich dieſe nicht quas 

griven; ſo wird die Curve für x und y nur conſtruirt, 


x 
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eoncefhis quadraturis , welches bloß zeigt, was man 
. müßte angeben fonnen, um aus ber Differentialgleichung: 
die endliche Gleichung jivifchen x und y zu finden. Die⸗ 
fes Verfahren wird jest nicht gebraucht. | 

oh. Bernoulli zeigte fhon 1694 eine allgemeine 
Methode an, alle Differentialgleichungen vom erften Grade 
zu conſtruiren, auch wenn die veränderlichen Größen ſich 
nicht von einander fondern laffen, wie wenn Kund Yin ber 
angeführten Gleichung Funetionen von x und y zugleich 
find und bleiben, Allein es iſt diefes nur ein Entwurf, 
der fehwerlich auszuſühren feyn möchte. ©. Jo, Ber 
noulli Opp. T.I. nr. 20. 

Ehedem pflegte man analyrifche Beweiſe und Auflo⸗ 
ſungen in geometriſche Conſtructionen zu verwandeln, wie 
in Newrons Principien der Naturwiſſenſchaft durchge⸗ 
hends geſchehen iſt. Man fügte den analytiſchen Aufloͤ⸗ 
fungen immer die geometriſche Conſtruction bey. Die geo⸗ 
metriſche Methode ſah man als die vollkommenere an. Es 
ift wahr, daß dieſe oft ungemein viel Scharffinn erfordert, 
und bortrefflich zur Übung des marhematifhen Faſſungs⸗ 
vermögens diene. ie wird aber doch bey fehr fchweren 
Unterfuchungen unzulänglich, und ift auch mehr in der abs 
ſtracten Speculation, als in ber Anwendung brauchbar, 
wie es bey der Berechnung der gegenfeifigen Störungen 
der Weltförper der Kall ift. Gegenwärtig hat man bie 

eomretrifche Methode faft ganz verlaffen. In großen 
Berfen, Die die Bewegung betreffen, findet man nicht 
eine einzige Zeichnung. 

Einige neue Philofophen „haben auch bie analytifche 
Zufammenfegung ber Größen eine Eonftruction genannt, 
Man wird aber in der Mathematif ſich von den Philofos 
phen Feine Neuerungen in den Begriffen machen laffen. 
Zur Conſtruction anahyeifcher Zufammenfegungen von 
Größen muß man die Elemente berfelben geometrifch 
darzuftellen wiſſen. 

Wenn die einzelnen Buchſtaben Linien bedeuten, fo 
iſt ab ein Rechteck von den Geitena, b; alfo aa das 
Quadrat von per Seite a; ferner abe ein rechtwinklichtes 
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Parallelepipedum, deſſen Seiten a,.b, c find, alfo a aaa 
oder ad der Ben bon ber Seite a. 


4 


Es iſt = die vierte Proportionallinie zu den drey 


tiniena, b,.c. Man zeichne einen beliebigen Winfel, 
trage von dem Scheitel aus auf den einen Schenfel die die 
nien a, b, auf den andern die Linie c, ziehe durch die End: 
puncte von a und c eine Linie, und mit diefer durch den 
Endpunet von b eine Parallele, fo ſchneidet diefe auf dem 
andern Kari die vierte Proportionallinie ab. 


Es it _ — 5 pie dritte Proportionallinie ju a und b. 


Sie wird — dieſelbe Art wie die vierte zu drey verſchiede⸗ 
nen gefunden. Iſt bekleiner als a, fo wird fie gefunden, 
wenn man über a als Durchmeſſer einen Kreis beſchreibt, 
in dieſen die Chorde b von dem einen Endpuncte des Durch: 
meſſers trägt, und von dem zweyten Endpuncte der Chorde 
eine fenfrechte auf den Durchmeffer zieht. Dieſe ſchneidet 
auf dem Durchmeffer von jenem Endpuncte an die verlangte 
- ginie ab. 
Wenn aa— bb=ce ift, ſo iſt s die Hypotenuſe 
bes rechtwinklichten Dreyecks, worin a, b die Ka: 
theten find. Daher wird co. —=Yylaa+ bb) ge 
funden. 
Aftaa—bb=cc, fo wird c durch die Eonftrucs 
tion eines rechtwinflichten Dreyeckf3 gefunden, worin a 
die Hypotenuſe und b die eine der Katheten ift. Oder man 
befchreibe über dem Durchmeffer a einen Halbfreis, trage 
von dem einem Endpuncte aus Die Linie "b an den Um— 
fang, und ziehe durch ‚den andern Enbpunet bon a an den 
Punct in dem Umfange, eine gerade Sinie, fo ift dieſe 
die dinie, ©. — Oder man befchreibe über dem Durch— 
mefjer. a + b_einen Halbfreis; trage auf denfelben von 
dem einen Endpuncte aus die Linie 2b, errichte durch 
deren Endpunet eine fenfrechte, fo if Die ‚Epowe des Bo⸗ 
gend wiſchen dem zweyten Endpuncte des Burn 
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und dieſer — — c. — Oder man beſchreibe mit: 


dem Halbmeſſet a einen Halbkreis, trage auf demſelben 
von dem Mittelpuncte aus die Linie b, errichte durch des 
ren Endpunct eine fenfrechte bis an den ra des Kreis 
‚ fes, fo ift — — 


Es ſep = ef, 10H das Verhaͤltniß e: f das 


zuſammengeſetzte aus den beiden a: cund b:: d, oder das 
Verhältniß der Rechtecke ab; cd. Um es durch zwey 
tinien darzufteflen, fuche man zuerft die vierte Propor: 
tionallinie zu a, c, e, welche E fey; dann Die. vierte au 
b,d;E, fo ift diefe — 


Es ſey er — h, fo ift das Verhälenißeg 


das ee aus a: d; bie; c:f, oder das 
Verhaͤltniß der röchtisinklichtinParallelepipeben abc:def, 


Oder man fuche die vierte Proportionallinie zua, d, g, | 
welche fey G ; dann die zu b, e, G, welche fey H; end: 


lich die zu c, %,H, o iſt biefe — h. 
{ &s fen be — ==&c, 
befannte Eigenfchaften des Kreiſes gefunden, f. Kreis, * 


o wird b auf zweyerley Weife durch 


Es fen b5 — a®c, man foll durch Confiruction finden, _ 
Diefes iſt die bey den Alten berühmte Aufgabe, zwiſchen 


zwey gegebenen Größen a, o die beiden mittlern geometriſch 
proportionalen zu finden. Denn b ift n - a zunãchſt 


folgende. Die Progreffion iſt a: b: — : LE . 
©. Delifche Aufgabe. | 


Contiguum, an einander liegend. Winfel, die 
einen gemeinfchaftlichen Schenkel haben, heißen anguli 
 gontigui, 


Continuum Das ſtetige, oder unmittelbar ver⸗ 
bundene 1) Eine Größe heißt eine fhetige, ein Conti- 
nuum, wenn ahre Theile alle fo zuſammenhängen, daß 
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wo der eine aufhört, gleich der andreanfängt. 2) Ein ſtetiger 
Bruch (fractio continua) ift, deffen Nenner einen Bruch 
wiederum mit einen Bruchein deflelden Nenner u. ſ. w. ent⸗ 
bält, es fey, daß diefes ohne Ende fortgeht, oder auf: 
hört. ©. Keftenbrud, 3) Eine proportio conti- 
nua iff, worin bie beiden mittlern Glieder fich gleich 
find. 40 Eine progreffio continua, worin jedes Glied 

ſowohl das vorhergehende als nachfolgende Glied der gleiz 
hen Verhaͤltniſſe unter zwey nächſten Gliedern ift, 


| Contra: Diameter iſt eine Are der Abſciſſen in 

einer krummen Linie von einer ſolchen Geſtalt, daß zu glei⸗ 
chen entgegengeſetzten Abſciſſen gleiche und entgegengeſetzte 
Ordinaten gehören. Sie theilt die krumme Linie in gleiche 
und ähnliche Theile, wie ein Diameter, aber mit dem lin« 
terfchiede, daß die ähnlichen Theile entgegengeſetzte Jagen 
haben, pa ber Theil, der in dem Winkel der pofitiven 
Coordinaten liegt, dem in dem Winkel der negativen bes 
findlichen gleich und ähnlich iſt. Kine folche Linie ift die, 
deren Gleichung ift y +axy? + bx?y-+ cx’+dy 
+ ex==o, oder folgende der vierten — mit der 
Gleichung, y 4 axys + bx?y2 pox’y+ dxt 
+ey? +fxy+ gxx +h=o Wenn man in 
diefen Gleichungen +x mit—x, und +y mit —y 
vertauſcht, fo bleiben in der legtern alle Vorzeichen dies 
felben, und in der erftern werden fie alle enfgegengefest, 
daher fich alle Glieder eben fo gegen einander aufheben, 
wie in jenen Gleichungen. Bragelongne hat die Ber 
nennung, Contre - Diametre, aufgebraht. Men, 
del’Acad, des Sc, 1732. Cramer Anal. des lign. 
sourb, 9.73. Ä 


Eontras geometriſche Propsrtion ift die Re⸗ 
lation zwifchen drey Größen, a,-b, c, ma—b:b—c 
=me;b, oder auch diefe, da — b—c=b:a if. 
AIn der ftetigen geometrifhen Proportion a; biıc it 
a—b; be+cza;:b;b: & 
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Contra ; harmoniſche Proportion ift die Re: 
Tation zwifchen drey Größen a, b,c, na—b;b —ıo 
—=c;aif, z. B. 12, 10, 6. Syn einer harmonifchen 
Proportion A, B, C,f A=B:B— C=-AsC, 


8.12, 8, 6. In jener iſt das mittlere Glied be + d * 
240 


A+GC' | | 
Bey ben alten Arirhmerifern trifft man auch eine von 
ihnen fo genannte contra=arithmetifhe Propors 
tion an, nämlich, a—b:a—c=c:b; au 
Folgende, die fie arichmecifchs geomerrifhe Pro: 
portionen nannten. La—b:a—e==c:a; II, 
b—c:a—ec:a; ULb —c;a—c=c:b, 
Diefe Benennungen find veraltet und unnüß, wenn gleich 
die Melationen vorfommen konnen. 


Eonvergirend , annähernd. x) Gerade 
Linien, die fich in einem Punete fehneiden, find 
nach der Gegend dieſes Punctes Hin convergirend, 
a) Eine Weihe ift eomvergirend, wenn ihre Glieder 
‚in ihrer Folge nach einander immerfort Fleiner werden, 
Die Summe der Glieder nähert fich alsdann immer 
mehr dem Werthe der Größe, melde die Summe der 
ganzen ind Unendliche forrgefegten Neihe iſt. 3) Eine 
convergirende Hyperbel ift eine Hyperbel des zwey⸗ 
“ten Grades, am welcher zwey Schenkel, die ſich ihre 
hohle Seite zufehren, eine gemeinfchaftliche Aſymptote 
haben. Dergleichen, ift die krumme — deren Gleich⸗ 
ung iff,xyy+ ay=b. S. Newtoni enumer. lin. 
tertii ordinis, Fig.,68. 69, | 





in diefer iſt B= 


Converhio rationis iſt, wenn in einem Der: 
haͤltniſſe A: B das DVorberglied mit dem üÜberſchuſſe 
bejjelben über das Hinterglied verglichen wird, oder 
die Ableitung des Verhaͤltniſſes A:A— Baus A B. 
gorenz überſetzt esz Das Verhältniß wird zu rück⸗ 
kehrend. | | 


2 1 Ze Converlio 


Converfio eines Satzes ift etwas logiſches, wenn 
eine Bedingung und Folge ertaufcht werden. Z. B. der 
Sat fen diefer.: wenn zwey fich ſchneidende gerade Linien 
bon einer dritten gefchniften werden, fo ift der äußere 
Winkel an der Seife, wo fie fich fchneidgen, größer als 
der innere entgegengefegte an derfelben Seite, Der ums: 
gefehrre, oder die converfa iſt, wenn zwey gerade Linien 
von einer dritten fo gefchnitten werden, daß der äußere 
Winkel größer als der innere enfgegengefegte an derfelben 
Seite jener Linie iſt, fo fehneiden ih die beiden Linien 
an eben diefer Geite, — | 


Conusf. Regel 
Conver, f. Concav, 


Coordinaten einer krummen Linie von einfacher 
Krümmung ſind zwey ſtetige Folgen gerader Linien, von 
welchen die eine Folge auf einer gegebenen geraden Linie in 
oder neben der krummen Linie von einem gegebenen Puncte an 
genommen, und die andere Folge mit jener unter einem unver⸗ 
anderlichen Winkel, rechten oder ſchiefen, verbunden wird. 
Die Relation dieſer Linien beſtimmt die Natur der krum— 
men Linie, Für die Geometrie iſt die analytiſche Dar: 
ſtellung des ganzen Zuges einer krummen Linie ſehr wich— 
fig, weil aus den Eigenſchaften der Gleichung die Eigen⸗ 
fehaften ver Frummen Linie hergeleitet werden Fonnen, und 
bey der Verbindung zweyer oder mehrerer Linien die Lage 
derfelben gegen einander, ihre Durchfchnitts = und Be: 
rührungspunete durch Die Verbindung ihrer Gleichungen 
ſich beſtimmen laſſen. 
Wenn die krumme Linie eine gedoppelte Kruümmung 
bat, di. wenn fie nicht in derſelben Ebene bleibt, des— 
gleichen auch zur Beſtimmung der Gejtale einer Erummen 
‘Slache, werden drey ftetige Folgen von Coordinaten ges 
braucht. Man ſtelle fich drey Ebenen vor, die fich jede die an: 
dere fchneiden. Mit den Durchfchnitten je zweyer werden 
die. Linien Der drey SSolgen parallel gezogen, Der gemein: 
fchaftliche Durchſchnittspunet der drey Durchſchnittslinien 
iſt der Anfangspunct, von welchem an die Linien der einen 


> 
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Folge auf der zugehörigen Durchfchnittslinie genommen 
werden, 

Es feyn (Fig. 83. Tab. VL) AX, AY, AZ, die drep 
Durdyfchniteslinien der Ebenen XAY, ZAX,ZAY, und 
A ihr gemeinfchaftlicher Durchfchnittepunet. Dieſe drey 
Linien heißen die Axen der Eoprdinaten. Es fy LMN . 
eine Frumme Linie von doppelter Krümmung oder eine Li⸗ 
nie auf einer krummen Flaͤche, die fein Durchſchnitt ders 
felben mir einer Ebene iſt. Durch einem Punet derfelben 
M ;iehe man mit der Are AZ die parallele MQ;, welche 
die Ebene XAY inQ treffe; durch Q ziehe man Q P par: 
allel mit der Are AY Bis an die Are AX in P, 
fo find MQ, QP, AP die zu M gehörigen Coor: 
dinaten., Sur jeden Punct der krummen Linie oder 
Fläche ftelle man fich Solche drey Evordinafen vor, 
fo machen dieſe drey fterige Kolgen aus; Die Li— 
nien der auf AX genommenen folge nennt man die Abs. 
ſciſſen, die Folgen dverP Q und. QM die zugehörigen Ors 
dinaten, Wenn die Aren fenfrecht auf einander. ftchen; 
fo heißen die Eoordinaren orchogonale, normale, 
rehtwinflichte Coordinaten. Die Nelation der drey 

Coordinaten wird durch eine Gleichung zwifchen drey ver: 
änderlichen Größen mit beit erforderlichen underänderlis 
chen ausgedrückt. 

Wenn die Frummie Linie in derfelben Ebene liegt, fü 
fird (Fig, 84. Tab. VI.) nur zwey Axen der Coordinaten 
AX,.AY, nörhıg Bon jeden Puncte M' einer frums 
men Linie LMN wird eine nie MP parallel mit der ei— 
nen Axe AY bis an die andere AX ın P gezogen. So find 
AP, PM jede eine Linie aus den beiden Folgen der Coor— 
dinaten. Zieht man MR parallelmie AX bis an AY 
in R, fo find AR, RM ebenfalls ein Paar Coordinaten. 
Dietinie AP heißt die Abfeiffe, PM die Ordinate; oder 

auch, es iſt AR die Abſciſſe, und MR die Ordinate. 

Es iſt oft nöchig, die Lage der Cordinaten zu ändern, 
entweder um Die Gleichung einfacher zu machen, oder um 
Eigenfchaften der Frummen Linie zu entdecken. Das Ver— 
fahren hierzu iſt folgendes, 
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Es fen für eine einfach Erumme Linie. (Fig. 35.) AX 
. Die Are der Abfeifjen, :AY die Are der Ordinaten; AP 
und PM feyn die Eoordinaten für den Punct M. Aus 
der Gleichung zwiſchen Biefen foll eine Gleichung für die 
Soordinaten AQ, OM, deren Axen AT, AU find, 
gefunden werden. Der Anfang der Abſciſſen A Q bleibe 
in A. J 
Durch einen beliebigen Punet Bauf AX ziehe man 
CB parallel mic AY; welhe AT in C, uvm AU inD 
ſchneide. Die Verhältniffe der Seiten in den beiden Drey⸗ 
‚een ABC, ABD find gegeben, Man ziehe Q S pa« 
rallel mit AX, und OR paralllmit AY. Esift .. 
AC:AB=AQ:AR, ud . 2 2.0 0a 
AD:AB=0QM:OS (=RP), megen ber gleiche 
toinklichten Dregefe BAD, SOM. ferner iſt .-. 
AC:CB=AOQ: QR(=PS) und .„..+.3, 
AD:DB=0M:MS. Man fege die Verhältniſſe 
der JininAC: AB: BC: AD: DB=m:nipigir; 
ferner AP=x; PM=y; AQ=t; QM=u 
fo iſt n | u 


AR—= fr ı RPp— , 


u m q 
Ps 2 ; MS= as 
In q 


dh x = —— ‚ und y—ki..f4 * 
an q . m q 
Das Dorzeichen — vor dem zweyten Theil von y ent 
fteht daher, daß BC und BD entgegengefeßte Lage 
aben: | 

j Die gefindenen Werthe von x und y fegt man in bie 
Gleihung für diefelben, fo erhalt man eıne Gleichung . 
jwifchen t und u. | 

Wenn der Anfangspunct der Abfeiffen verändert wird, 
fo werden die Coordinaten t, w jede um eine gegebene dis 
nie verandert« 
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| Exempel. Es fen M ein Punct einer Hyperbel, AX. 


liege in der großen Are, und PM fen eine normale Or⸗ 
Dinate, A ber Mittelpunct der Hyperbel. Die beiden 
Aren AT, AU feyn die Aſymptoten. Tin diefem Kalle 


ftm=egp=rnadp=—(+u; —— 


y=PBa— u. Man nehme Bin dem Scheitel, fo 
rn | 


ift AB die halbe Haupt « Are = a; und BC bie * 
jugeordnete=b, ftaßfn=a; p=b; . 


‚m=y(aa+ bb) iſt. Die Gleichung der Hyperbei 


iftb2(x? — 2) =a?y?. Die Subſtitution giebt 


va. AR mehrer. BP gone, 


und nach der Divifion mitnn = aa, und bb =pP 
auch Multiplication mit m?, 

(t + w? — m? = (t— w)®, 
das ift, | 
 a4tu=m?—aatbb. 

Da eine frumme Linie mit einfacher Krümmung auch 
durch die Bewegung einer veränderlichen geraden Linie um 
einen feften Punct befchrieben werden kann, fo find diefe 
veränderlihe. Linie, umd die zugehörigen Winkel 
von einer gegebenen Linie an genommen auch Coordi— 
u aten. 

Die Gleichung für eine frumme Linie mit doppelter 
Krümmung Fann auch zwey Winfel und eine veränderliche 
gerade Linie zu Koordinaten haben. Man fee in (Fig: 
83.) daß die drey Nichrungs» Ebenen auf einander fenfe 
recht ftehen, fo daß die Ebene des Dreyefs MAQ, defz 
fen Seiten die Linie MA von dem Puncte M der Curve, 


nad) dem gegebenen Puncte A, die fenfrechte M Q auf die , 


Ebene XAY, und AQ,. die Linie von A nad) MO in 
eben diefer Ebene, ſind, ſenkrecht auf XAY ui Duͤtch 
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den WinfelXAQ, den Winfel O AM und dietinie AM 
wird ber Ort des Punctes M beitimme. Die- Winfel 
XAQ, QAM, und die gerade AM find Coordinaten 
für die frumme Linie LMN oder eine frumme Kläche, 

In der Aſtronomie heißen fie Lange, Breite und Ab: 
ſtand eines Weltförpers von A, wenn die Ebene XAY 
die Ebene der Ekliptik iſt, oder Mectafcenfion, Deelinas 
tion und Abſtand, wenn XAX die. Ebene ‚des Äqua⸗ 
tors ift: 


Gorollarium, Zufaß; iſt eine uiimikteiare oder 
leichte Folgerung (coüfectariumi) aus einem bewiefenen 
Gase; oder der Auflöfung einer Aufgabe; insbefonvdere 
die Anwendung eines allgemeinen Satzes auf einen beſon⸗ 
dern Fall. | 


Cofa, res, er ben den alten italienifchen Algebrais 
fien, was wir Wurzel einer Gleichung nennen, 


Eofecante, die Secante des Complements eines 
intel, Henn " z > pie Secante eines Winkels © ift, fo 


J — = oolee 0. Ba ter, ein englifcher 
Marhematifer (geſt. 1626), hat dieſe abgekürzte Ve: 
nennung, fo wie die ähnlichen, Eofinus, Cotangente, ein⸗ 
gefiihrt, wie man aus dem Vorberichte zu feinem Canon 
triangulorum ſieht. In feinen Schriften gebraucht er zu⸗ 
gleich die Ausdrücke, Sinus und Tangente des Comple⸗ 
ments: Don Co:Ginus bemerft es Kepler. Tabul,; 

Rudolph: präecepta. €. 8. In Cavalerii Trigono’ 
metria heißt die Coſecante Secans [ecunda, 


Coſinus jy der Sinus des Complements eines Win⸗ 
kels. Wenn = der Sinus eines Winfels © if, ſo 


— 





— J % ‘ 
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dert — einige fuͤr Coſinus die Benennung sinus 
rectus seeundus. Rhaticus und Viera nennen Cofinus 
Balıs, und den Sinus Perpendiculum, in Beziehung 
auf den Radius. 


Coß, Regel E oß, hieß bey den deutſchen Arith⸗ 
metikern lange Zeit die Algebra. Die Italiener, welche 
die Algebra in Europa einführten, hatten ſie regola oder 
arte de la cola genannt. S. Cola. 


Cofiſche Zahlen find Potenzen und Wurzeln in 

der Sprache der alten Algebraiften, die felbft Eofjiften 

hießen. Coſſiſche Zeichen find die Symbole diefer 

Größen. Eoffifher Algorithmus, die Nechnung 

nad) den vier Speciebus mit diefen Größen wenn fie numes 
rifche Factoren haben. 


Co⸗ſinus verſus iſt der Sinus verſus des Com⸗ | 
plements eines Winkels. 


Cotangente iſt die Tangente des Complements 
eines Winkels. Wenn — tang 0, ſo iſt sa 


| = = .cotang 9, Rhatieus und Vieta nennen die Co⸗ 


tangente Baſis und die Tangente Perpendioulum, in 
Beziehung auf die Secante. Gavaleri nennt fie in — 
Trigonometrie Tangens ſecunda. 


Coteſiſcher Lehrſatz iſt der von Cotes — 
Satz, eine Eigenſchaft des Kreiſes betreffend, wodurch 
bie Factoren der Binomien x" — a" und x + aU geo— 
metriſch dargeftellt werden. 

Ein mit dem Halbmeffer OA befchriebener Kreis 
(Pig. 86 und 87 Tab. YL). werde in eine gerade Anzapf 


Fin 


-sk+ı 
n 
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gleicher Theile gerheile. Aus einem Puncte P des Halbı 
meſſers werden an die Theilungspuncte gerade Linien gejo: 
gen. Die Anzahl der Theile in dem limfange fen — an, 
der Halbmeſſer — r, der Abſtand OP—a, fo if 
t— a = PAXPCX<PEXPGxXetc. bis zum 
nten Factor; und "a" = PBXxPDÄ<PFXPH 
> etc. bis zumnten Factor. Der Satz gilt auch, wenn 
P außerhalb des Kreifes auf der verlängerten OA liegt, 
Es iſt aledann ar — r® anſtatt r? — a” zu fegen. 

Der Beweis des Gases beruft auf der analyriichen 
Zerlegung ber Formeln r? — a”, und r” + a" in Dop⸗ 
pelfactoren, jene mit dem einfachen r — a, diefe mit dem 
einfachen r + a, wenn m ungerade ift. In dem Xrris 
fel, Anwendung der Geometrie auf die Algebra (G 162.) 
ift gefunden, daß die Formeln Tr — a", und Mt a” 
Dopnvelfactoren von der Form xꝛ — ara colO + a°, an 
der Zahl Zum, oder I(n — 1), haben, wo 9 die Form 


* für die Formel t — a”, und die Form .. 


x für die Formel em + a” hat, Das dortige 


x ift Bier. Man ziehe an jeden Theilimgspunet den 
Salbmefier, wie COanC, fit . 2 2:0 2. 
PC’ =0C—20CXx OP.cofCOP +OP°, wo 
das zweyte Glied additiv ift, wenn COP zwifchen einem 
und dren Mechten if, wegen der negativen Beſchaffenheit 
des Coſinus in diefem Falle. Man bezeichne jede der Linien, 
wie PC, durch z, und jeden Winfel, wieCOP, durd 9, 
fo it 2° = r? — 2racol® + a®, Diefer Werth von 
z2 iſt gleidy einem der Doppelfactoren von m — a", 
wenn z eine der!inien PA, PC, PE, etc. bedeutet, die 
an Theilungspuncte mit einer ungeraden Stellenzahl gezo⸗ 


gen find. Denn da der W. AOB=- ift, fo iſt . | 


A0C=°}"; AOE= 4"; 106 = uff 
n n n 


\ ie 
, f 2 \ r 
J 
h 
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fo daß ® bie Sorm —” 7 Bat, bie für die Sormelrt — au | 


gehört. Ninimt man z eine der Linien PB, p D,PF, 
“etc. zu Theilungspuncten mit geraden Stellenzahlen, fo ift 
22 einer der Doppelfactoren des Formel r® + a”. Denn 


es it AOB="; AOD—?7, AOF—?Z, 
n n 


etc. welche Winkel die dorm — * haben, die für 


die Formel x" + a gehört, Die — der Factoren z 
ijtn, wie in den beiven Formeln. Die Kaetoren find, 
auffer Den beiden r—a und r + a,- paarmeife gleich 
groß vorhanden, indem jedem 22 in der Zeichnung ein 
quadratifcher Kactor der Formel entſpricht. In der Gleis 
chung " — ao, harrfomohl +a als —a zu 
Derthen, wenn n gerade it, alſo hat die Formel 1? —a® 
die Kactoren r—a und r+ a. Üben diefe find für z 
die Werthe PA und PG auf dem Durchmefjer (Fig. 87.). 
Für ein ungerades n erhält in eben diefer Steihung r nicht 
den Wert) —a, und die Formel nicht den Factor r+ a, 
fo wie audy für z kein zweyter Werth, aufferPA—r—a, 
auf ven Durchmeſſer ſelbſt fälle, Die Formel r" + a® 
bat für ein gerades n feinen Factor r—a veerr + a,- 
fo wie in vielem Falle auch Fein Werth von 2 auf dem 
Durchmeffer durch A liege. Kür eın ungerades m iſt der 
Sactor r + a vorhanden, und z hat einen Werth, ver 
auf dem Durchmeffer genommen wird, wie PF (Fig. 86). 
Der PunctP Fann auch über A hinaus gefegt werden, 
Es bleibt, wie vorher, zz=ır —zracol® + aa, 
Die Formel r" + a” bar diefen Doppelfactor, ohne Lin: 
terfchied, ob r oder a das größere von beiden fey. 
Cotes war ein vorzügliher Mathematifer in Eng« 
land, der im 3gaften Jahre feines Alters, 1716, ftarb, 
Rewton bedauerte feinen frühzeitigen Tod mit den Wor« 
cen: Wenn Corss länger gelebe hatte, würden wir no 
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von ihm etwas gelernt haben. Smith, ber Heraus: 
geber einiger nachgelaffenen Schriften von Gotes, un: 
tee dem Titel, Harmonia menfurarum, 1722, 
bat den Lehrſatz daſelbſt pag. 114. mirgereile, aber 
ohne Beweis. Pemberton ‚bar. in einer epi- 
“ftola ad amicum de Cotefii inventis, 1722 eis 
nen Beweis davon gegeben, der aber durch feine 
Weitlauftigfeit ermüder, Walmesslen, der jenes 
Verf neu bearbeitet unter dem Tirel: Analyle des me- 
“fures, des rapports et des angles, ou Reduction 
des Integrales aux logarithmes et aux Arcs de Cer- 
cle, 1753, herausgegeben hat, giebt dafelbit pag. 82 ff. 
. einen Beweis, in welchem aber noch manches ju ergänzen 
it. Koh. DBernoulli Kat einen leichtern Beweis 
aufgefegt, der in feinen Werfen T. IV. p. 67 zu finden 
ft. Diefen habe ich abgefürjt und zugleich allgemeiner 
gemacht, in meiner analgrifchen Trigonometrie ©, 96: ff. 
vorgetragen. Der bier gegebene Beweis gründet fich auf 
die analyrifche Zerlegung der Formeln x" — a” und 
x" + a”, welche ducch Hilfe der Nechnung mit unmöge 
lichen Größen aus den Formeln für den Sinus und Cofis 
nus des Vielfachen eines Winfels hergeleitet iſt. 
Diefe Art der Rechnung gewährt - immer beträcht: 
liche Abkürzungen, wenn gleih darin Kormen von 
Größen aufgenommen werden, die ihr eigenes Gefeg, 
von dem für die andern Großen geltenden Gefege vers 
fchievenes, haben. Es ift gut, merkwürdige Beyſpiele 
von diefem Rechnungs : Verfahren zu ergalten. 

Moipre erweiterte den Eorefifchen Lehrſatz auf bie 
dreytheiligen Funetionen von ber Form .. 
„20 — 2a"r",cof.a-+ a?" Miſcellanea Analy- 
tica p. 22. 23. Eine Conſtruction diefer Factoren ift fol: 
gende, 
Es werde mit dem Halbmefir AO = r (Fig 88.) 
ein Kreis befchrieben. Auf diefem nehme man den Bogen 


AM=a, un AB= - “, hier ZAM. XonB 
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aus fragen man die Bogen BC, CD, DE, EF, etc, 
jebe — , oder theile ven Umfang von B aus in m gleiche 


Theile. Auf OA (vder auf der Verlängerung fiber A 
hinaus) nehme man OP ==a, und jiehe PB, PC, PD, 
PE, PF, etc. fo ift das Product PB? x PC? xPD* 
xPE? x<PF: x etc. — ran zart cola + ar", 
fo daß die Anzahl jener Quadrate —n ift. ° 

Denn ma ' ziehe an einen der Theilungspynete, wie C, den 
Salbmeifer 0OC, pitPpC=0C—2z0CxOP 


xcofCOP+OP;dasift Pe=r'-sarcol 27T 


+ a®, für den erften Theilungspunct CnahB,. Setzt 
man jede der Linien, wie PC Tip u | EP. 


ee Es ift in dem 


22 —r — 2ar cof 





Artikel, Anwendung der Geometrie auf! die Als 
gebra, VII. ©, 163, gezeigt, daß diefes die Form der 
quadratifchen $ Factoren der Function rt" — za" r".cola + a?’* 


iſt. Man fondere nur den Factor a" ab, und fege *z* 


um die dortige Formel zu erhalten, Alſo iſt z* ein Factor 
Diefer Function. - Da der aus P gezogenen dinien Anzahl 
—nijt, fo it das Product ihrer Duadrate die Junction, 
als welche auch n quadrarifche Factoren hat. 
| Man fann auc) die Theilungspuncte des UUmfanges von 
B aus abwechſelnd nach der einen und der andern Seite 
fragen. Go wird F der zweyte, D der dritte, E der 
vierte Theilungspunct, in dem Kalle der Figur. In dies 
ſem erhalt man dieſelbe Lage für die Linie PF, man mag 


von A über B m. den Bogen am „ oder nad 


entgegengefehtet Sri den Bogen 27° 7 —— tragen; gleiche 


566 Coteſiſcher Lehrſatz 
falls frPE dieſelbe Lage, man mag von A aus nach je: 
ner Seite hin den Bogn TIL , ober nach dieſer 





den Bogen LZTX tragen. Allgemein, der Bogen 
— von A fiber B hinaus genommen, und | 


n-UrZe nach der andern Seite Bin, geben als 
gegenfeitige Eomplemenfe der ganzen” Peripherie dieſelbe 
Lage für die aus P geiogene Linie. 

Anftate die einfache Derinherie des Kreifes in n gleiche 
Teile zu heilen. kann man auch jedes Vielfache derſelben 
in n gleiche Theile theilen. Es y AM = a; BC, oder 


CD, oder DE u, f. f. — — wo k eine ganze Zahl” 


f, ſo it Ac - Frt®R,ın— en, 
a n 
AE= er „u. f fe, und die Werthe des 


AM 


en find coſ AB; colAC; colAD; colAE;- 


Col 





etc. da, wenn ein Winfel a, der durch feinen Coſinus 
gegeben wird, in m gleiche Theile zu theilen ift, der Eos 


2 finus des nten Theils ift cof.— ; cof et ; 
coſ Arte „u. ſ. f. Aus allen diefen Coſinus kann 
man bie berſchiedenen, in welcher Ordnung man will, her⸗ 

ausnehmen. | Ä F 
Ulm die Entſtehung ber Formel PB? xPC* xPD*° 
x etc mm 2anra coſſ a a" auch unabhängig 


— 
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von der Rechnung des Ummöglichen einzufehen, wollen wir 
fie in zwey Benfpielen, für ein ungerades und für ein ges 
rades n, durch bloße goniometriſch⸗ algebraiſche Rechnung 
herausbringen. 

Es fen erſtlich n — 5, und die Peripherie ſey in 
fünf gleiche Theile, BC, 6D, DE, EF, FR, ge⸗ 
theilt Nun if. 


‚PB®=r+e@e—2arcol- 

J = 

Pe=er+e—sarol 2% 
— n 


Der tom 2ar N DE sd ac 20 

a n 

Pe=r+ BE PEN Luck 
— — J 

7F 4 a zarcof FT e 


Das Aggregat diefer Cofinus ſey —A ; das Aggregat 
ihrer Binionen, Zernionen, Duaternionen, und das Proz 
duct aller ſeyn B,C, D,E. Esiff PB=x PC’ >xPD* 
xPE<PF —=(r +a) — {rt Ha’. car 
+" +ead,gar.B —(r + ae. gatr?.C .. 
++). — D —32a’r°.E. Ferner iſt 
wenn x einen jede biefer Eofinus „bedeutet, —— 
metrie, IV. 69.) 


16x — 20xs -s5x—colamo, 
Hier ift das Aggregat ber m. x=o. Das Agare- 


gat ihrer Binionen — - ber Zemionen=0; b= 


* 7 
Duaternionen = + = das Product aller = + « 7 
— | 1 


Gleichung, VLG6G.). Folglich iſ a 0; B _ - — 
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C=0;D +; 0 cof a. Demnach 


ft das Produet PB x... x<PFP=(rt + 2@)% 
— 5sa!r?ir? -+a?)? r satrtir? F a?)— za’r’cofa, 
= r' + a — 3 a⸗ r⸗ cof a, wie nad) der aufgeſtell⸗ 

ten Formel. 

Zweytens ſey n — 6, und bie Peripherie ſey in 
ſechs gleiche Theile getheilt. Die Quadrate der aus einem 
Puncte P des Durchmeſſers wie vorher an die Theilungs⸗ 


puncte gezogenen Linien findI. r? +a? — zar cof ri ; 


rer 2rrta 
il, r? + a? —zarcof ZITE * % . 8 % 


VL,r? + a® — 2ar —— Die Gleiche 


| ung für die Cofinus diefer Winfel ift 
320 — 48x44 18x? — (I 4- cofa)=o. 
Die Summe der Unionen, der Ternionen und der 
Duinionen der Wurzeln diefer Gleihung oder jener Eofis 


nus ifo. Die Summe derBinionen iſt —— *8ʒ 


der Quaternionen — F —D; das Product aller 
5 . 


_ _2-+ cof«e 
rag 


den Duadraten der fechs aus P an die Theilungspimete 
gezogenen Linien — (r? + a?)6 + (r? + a?)t.4a?r?.B 
—+ (r? + a®)?. 16a4r%.D + 64a°r°.F, und duch 
Die gefundenen IWerthe von B, D, F ijt diefes Product 
—(r? + 2) gatr? (r2 + a®)i + gairi(r2 + a2)? 
— 2ja He (1 + cofa). Entwickelt ift daſſelbe = 
2 — zart oola + al? 


—T, Nun ift das Product von 
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Da die Producte von den Quadraten der aus P- at 
den Umfang gezogenen’ Linie nach einem und demfelben 
Geſetze gemacht werden, was auch die Zahl n für einen 
Werth habe, und da ferner die Coefſicienten von x in der 
Gleichung für cola, woraus die Combinationen in jenem 
Producte gebilder find, auch ein beſtimmtes Geſetz der 
Formation aus n beobachten, fo darf man aus den beis 
den Eintwicelungen des Products fürn = sg und n —6 
fchließen, daß überhaupt die Quantität von n nur die Pos 
tenzen von x und a beffimme, und daher alles bis auf die 
drey Glieder r?2" — zarr"cofa -+ a?” fich aufhebe, fo 
daß die gefundene Form des Products allgemein if. — 
Daß a noch größer als r. fegn dürfe, ergiebt die geführte 
Rechnung durch die Tormeln für PB?, PC?, etc. 

Wenn AM ==o, alfo auch AB = 0 gefegt wird, fo 
ift cola — + ı, und das Produrf von den Duadraten 
der aus P gezogenen Linien iſt — r?" — 2a"r” + a?n 
— (7 — ar)?, aifo ift das Product. jener. Linien 
md, Ä 

Setzt man AM —r, dem halben Umfange, alfo " 


AB— "p ft cola —ı, und das Product der Qua: 


drate, PB? x PC? x etc. —r?" + 2arrt 4 a? 
—(r" + a”)?, alſo das Product PBEXx PC > etc: 
u \ | | 
©» erhält man die beiden zuerſt betrachteten Kaffe, 
deren Unterſchied aus der beide begreifenden Anordnung 
einleuchtender wird, | 


Setzt man AM—=4r, fo iſt AB — =; und 


PB? xPC! xetc. —r?" + a2, 

Das hier angewandte Verfahren bey der Entwickelnng 
des Products PB? x PC? x etc., hat. einiges ähnliche 
mit dem von Thomas Gimpfon gehrauchten, in den 
Ellays on feveral fubjects in [peculative and mix’d. 
Mathemaueks. London 1740 pag. 113 fegg. 
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gleicher Theile getheilt. Aus einem Punete P des Halb⸗ 
meſſers werden an die Theilungspuncte gerade Linien gezo— 
gen, Die Anzahl der Theile in vemlimfange ſey = 2n, 
der Halbmeffer —r, der Abſtand OP=a, fo if 
M—-@=PAXPC>x<PEXPGxXetc. bis zum 
nten Factor; und pa = —PBxPD»<PFxPH 
> etc, bis zumnten Factor. Der Gag gilt auch, wenn 
P außerhalb des Kreifes auf Der verlängerren OA liegt, 
Es iſt alsdann 2 —r? anſtatt ı? — a” zu fegen. 

Der Beweis des Satzes beruht auf der — 
Zerlegung ber Formeln xm — a”, und r" + a” in Dop⸗ 
pelfactoren, jene mit dem einfachen r — a, diefe mit dem 
einfachen r + a, wenn m ungerade ift. In dem Artis 
kei, Anwendung der Geometrie auf die Algebra (& 162.) 
it gefunden , daß die Formeln t — a”, und r” + a” 
Doppelfactoren von der Form x — aracold + a’, an 
der Zahl Zum, oder zn — 1), haben, wo 9 die Form. 
akr 

Ir 





für die Formel rt — ar, und die Form .. 


x für die Formel rt + a" bat, Das dortige 
x iſt hier 5. Man ziehe an jeden Tpeilungspunet den 
Halbmeſſer, wie CO an C, fit . . . 
?C—=00—20Cx% OP. cofCOP + OP:, wo 
das zweyte Glied additiv ift, wenn COP zjwifchen einem 
und drey Mechten ift, wegen der negativen Beſchaffenheit 
des Eofinus in diefem Falle. Man bezeichne jede der Linien, 
wie PC, dur z, und jeden Winfel, wieCOP, durd ©, 
fe ft #2 — r? — 2racold + a⸗. Diefer Werth von 
22 it gleich einem der Doppelfactoren von  — a", 
wenn z eine der!inien PA, PC, PE, etc. bedeutet, die 
an Theilungspuncte mit einer ungeraden Gtellenzahl gezo⸗ 


gen find. Denn da ver W. AOB— a ft, if . 


AOC= "2; ADE=°";106= Tuff 
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fo. daß © die Form — hat, die für die Formel ran 
gehört. Nimmt man für z eine der Linien PB, PD,PF, 
“etc. ju Theilungspuneten mir geraden Stellenzablen, fo ift 
z2 einer der Doppelfactoren des Formel r® + a”. Denn 


SIEHE ac 


it AOBB=";A0OD=37T,A0OF—=2T, 
2 u n n 


etc. welche Winfel die Form ti * haben, die für 


die Formel xu + a” gehört. Die Anzahl der Factoren z 
iftn, wie in den beiven Sormeln. Die Factoren find, 
aufjer den beiden r—a und rt a,- paarmeife gleich 
groß vorhanden, indem jedem z® in der Zeichnung ein 
quadratifcher Factor ver Formel enrfpricht. In der Gleis 
hung M— a" —=o, harrfomohl a ale — a zu 
Werthen, wenn n gerade iſt, alfo hat die Formel rt —a" 
die Factoren r—a und r+a. Ehen viefe find für z 
‚ die Werthe PA und PG atıf dem Durchmeſſer (Fig. 87.). 
Für ein ungerades an erhält in eben diefer Gleichung r nicht 
den Werth —a, und die Sormel nicht den Factor r+ a, 
fo wie audy für z feinzwenter Werch, auffrPA—=r—a, 
- auf den Durchmeffer ſelbſt fälle, Die Formel r" + a® 
bat für ein gerades n feinen Factor —a oder r + a, 
fo wie in vdiefem Falle audy Fein Werth von 2 auf dem 
Durchmeffer durch A liege. Für eın ungerades m iſt der 
Factor r + a vorhanden, und z hat einen Werth, ver 
auf dem Durcmeffer genommen wird, wie PF (Fig. 86). 
Der PunctP kann auch über A hinaus gefegt werden. 
Es bleibt, wie vorher, zz—=rr —zracol® +aa, 
Die Formel r® + a” har diefen Doppelfactor, ohne Un⸗ 
terfchied, ob r oder a das größere von beiden ſey. F 
Cotes war ein vorzüglicher Mathematiker in Eng- 
land, der im 34ſten Jahre feines Alters, 1716, ſtarb. 
Newton bedauerte feinen frübzeitigen Tod mit den Wor— 
ven: Wenn Cores Fänger gelebt hatte, würden wir noch 


* 
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von ihm etwas gelernt haben. Smith, ber Heraus: 
geber einiger nachgelaffenen Schriften von Cotes, un: 
ter dem Titel, Harmonia menfurarum, 1722, 
‘ Bat den Lehrſatz daſelbſt pag. 114. mitgetheilt aber 
ohne Beweis. Pembercon hat. in einer epi- 

“ftola ad amicum de Cotefi invents, 1722 ei: 

‚nen Beweis Davon gegeben, der aber durch feine 
Weitlaäuftigkeit ermüdet. Walmesslen, der jenes 
Werk neu bearbeiter unter dem Tirel: Analyfe des me- 
“fures, des rapports et des angles, ou Reduction 
des Integrales aux logarithmes et aux Arcs de Cer- 
cle, 1753, herausgegeben hat, giebt dafelbit pag. 82 ff. 
einen Beweis, in welchem aber noch manches ju ergänzen 
it. Joh. DBernoulli hat einen leichtern Beweis 
aufgefegt, der in feinen Werfen T. IV. p. 67 zu finden 
iſt. Diefen habe ich abgefürjt und zugleich allgemeiner 
gemacht, in meiner analgrifchen Trigonometrie S. 96. ff. _ 
vorgetragen. Der hier gegebene Beweis gründet fich auf 
die analytifche Zerlegung der Formeln x" — a" und 
x" 4 a”, melde ducch Hülfe der Nechnung mit unmögs 
lichen Größen aus den Formeln für den Sinus und Coſi— 
nus des Wielfachen eines Winfels hergeleitet iſt. 
Diefe Urt der Mechnung gewährt - immer berrächt> 
liche Abkürzungen, wenn gleich) darin Kormen von 
Größen aufgenommen werden, die ihr eigenes Geſetz, 
von dem für die andern Großen geltenden Geſetze vers 
fchiedenes, haben. Es ift gut, merkwürdige Beyſpiele 
von diefem Rechnungs : Verfahren zu erhalten. 

Moidpre erweiterte den Eotefiihen Lehrſatz auf bie 
dreytheiligen Funetionen von der Form : . 
#22 2a”r®,cof.«-+ a?" Miſcellanea Analy- 
tica p. 22. 23. Eine Eonftruction diefer Factoren ift fol- 
gende, 
Es werde mit dem Halbmeſſer AO = r (Fig 88.) 

ein Kreis befchrieben. Auf diefem nehme man den Bogen 


AM=e«, m aB- «, hier ZAM. VonB 
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aus fragen man die Bogen BC, CD, DE, EF, etc, 
jede — „ oder theile den Limfang von B aus in m gleiche 


Theile. Auf OA (vder auf der Verlängerung Über A 
hinaus) nehme man OP==a, und ziehe PB, PC, PD, 
PE, PF, etc. fo ift das Product PB? x PC? x PD* 
xPE?’x<PF: xete —=r?"— 2a" r! cofa + a®”, 
fo daß die Anzahl jener Duiadrafe —n iff. 

Denn ma : ziehe an einen der Theilungspynete, wie C, den 
Halbmeſſer oc, pit PC = 0C—20CxOoP 


xcofCOP+OP’dasift Pe—r-sarcol?t* 
| n 


+ a?, für den erften Theilungspunct C nach B, Set 
man jede der. Linien, wie PC Tı or 70 7 VE | Gr ee: 


2 —r — Zar vor Fr Er 4 . Es iſt in dem 


Artikel, Anwendung der Geometrie auf die Als 
gebra, VII. S. 163, gezeigt, daß dieſes die Form der 
quadratiſchen Factoren der Function "2a" r". cola + a?" 


it, Man fondere nur den Factor a" ab, und feße — 


um die dortige Formel zu erhalten. Alſo iſt z* ein Factor 
diefer Runetion. : Da der aus P gejogenen Linien Anzaͤhl 
—n iſt, fo ift das Produet ihrer Quadrate die Function, 
als welche auch n quadratifche Sactoren hat. . 

Man Fann auch die Theilungspuncte des Umfanges von 
B aus abwechſelnd nach der einen und der andern Seite 
tragen. Go wird F der zweyte, D der dritte, E der 
vierte Theilungspunct, in dem Kalle der Figur, In die— 
fem erhalt man diefelbe Lage für die Linie PF, manmag 


von A über B hinaus den Bogen — „ oder nach 


27 — « 





entgegengeſetzter Seite den Bogen tragen; gleich⸗ 


aaa EEE 


* 
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| falls fürP E diefelbe Jage, man mag von A aus nach je: | 


ner Seite bin den Bogen IE ‚ oder nad dieſer 


41 — « 


den Bogen — tragen. Allgemein, der Bogen 


— von A fiber B hinaus genommen, und 


‚e-drZt nach der andern Seite bin, geben als 


gegenfeitige Complemente der ganzen” Peripherie dieſelbe 
Lage für die aus P gezogene Linie. 

Anſtatt die einfache Peripherie des Kreiſes in m gleiche 
Teile zu theilen. kann man audy Jedes Vielfache derſelben 
in nı gleiche Theile theilen. Es ſey AM =a; BC, over 


2kr 


CD, oder DEnf.f. =— wo k eine ganze Zahl" 


if, pift AC — "3°; AD= aut; 


* 


AEb— 6krtra „uw ſ. f und die Werthe des 
.n 
2 find coſ AB; colAC; cofAD; colAE, | 


etc, da, wenn ein Winfel «, der durch feinen Coſinus 
gegeben wird, in m gleiche Theile zu theilen iſt, der Co: 


finus des nten Theils iff cof.— ; .cof — 


Ar Fo 
n 


Cof 





cof stufe fe Aus allen biefen Sofinus kann 





man bie verſchiedenen, in welcher Ordnung man till, her⸗ 
ausnehmen. 

Um die Entſtehung ber Formel PB? xPC* x PD! 
x etc mm 2arrcofla tra” auch unabhängig 


wi 
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von der Rechnung des Unmoglichen einzuſehen, wollen wir 
fie in zwey Benfpielen, für ein ungerades und für ein ges 
vades.n, durch bloße goniometriſch⸗ algebraiſche Rechnung 
herausbringen. 

Es ſey erftlih n — 5, und die Peripherie fey in 
fünf gleiche Theile, BC, CD, DE, EF, FB, 0" 
theilt Nun iſt 


‚PB=r+ a’ — 2arcol- 


r+® Zar te 


x 


pc: 
en 5* *4 aꝛ — art arte 
rEe=r + a zarcor It 
PF =r+ —— | 


Das Aggregat diefer Cofinus ſey — A; das Aggregat 
ihrer Binionen, Zernionen, Quaternionen, und das Pros 
duct alfer feyn B,C, D,E. Es iſt PB=x PC” PD* 
xPE’xPF =( + a) — {r? Ha’). car A 
+ ("+a),gar.B —(r La). gar). Be  2e 
+ 449. ı6art. D — 320’. E. Ferner iſt 
wenn x einen jebe biefer Eofinus _ bebeutet , ‚Sonn 
mefrie, IV. 69.) 
16x5° — 20xs + sx—colamo, 


Hier ift das Aggregat der Wurzeln x — 0. Das Agare⸗ 
Hat ihrer Binionen = — — der Zernionen Soʒ ee 

| R | 5 
Quaternionen = + 7 das Product aller — + «7 


I 


(Steigung, VLG.). Folglich iſt a S03; B=-- 
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BREIT RR BE En 
C=0; — — ; .E= T- — Demnach 


iſt das Produ PB. .. PPF=(rt + 2) 
— sa!tr!ır? + a9)’ Tr satrtir? 22 a?)— za’r’cofa, 
mr’ + ar — ga 1 cofa, wie nad) der aufgeftell 

ten Formel. 

ini fyn — 6, und die Peripherie fen in 
feche gleiche Theile getheilt. Die Quadrate der aus einen 
Puncte P des Durchmeffers wie vorher an die Theilungss 


puncte gezogenen Linien find. x +a?——zar cof z ; 


| or & 
il, r? -r a? — ZAY cof am * — . 
8 v 


VL, ır? + a? — 2ar —— Die Gleiche 


| ung für die Cofinus diefer Winfel ift 
32x — 48 xt + 18x? — (I + cofla)=o. 
Die Summe der Unionen, der Zernionen und der 
Duinionen der Wurzeln diefer Gleichung oder jener Coſi⸗ 


nus io. Die Summe der Binionen iſt —— a 


der Quaternionen = * —D;'das Product aller 


ſechs = — m: — Nun iſt das Product von 
den Quadraten der ſechs aus P an die Theilungspunete 
gezogenen dinien — (r? + a?)® + (r? + a?)t. 4a?r?.B 
-+ (r? + a?)?. 16a4r%.D + 64a°r°. F, und duch 
die gefundenen Werthe von B, D, Fijt diefes Product 
—(r? + 2) 6Gatr? (r2 + a®)i + gasrter2 + a2)2 
— a r(ı + cola) Entwickelt ift daſſelbe = 
2’: — 22° e oof a * al, 
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Da die Producte von den Quadraten der aus P- ar 
ben Umfang gezogenen Linie nach einem und demfelGen 
Geſetze gemacht werden, was auch die Zahl n für einen 
Werth habe, und da ferner die Coefſicienten von x in der 
Gleichung für cola, woraus. die Sombinationen in jenem 
Producte gebilder find, auch- ein beſtimmtes Gefer der 
Formation aus n beobachten, fo darf man aus den beis 
den Entwicelungen des Products fürn = sg und n — 6 
fchliegen, daß überhaupt die Quantität von n nur die Por 
tenjen von r und a beffimme, und daher alles‘ bis auf die 
drey Glieder r?” — za'r"cofa + a?” fich aufhebe, fo 
baß die gefundene Form des Products allgemein iſt. — 
Dap a nod) großer als r. fegn dürfe, erniebt die geführte 
Rechnung durch die Tormeln für PB2, PC?, etc. 
Wenn AM ==o, alfo auch AB = 0 gefegt wird, fo 
ift cof« — + ı, und das Produer von den Duadraten 
der aus P gejogenen Linien iſt — r?" — 2arrı 4 a2n 
—=(”—ar)?, aifo ift das Product jener Linien 
td", Ä 
Setzt man AM =r, dem halben Umfange, alfo 


AB— „to ift cola —=—ı, und das Product der Qua⸗ 


drate, PB! >< PC? x etc. — r?" — zart + a2n | 
—(r" + a”)?, alfo das Product PBEXx PC > etc. 
— rn + an, : ; Er \ 
So erhält man die beiden zuerft betrachteten Kaffe, 
deren Unterſchied aus der beide begreifenden Anordnung 
einleuchtender wird, | 


Setzt mn AM=Yr, ſo iſt AB — T_, und 
zn 


PB? xPcC® X etc. —r?” + a?, 

Das hier angewandte Verfahren bey der Entwickelnng 
bes Products PB? x PC? x etc., hat einiges ähnliche 
mit dem von Thomas Simpſon gebrauchten, in den 
Ellays on feveral Subjects in [peculative and mix’d 
Mathematieks.. London 174% pag. 113 [egg. 
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Die trigonomerrifch- algebraifche Rechnung daſelbſt iſt noch 
nicht genug geſchmeidig, wie es zu der Zeit, da das Buch 
geſchrieben ward, noch nicht anders ſeyn konnte. 

Der Beweis, welchen Krafft in den Comm. Pe- 
trop. novis, Tom.I. pag. 134, vorgefragen, beruhet 
bloß auf Induction von drey Fällen bey der Eintheilung 
des Umfanges in 4, 6, 8 gleiche Theile, und ift zur Er: 
 läuterung des Vernoullifchen Beweiſes beftimmt. Der 
hier zulest von mir gegebene ift davon ganz vetſchieden. 

Cubatur, f. Eubirung, 


Cubibeubiſche Wurzel, radix cubo-cubica, 
iſt die Wurzel vom ſechſten Grade aus einer Zahl, z. B. 


! i 6 
2 aus 645 3 aus 729. Gie wird bezeichnet Durch Ya 


oder ns, Sie wird durch Hülfe des binomifchen Lehr⸗ 
ſatzes für gebrochne Exponenten, oder durch eine Annaͤh⸗ 
rungs⸗Methode gefunden. &: Wurzel. Bez 


Cubikeubiſche Zahl, Cubo- Cubus, iſt die 
fechfte Potenz einer Zahl, oder das Product aus einem Cuts 
bus in fich felbft, Sie wird bezeichnet durch a°, wenn a 
die Wurzel iſt. 


Cubik⸗Einheit iſt ver Cubus oder Wuͤrfel, wo⸗ 
mit in der praktiſchen Geometrie die Korper gemeſſen wer⸗ 
den. Diefe ift ver Würfel derjenigen Linie, womit die 
Längen gemeffen werben. Iſt die Längen » Einheit ein Fuß, 
ein Zoll, eine Linte (der zehnte oder zwölfte Theil eines 
Zolles „oder eine Klafter, eine Ruthe, eine Meile, fo ift 
die Eubif- Einheit ein Cubikfuß, Cubik: (Zoll, $inie, 
Klafter, Ruthe, Meile)... Die Eubik - Einheiten verhal— 
ten fich wie die Eubifzahlen der Jängen: Einheiten, Wird 
der Ruß in ro Zolle, der Zoll in ro Linien gerheilt,- fo 
enthalt ein Eubiffuß 1000 Eubiffoll, und der Eubifjoll 
1000 Eubiflinien. Die Eubif« Einheiten von gleichnas 
migen Langen⸗Einheiten verhalten fich ebenfalls wie die 


Tubiktafel mn 


Eubifzahlen der letztern. Z. B. Wenn der alte Parifer Fuß 

und der Rheinlandiſche fich verhalten wie 80:29, fo vers 
halten fih der Parifer und Rheinl. Eubiffuß wie 

27000: 24389. Wenn fich die alefranzöfifche Lieue 
und die geographifche Meile verhalten wie 3 25, fo vers 

halten fic) die Eubifs: Einheiten wie 27 5 125. 


Gubif: Tafeln find Tafeln, worin die Cubi oder 
Würfelzahlen der ganzen Zahlen nach ihrer Folge ange: 
geben werden. Dergleichen find, Joh. Pauli Buch« 
neri tabula radicum, quadratorum et cuborum 
‚ad radicem 12000 extenfa. Norib. 1701. Sie find 
voller Fehler. Joh. Ludolfi Tetragonometria 
tabularia, Jenae 1712 enthalt die Würfel der Zahlen 
bis 10060, die Quadrate bis zu der Wurzel 100000. Tin 
des mathematifchen Lexici (des vermehrten Wolfifchen? 
zweytem Theil, Leipzig 1742, find die Quadrate und Wür⸗ 
fel aller Zahlen von ı bis 10000 verzeichnet, Diefe 
fcheinen correct. zu fegn. In Vega's Togarichmifchen 
und frigonometrifchen Tafeln, Band II. find fie auch 
enthalten. . | — I 

Die Nichtigkeit der Angaben kann man bequem durch 
die Meunerprobe erfahren , vorausgefegt, Daß nicht 
zwey entgegengefegre Druckfehler zugleich vorhanden find, 
Die Probejahl heiße der Uberfchuß: Ber Summe der 
Ziffern über ein Vielfaches von Neun, Go gehören zu: 
fammen: 


Probezahl für j 
die Bug | PP I AI 6. 7 8. 


Probezahl für 


die Würfel sn 80 6 50 8 


3.3, von derZahl 2821 ift der Würfel 22449 63366r. 
Jene hat zur Probejahl 4, diefe 1. 

Die Verfertigung der Eubiftafeln gefchiehr Durch Addi⸗ 
tion der Ölieder der Differenzreihen. Es iſt in,der Buch⸗ 
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ſtabenrechnung (21,) gezeigt, daß die dritten Unterſchiede 
der Würfel, deren Wurzeln eine arithmetiſche Progreſ— 
fion mit dem Unterſchiede d ausmachen ‚. die beftändige 
Zahl 6d# find. In dem gegenwärtigen Kalle find die 
dritten Unterfchiede — 6. Die zweyten Unterfchiede find 

daher, von Anfangean, die arithmetiſche Reihe 12, ı 8, 24, 
etc. Däraus und dem Anfangsgliede 7, entfteht die arith— 
metifche Reihe der zweyten Ordnung 7, 19, 37, 61, etc. 
und daraus die Meihe der Würfel 1, 8, 27, 64, 125, 
etc. als eine arirhmetifche Meihe der dritten Ord— 
nung. 


Eubifwurzeln aus den erften 1000 Zahlen bis auf 
Zebnmillionentheile berechnet, finden fi in Schulzens und 
in Vega's Tafeln, Ä 


Die Cubiktafeln erleichtern die Ausziehung ver Wur— 
zeln, weil man durch fie den eriten Theil ver Wurzel in 
drey oder bier Ziffern finder: Z. B. von der Zahl 14907‘ 
ift die Eubifwinzel 24,617 . . „ weil 14907000000 
jwifchen die Würfel von 2461 und 2462 fällt, alfo 
jene Zahl jwifchen die Würfel von 24, 61 und 
24, 62. 


Subifwurzel aus einer Zahl if einer von dem 
drey gleichen Sactoren einer Zahl, Die gemeinfte Art, 
die Eubifwurzel aus einer Zahl zu ziehen, ift folgende. _ 
1) Die gegebene ganze Zahl wird in Elaffen gefheilt, ven 
Anfang mit der niedtigften rechter Hand gemacht, In 
der höchften Claſſe linfer Hand mögen zwey oder nur eine 
Ziffer bleiben, Die Wurzel bekomme fo viele Ziffern als 
Claſſen vorhanden find. 2) Man fuche die einziffrige , 
Zahl, deren Wurzel der Zahl in der höchiten Elafje am 
nachiten fommt, und Fleiner iſt, wenn fie nicht etwa dies 
felbe ſeyn ſollte. Dirfe Zahl ift der erfte Theil der Wurs 
zel. Sie heiße A. Ihren Würfel ziehe man ab von 
der Zahl in der höchſten Elaffe. 3) Zu dem Reſte ſetze 
man die Ziffern der zweyten Claffe, und dividire die Zahl, 
welche aus dem Reſte in, der erften Claſſe nebft der, hoch⸗ 


8* — — — —— — — 


— — — 
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ſten Ziffer der zweyten beſteht, durch das Dreyfache des 
Quadrats von A, oder 3 AA, der Quotient iſt der zweyte 


Theil der Wurzel, B, wenn ſich die gleich zu erwähneng 
: den beiden Theile an ihren Stellen noch abzichen laͤſſen. 


Sonſt it B um Eins Fleiner als jener Quotient. 4) Das 
Product 3ZAAB fege man mit der niedrigiten Ziffer uns 
fer die höchſte Ziffer der zweyten Claſſe, darauf die nie- 


drigite Ziffer des Products 3 A A Bunter die mitrelfte Zifs 


fer derfelben Elaffe, und endlidy den IBürfel von B, oder 
BBB mit deu,niedrigiten Ziffer unter die letzte Ziffer eben 
dieſer Elaffe Alle drey Producte ziehe man von der ih 


den beiden erſten Claſſen übrig gebliebenen Zahl ab. 


5) Zu dem Reſte nehme man die drey Ziffern der drite 
ten Claſſe von der linfen Hand gerechnet. Nun ver: | 


fahre man, um die dritte Ziffer der Wurzel, C, zu 


finden, eben fo wie für B. Anſtatt A bat man 
nun A+B. Es wird alfo der Reſt der beiden er 
ften Elafjen nebſt der erften Ziffer der dritten durch 


»3(A —+ Bj? dividirt; der Quotient iſt C, mit der Ein 


fhranfung ben nr. 3. Die Produrte 3(A+B)C; 
3(A+B)C’ und CCC werden auf .diefelbe Art wie in 


ar. 4 bingefest, und abgejogen- So wird fortgefahren, 
bis daß ınan zu der Elaffe der Einer fommt. 
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Exempel. Zahl Wurzel 

.78]953]746 |439 

29 6 4 | ; 
42141953 
ne olars 
148» 
8 








5292) 418651746, 
| 1762138 .. 
102106, 





729 
Reſt 3 157 
Die gegebene Zahl iſt um 157 größer als der Würfel 


von 429. 

Die Probezahl von dem Cubus der gefundenen Wur⸗ 
zel plus der Probezahl des Reſtes iſt der Probezahl der 
vorgegebenen Zahl gleich, oder derſelben um 9 vers 
größere. Hierifto +44. 

Diefe Zerlegung einer Zahl in dren gleiche Factoren bez 
ruht auf der Zufammenfesung derfelben (Synthehis) aus 
ihren gleichen Factoren. S. Eubus. Ä 

Um die Wurzel, wenn fie fich nicht unter den ganzen 
Zahlen findet, in Decimaltheilen zu erhalten, hängt man 
fo viele Zernen von Mullen an, als man Decimalziffern 
ſuchen will, und verfährt ganz; auf die vorher gewiefene 
Weiſe. | 

- Denn fo wie der Cubus eines Bruchs ber Cubus des 

Zahlers dividirt durch den des Nenners iſt, ſo iſt auch die 
Eubikwurzel aus einem Bruche die Cubikwurzel aus dem 
Zähler dividirt duch) Die aus dem Nenner. Die Anhangung 
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der Nullen ift eine Multiplicarion mit 1000, oder 
1000 000, u. ſ. f. Dagegen muß man fich eben diefe 
Multiplicatoren auch als Diviforen des Products — 
und aus dieſen Die Wurzel ziehen, 


Exempel. 
78953746 429,02 
BERNEETRIRER 
157 o60joo0, 





552123) 





Reſt 2112 


Aus dieſem Exempel erſieht man zugleich, wie man 
ſich durch Cubiktafeln die Arbeit abkuͤrzen kann. Der Cu⸗ 
bus von 429 iſt unmittelbar aus einer ſolchen Tafel ger 
nommen. 

Die vorher angeführte Probe giebt + 5 =4-+9. 

Nenn die Zahl, ‚woraus die Cubikwurzel gejogen wers 
den fol, Derimalrheile enthalt, fo muß die Abtheilung 
in Glafjen bey dem Komma, oder den Einern, angefan- 
gen, und nad) beiden Seiten hin fortgefegt werden. Wenn 
in ber letzten Elafje der Decimaltheile zwey oder eine Zife 
fer fehlen, fo werden dafür Nullen geſetzt. 3. B. in ver 
Zahl 3379,7835, welche fo abgerheilt und ergänzt wird: 
31879, | 783]500. Die Zahl mit den Decimalcheilen 
ift anzufehen als der Zähler eines Bruchs, deffen Nen— 
ner die Einheit mit drenmahl fo viel N ullen ift, als 
Claſſen rechter Hand des Komma find. Die Wurzel 
aus jener ganzen Zahl ift durch die Wurzel aus dem 
- Penner zu dividiren. In! dem Exempel iſt die Wurzel 
15, 7Iı»+ «+ 


J 
J ! 
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Das gemeine Verfahren wird aber bald beſchwerlich. 
Leichter ift die Annaͤherungs-Methode, welche auch bey 
 Arflöfung algebraifcher Gleichungen gebraucht wird. Eın 
Denfpiel wird fie hinlänglich Ichren. 
Es ſey die Eubifrwurzel aus 2 bis auf Die zehnte Decie 
maljtelle zu finden. Die Tafeln zeigen, daß fie ein weni« 


. 3 
ges kleiner iſt als 1, 26. Man ſetze V2—1,26 — u, 
ſo iſt 


2 == 2000376 — 4,7628 u + 3,730? —uß, 
alfo — 
4,7628 u == 0,000376 + 3,78 u? — us. 


Das gegebene Glied durch den Factor von u dividirt 
giebt zum Quotienten 0,0000 — Alſo iſt u nahe 


0,0000$8, und 3,7gu% nahe 24» wo die — 9 über 4 
‚ihre Stelle nad dem Komma bezeichnet. Das zweyte 
Glied jener Gleichung hat aljo erſt auf die Ste Decimal: 
ftelle von u Einfluß, fo daß u bis auf die 7te Decimal: 
ftelle richtig ift, oder u — 0,0800789, al . . 


—12 
3, 78112 — 23530, und bie Ergänzung von .. 
-ı1ı 

u — — 494, fo daß u 0, 00007895009, und 


V 2 = 1,25992104991 5 faft übereinffimmig mit dem 
in dem Artitel, Binomiſcher Lehrſatz, (16.) Exempel III. 
gefundenen Werthe. 

Eine bequeme Mäherungsformel iſt folgende, deren 
Beweis in dem Artikel, Wurzel, gegeben wird. Es ſey 
N die Zahl, woraus die Cubikwurzel gezogen werden foll, 
und a ein naher Werth der Wurzel, welchen man durch 
"Hilfe der ogarithinen finden mag , oder durch die Eubif- 
tafeln erhält, Wenn nun N as * b ift, fo iſt 
nabe 


VN=a+ — 
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Iſt ad größer als N; fo ift b negativ, Setzt man 
Fir a dienad) diefer Formel gefundene Wurzel, fo weit mar 
fie für richtig hält, fo wird b gegen a viel Fleiner, und 
die Wurzel wird viel genauer gefunden, ' | 

Exempel. Die Eubifwurzel aus 2 zu finden. Man . 
fuche ſtatt diefer die Cubikwurzel aus 2.64 oder aus 128. 
Hier it aa = ı25, und b=g; alfo der erfte Theil der 
Formel = 5; der zweyte = 0,03968254 .. 5z der 


I 


Do 8. | 
dritfe ==0,00000177I „ „ und VI28=5,0396842, > 
alſo Va => 1,2599810 .. übereinftimmig mit der Rech⸗ 
nung... ©3306. : 
Lagniy ‘gab zur Ausziehung der Cubikwurzel die beie 
| | ; | | 


b 
3b? 





ben Formeln an: a + m. 


garvVae®+ u) Man ſehe Halleys Achand⸗ 


fung über die Annäherung zu den Wurzeln einer Gleich— 
ung bey Newtons Arithm, uniyerſ. ed. Graveſandi, 
. 246. 4 
ö Die Formel des binomifchen Sehrfages für gebrochne 
Erponenten giebt den Werth der Wurzeln bis zu jeder ver⸗ 
„langten Gränze, aud für den Quotienten der Einheit 
ducch die Wurzel dividirt. ie erfordert zur fehnellern 
Convergenz oft einige Vorbereitung, bie bey Mäherungse 
formeln auch nöthig zu fegn pflegt. 


Subifwurzel aus den Binomium A+YB 
eilt einer der brey gleichen Factoren veffelben von eben 
der Form, wofern es einen folchen giebt, Die Erfindung 
diefer Wurzel hängt von der Aufloͤſung einer cubiſchen 
Gleichung ab. | 
3 er 8 
Ey v(ALVD=lPp+Vg. Va, fo if 
A—p°a+3pga, und YB :(3pPVYg+qVga, 
weil die Irrationale VB nur einer Größe von derfelben 
| | | O⸗ 
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Form gleich ſeyn kann. Daher ift auch 
A—vB=(p—Yvg)a, eben fo wie A vB 
— p+Vgaif. Die Multiplication beider Gleich— 
ungen giebt A— B— (PP — g)’at. Folglich iſt 
A’—B 





ein Cubus mit einer rationalen Wurzel, wein 


p undg rational find. Iſt A' — B ein folder Cubus, 
fo ſetze man a — 15 iſt jenes nicht, fo hat man a“ fo zu 


nehmen, daß* — eine rationale Eubitwitzel erhalte. 





Man fege F pifin=p'—g, um 





—p—n. Diefen Werth von q "te man in dent 
Werthe von A, fo wird eh r 


A= 4pa—3npa, 
Sat diefe Gleichung eine rationale Wurzel, fo Tat ſich 
die Cubikwurzel aus A + VB, worin A und B rational 


find, durch eine Größe von derfelben Form, (p + V PV«, 
Die nur, wenn es nörhig iſt, die Cubikwurzel aus a enthält, 
Barftellen, Die Gleichung bat, wegen ihrer Coefficienten, 
— eine mögliche Wurzel, wie es die Sache ſelbſt er- 
giebt. | | 
Erempel. Die Eubifwurgel as 2+V5 if 
=i(+v$). Die Cubikwurzel aus 5 33 iſt 


=(i+V3. VE. 

Stifel giebt in feiner Ausgabe von der Cof 
Chriſtophs Rudolphs (S. gı5.), zwey Negeln zur 
Ausziehung der Cubikwurzeln aus einem Binomiun; 
bon obiger Sorm, und noch eine für den Sall, ba beide 
Theile irrationale Quadratwurzeln find, Er bat fie aus 
der Syntheſis eines Eubus, deſſen Wurzel eine folche Form 
Dat, hergeleitet. Zum Benfpiel, wie algebraifche Regeln 
in jener Zeit vorgetragen wurden, ſetze ich die erſte mit 
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Srtifels eigenen Worten ber; Das gegebene Binomium 
ift45 + V 1682 „Subtrahir diequadrata der zweyer 
teyl don einander (als 1682 von 2025) und aufs dem res. 
lict extrahir radicem cubicam (als aufs 343 kompt 7) und 
zu der cubicwuͤrtzel juch ein Zal, die zu ihr addiret gebe ein qua⸗ 
drat zal (als zu 7 addir 2, facit 9) Doch alfo das Die fels 
bige addirete zal müge dividiren das quadrat deſs Surdi— 
ſchen teyls, das ein quadrat zal komme (als 2 dividiret 
1682 alſo) fo iſt denn radix quadrata deſs aggregats, der 
erſte teyl der cubic wuͤrtzel (als F 9 das iſt 3) und radix 
quadrata der gefundnen zal iſt der kleyner teyl (als 2.) 
iſt alſo die gantze radix gefunden.“ | 


Cubirung der Körper (Cubatio) ift die Ver: 
Hleichung ihres Inhalts mit einen gegebenen Körper, als 
mit einem Würfel, einem Cylinder, einer Kugel von bes 
flimihter Größe. — 
Prismen, Pyramiden, Cylinder und Kegel zu eubi⸗ 
ten lehrt die Elementar- Geometrie. Das Verhäintiß eis 
nes Prisma zu einem Würfel wird zufammengefegt aus 
dem Berhältniffe ihrer Grundflächen und Höhen. ine 
Pyramide ift der dritte Theil eines Prisma, deffen Grund⸗ 
flache fo groß iſt als die Grundfläche jener, und das gleiche 
Höhe mir ihr hat. Cylinder laſſen fich unmittelbar nur : 
mit Enlindern vergleichen, doch aud) mit Prismen oder eis 
nem Würfel, wenn man fich die reisfläache in ein Dreyeck 
oder Quadrat, verwandeltgedenft. Kin Kegel ift der dritte 
Zheil eines Cylinders mit derfelben Srunpflache und Höhe. 
Archimedes war es, der Die Kugel, das Sphäroid und 
das parabolifche Konoid, auch ihre Abſchnitte zu cubiren 
lehrte, Sein fharffinniges Verfahren zeigen feine beider 
Bücher von ber Kugel und dem Eplinder, und das Buch 
von den Konpiden und Sphäroiden, Vor der Erfindung 
der hetsigen Infiniteſimal⸗Rechnung wurden mancherley 
Körper cubirt, und zwar durch Summirungen von Reihen 
der Potenzen, wenn die: parallelen Schnitte fich wie Po: 
tenzen ihrer Abftände von dem Scheitel verhielten, oder in 
Theile zerlegt werden Fonnten, die fi) wie Potenzen vers 
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halten. So verführen Cavaleri und Wallis; Die 
neuere Infiniteſimal-Rechnung ift auf diefe Arten von 
Körpern nicht eingefchränft, und bedient fich auch Feiner 
Gummirung. — 

In der Ebene der krummen Linie AMS (Fig. 89. 
Tab. VI.) iſt die gerade Linie AX gezogen. Eine unbe—⸗ 
ſtimmte Abfeiffe auf derſelben iſt AP— x, die zugehörige 
normale Ordinate PM =y. Indem fihb AS um AX 
dreht, befchreibt die ebene Figur APM- einen runden 
Körper, deſſen Inhalt aus der Gleichung zwifchen den 
Eoordinaten gefunden werden foll. Man nehme noch ein 
Maar Coordinaten AQ, ON, und fe AQ—=x+AX; 
'QN=y-+ Ay. Der von APM durd) eine volle 

Umdrehung befchriebene Körper ſey = Z, der von AQN 
befchriebene = Z + AZ, die von PM und QN bes 
ſchriebenen Kreisflächen find yy,undr(y-+-Ay)*, 
ber zwifchen beiden enthaltene Abfchnitt ift AZ. Dun 

it AZ>ryy.Ax, und AZ<r(y+ Ay) Ax; wenn 
namlih NQ größer als MP iſt, fonft umgekehrt. 


Her: * >ryy, und rt Ay). Der Difs 
' ferential: Quotient, der von den Veränderungen Ax, Ay, 
O2, unabhängig iſt, iſt may. 


Demnach ift dad Differential eines runden Körpers 
dZ—=ryydx, und Z=r/yydx, wo das Inte⸗ 
gralzeichen Feine Summe bedeutet. Ks ift alfo nur noͤ⸗ 
thig, yy durch x auszudrucken, oder auch dx duch dy 
mit einer Function von y verbunden. R 


-1. Es fin AM eine Parabel, deren Gleichung ift 
ax—yy. Alſo iſ d2=raxdx, und Z=Irxyy. 
Die Conſt. ift hier, wie allemahl, Mull, wenn in allen 
Teilen des Integrals die Abfeifje x enchalten if. Das’ 
Konoid ift halb fo groß als der Eylinder, deffen Halb: 
meſſer die Ordinate PM, und Höhe die Abfeiffe AP iſt. 
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Es perßäle. fich zu dem Kegel über derſelben rndſaig⸗ 
von derſelben Höhe wie 4:4 3: 2. 

. Es ſey wieder um AMS eine Parabel. Sie * 
ſich um die durch den Scheitel A auf AX ſenkrechte 
AR, wodurch ein fegelartiger Körper mit einer coneaven 
Obkerfläche entſteht, deſſen Grundfläche der von MR, eis _ 
ner mie AP parallelen Linie, als Halbmeſſer bacrieben⸗ 
Kreis iſt. HiritdZ —rxxdy, wenn die Ordinate 
MR durch x und die Abſciſſe AR durch y bezeichnet tvere 
den, hin bie Symbolen der Linien nicht zu andern, Für x* 


der wi Werth gefest, iſt! dz= * dy; iR 


Z * — = Br xxYy. Diefes Konoib verhält r ich zu 
dem Kegel über berfelben Grundfläche und von derſelben 
‚Höhe.wie 3: 5. 


Anders: es iſt Vax=y ober fx == y, alſo 
——— — und dZ =irtz — Daber 


Z 8 
Z—ira? x? —Irxty. | 
III. Es fy AMS (Fig. oo.) eine Hyperbel, beren 
Scheitel A, Mittelpunct C ift, die Abſciſſenlinie liegt in 
der Berlängetung von CA, Die halbe Hauptare fey =a; 
die Mebenare — b; die Eoordinaten AP =x, und . 
PM=y. Die Sleihung für die Hyperbel ift: 


HM ataomsn Alfo iſt re — 


4a2* * Gax4 xx)dx; Folglich - . 


ee 


4 a BR act ze), 





a + me Der = Theil iſt der von 
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dem Dreyecke APM beſchriebene Kegel, ber zweyte Theil 
alſo der Körper, welchen das Segment AM beſchreibt. 
Es verhalt ſich der konoidaliſche Abſchnitt zu dem Ke⸗ 
gel, wie3a+ xi2a-+ x. Go vergleicht Archimedes 
beide Körper. Re 
IV. Es fey OR fenfrecht auf AC, und MQ' parals 
felmit AC. Die Hyperbel drehe fih um CR. Es fol 
der Inhalt des von der Figur CAMQ beichriebenen, cy⸗ 
Iinderartigen Körpers (Cylindroides) gefunden werden, 
Es ſey QM=CP=u, CQ0=MP=y, fo ift 
buezayp+ab,mdbd2—audy... . 


= ray ap NZ, Arttby) 
= (Hs) treytgruy Der 


erite Theil ift Zmendrifrbeil des Eylinders, welchen 
. das Rechteck CALQ um CQ befchreibt, - Ber zweyte 
en gleich dein von dem Dreyef CQM befchriebenen 
Kegel. | | | 

_ Der Zmrary+ Ixy (u* — a’), mo ber erfte 

Theil der von dem Rechteck CALC beichriebene Eylins 

verifh | 2 | 

V. Es iſt AMS (Fig. gr.), eine Hyperbel, CT. eie 
ne ihrer Aſymptoten, um welche fich der Schenfel AS pres 
ber. Man fuche den Inhalt des von ABPM befchriebenen 
Körperö, wo AE und MP ſenkrecht auf die Aſymptote 
ſtehen. Es fen durch A auf AC, die fenfrechte BAb, 
welche die Aſymptote CT in B, und die andere Aſymp⸗ 
tote Gt in b fchneide, fit AB=—=b, Die }inie CB | 
fy= 2e=Yy ca’ +b). Man ziehe AD parallel mit 
Ct, pit cCD= 3CB=c, und ud AD=c. 
Serner ziehe man MQ parallel mit AD, fo iſt aus der 
Natur der Hyperbel: CDx AD =—CQ x QM. 

PM._ y 


Der = BCbfy=a, fo ift QM = das — 


Cubirung “= 583 | 


A 


SEAN ER U EN TR 
— PQ= ———— Jene Re 


* 





I i dieſe: (x — — 
berwandelt ſich alfa in dieſe: c* == (x 5* — 
oder, . sin a'xysina—y’cosa, Es iſt c.sin.« 
ZAD.SUADE=ZAR - Set mm AE=—4 
fit ee 
. e'—xy sin a—y’ cos 43 


2 





e ycosa \ 
: — re R 
ysnma sın a 


Das Differential des von AEPM  befchriebenen 
Körpers Zilt dZ —my’:dz, alfo d2= te 


Yan N 2 en 
sin«  sina,J y- Folg ich == Const, 
— Maas 2 | A — 
wenn y — 4ESe iſt. Daher en. a 
meö(3—cosa) | 


* Du 
DZ Taina ((3—cosa)ei—ze'y+y’cose). 


Der ganze ins Unendliche fortgeſetzte Körper, deſſen 


en — cos 
Are die Aſymptote von Kaniſt, iſt een “,; 


geina 
‚oder die Conftan. | 

Für die gleichſeitige Hyperbel, an welcher AB 
AC; «= 90°, und c=e if, dt Z=rc(c— Y;) 
und der ganze Körper von E an iſt — mc”. 

Torricelli hat dieſen Körper fchon betrachtet, und 
nennt ihn solidum hyperbolicum acutum. Fıne 
ausführliche Unterſuchung defjelben iteht in feinen Ope- 
zibus geomotricia. Er vergleicht Den Inhalt des 
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Stüces PMST mic einem Cylinder und einem Kegel. 
ie \ _ — » 4 — J 2 er | Gb 

| Es ift Solidum PMST = Feng Ge Tr 008 «) 
= ay (X — ycota)—Lry’,yoota, Der erſte 
Theil iſt ein Eylinder, ber zwehte ein Kegel. / 


U. Es fen SAS (Fig. 92.) der Schnitt eines 
‚ parabolifchen Konoids durd die Are AX, alfo :eine 

Parabel; und. MN der Durchſchnitt der Ebene SAS 
mit einer andern fehneidenden Ebene, auf welche SAS 
ſenkrecht ſt. Der Durchſchnitt der durch. MN gelege 
ten Ebene mit der Oberfläche des Konoids iſt eine Ei— 
lipfe, deren große Are — MN, und Heine =MP 
SP NQ ift, wenn MP und NQ fenfrechte auf. AX 
Nm, (fe Konpid). Durch die Mitte O von MN ‚ziehe 
man eine Parallele BZ mit der Are AX, fo halbire 
diefe alle mit MN parallele Ehorden. Der Paramerer 
zu dem Durchmeſſer BZ fy =b; BO=t, OM — 
ONu, f ftbt=uu, (f Parabel), Die 
Flache der Ellipſe verhält ſich zu der Flache des Kreis 
fes mit dem Durchmeſſer MN, wie ihre Fleine Are zu 
der großen, alfo wie MP-NQ:MN. Der Bin: 
flBOM fn=9, fo ift diefes Verhaltniß — sin $: r. 
Die Fläche der Ellipſe ift alfo rw sin®. Der Abs 
fehnite des Konoids, zwifchen dem Scheitel des Durchs 
mefjers B und dem Schnitt durch MN, ſey Z, fo ift die 
Veränderung A Zdeſto näher dem Parallelepipedum 
"u’sinQ.sin® At, wosin® At die Höhedeffelben ift, je 
Feiner At genommen wird, undes iſt die Granze des Quo⸗ 


fi ” ah si drdZ—ru?si ot 
ienten oa wsinG,odered2=—ru?sin 


Da bt = u? iſt, fpiftd — *btsin O2 dt, alfo 
2.=#rbt? sin 02, vr 2 — I rtu? sin 02. 
Man bilde fich tiber dem elliptifchen Schnitte durch 
MN einen Eplinder und einen-Kegel, deren Aren den 
Winfel BOM mir der Grundfläche machen, und gebe: 
ber Are die Sänge BO oder t, fo, iſt das ſchlefe Konoid 


— 


Eubirung er? 


‚ber. jener Grundflache die Hälfte des elliptifchen Enline 
ders, und £ des ellipfifchen Kegel. Denn der Eylinder 
ift—=ru?sin$xtsin®, wo der erfte Factordie Grund⸗ 
flähe, der zwente die Höhe: ift. Der Kegel iſt J des 
Enlinders. FR Re Ä 
VIEL Es ſey SAS (Fig. 93.) der Schnitt eines 
hyperboliſchen Konoids durch die Are, alfo eine Hyper⸗ 
bel, und MN ber Durchfchnitt der Ebene SAS mit eis 
ner andern ſchneidenden Eberie, auf welche SAS ſenk⸗ 
recht if, Der Durchſchnitt der duch MN gelegten 
Ebene mit der Oberfläche, des Konoids iſt hier eine El» 
lipfe, da der Schnitt eine ringsum begränzte Figur iff, 
(f. Konoid). Die große Are verfelben iſ MN. De 
Werth derfelben fo wie der Werth der kleinern Are werden 
durch die beiden Aren der Hyperbel, und durch AP, 
PM, und den Winfel MRA des GSchniftes mit ver 
Are gegeben (ſ. e. daſ.). Das Verhälchiß der beiden 
ren ift für.alle parallele Schnitte daſſelbe. Naͤmlich, 
wenn die beiben Aren der Hyperbel find, 2a und 2b, 
und der Winfel MRA bes Schnitte mit AX = 9, 
die große Are des elliptifchen Schnittes — af, die Eleine 


=iB, foift sin Or — 2 6089? — F-: Diefen 





aa 

Quotienten bezeichne man durch m?, Dur die ‚Miete 
- O won MN, und durch den Mirtelpunct ber Hyperbel C 
jiehe man die Linie COZ, forift diefe ein Durchmefjer für 
alle. mit MN parallele Chorden (f. Ellipſe), der Scheitels 
punct ift Be Die Gleihung zwiſchen den Eoprdinaten 
BO und OM oder ON ift eine gan; ähnliche, wie die 
für Abfeiffen auf dem Hauprdurchmeffer ‚für normale Co» 
ordinaten. Es fy C B=e, ber halbe conjugirte 
Duchmeffe = PB BO =t, OM=u, pi 

.2 
—E t+ Es, Es ift au die große Are des 
elliptiſchen Schnittes in dem Konsid, und die Fleine 
ran, som den vorhergehenden angeführten Werth 


IL Ze Eubirung | 
hat. Die Flache des elliptifchen Schnittes iſt m muf, 
‚ba mu® die Fläche des Kreifes mit dem Halbmeſſer. 
u iſt. 

Nun ſey der Abſchnitt des Konoids zwiſchen B' und 
der durch MN gelegten, auf SAs ſenkrechten Ebene | 
ZZ, und- per Winkel BO.M = a,: ſo en Tu 
am u2, sin w.dt = ‚ | 


i emsina(®- —— — alſo 
SENT. [| t er — — 
Be ee 
De Ei er 
7 $rmuttsino, — rare 


Der inhalt eines K degels, tiber dem elliptifchen Schnitte 
als Grundfläche, mit der Are BO, und dem Meigungse 
winfel BO M derfelben gegen die Grundfläche iſt 
—Iirmu?tsinw Es verhält fich alfo der fchiefe Abe 
ſchnitt des hyperboliſchen Konoids zu dieſem Kegel wie 
'z3att:zatt, Archimedes hat ſchon eben dieſe Ver: 
gleichung gemacht, ‚in. dem Wuche- von Konoiden und 

Sphäroiden, 28. Satz. Die Bergleichung. des fchiefen 
Abſchnitts eines parabolifchen Konoids mit einem: Kegel, 
ver dieſelbe Grundfläche und Höhe mit dem Abſchnitte 
hat, macht er daſ. im 24ſten Satze. 

Die Eubirung der Kugel und der Sphäroiden und 
- ihrer Abfchnitte, in den Artikeln: Kugel .und 
Sphaͤroid. 

VIII. Zur Übung diene noch die Eubirung der 
-Kiffoide. Die Ciſſoide AMDM (Fig. 71. Tab. V.) 
drehe fih um den Durchmeffer des Kreifes AB als Are, 
Sin fucht den pon dem Zrilinum APM befchriebenen 

Örper, 

Es iſt die Abſciſſe A? = s, die Ordinate 


’ 
Tubirung 7 
FM y; und die Gleichung für dielelben, x — 
-Hyr, aldy | Diefe gebrochne Funetion | 
verwandke man Integralformel. Anmerk. bey 7.) 


3 Se 
in dieſe, — ra, ſo daß ytde 








a3 dx | Ä | 
= ne x? dx — axdx — a* dx Nun iſt 
Is? dx =Const.—a?lög. nat, — 74 x? 


zart — a42x. Diefes. Integral iſt — 0, -wenn 
x o iſt. Daher it die algebraifche Const. — o, _ 
und in der Zahl zu dem Logarithmen ift Const, — a. 
Alfozift der ciſſeidaliſche Körper, Z=frmy?dx = 





j — 2 a8. 

= (atlog 32? — -45x3 
Wenn x — a geſetzt wird, ſo giebt die Formel den 

Inhalt des von der ins Unendliche ſich erſtreckenden Fi⸗ 

gur ABTm um A B beſchriebenen Körpers. Dieſer 


iſt unendlich, da log — — log infin, eine unendlich 


große Gräfe if. Sie iſt unter allen Unendlichen Die 
kleinſte. | 
IX. Den Korper zu cubiren, ber durch die Lime 
orehung eines Kreisfegments um feine Ehorde ents 
ſteht. 
Es ſey AB eine Chorde in dem Kreiſe, der aus C 
mit dem Halbmeffer CD befchrieben, ift; diefer fen auf 
AB fenfrecht, und ſchneide fie in E, has Fleinere Seg— 
ment drehe fih um AB. - Dan jiche FOG paraliel 
mit AB, und NPM fenfreht auf beide, Es fey 
CD=a CE=b; EB=c; EP=x; PM 
= y,bit(b+y3 x mer. Das Solidum 
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jwifchen dem Kreiſe mit ED und dem unbeſtimmten mit 
. PM{eyZ, ſo iſt — Nun iſt — day 
—m—xdx,alfo if 
—— ——— 
Ss nn 
Man feße br ya, d. i. NM , fo ſo iſt 
yı—z2 —2bz-+ b2, um 
#(zis—ebz?+biz)dz 
V (a? — z°) 
&s ift (Integralformel 40, 39.) _ 
|  zödz 
Jv@=5 7 Const. “3.({2a° + 2?) (a 
14 2242 
JV @!-z 


 dZu m 


Zain Qetange =, 0. 
| — jzyV (a2) 
2dz ° nr 
Vai = o- van) 
Folglich ift 
Elm, rtgetebahgar Boyle 
Dr watbAngsin = 2 


Da Z==o für za, fo iſt Const. = —4Irta®b, 
Den ganzen Körper M, ver durch die Umdrehung von 
ADBA um AB entfteht, zu erhalten, fege man zb 
für y==o, und multiplisire auf beiden Seiten mit 2, 


| F b 
ſo tM=3r(2aa+ bbJe-»a wa! bAng.eos =.» 
PR  b 
Es iſt nämlich ay m bter, und Ix - Ang, sin 7 


| b 
E= Ang, 003 7 
ö 
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"x, Man kann daffelbe noch folgenderge: 


ftale finden Datb-+-y)?—=b? +zby+y2 if, 

fo iſt bt +aby+y? + x?=at, alfo 

ya! bt xt—aby, und 
te —— 
Sy? dat -hs y)xIäνx- 


wo Const. — o, und [ydx die Aree KPMD iſt. 


Für x == c ift der algebraiſche Theil des Integrals 
—(a2—b2)c — 405 Ict. Für eben diefen 
Perth von x ift [ydx =.Sec. BCD — ABCE 


| 6b EN, b - 
—a2 Arc. cos -—#bc, mo Arc. cos. „ zu dem 


Halbmeſſer, der der Einheit gleich ift, air Dem: 
nah iſt, für x ce, | 


Z=r(30+b?c— a® bAre. « cos > 


b 
2 — 2 — 
—*C6440 44* )e—ra ’b — cos > 
und der ganze Körper 


| b 
M=2r(2a°+b?)c-2ara?b Arc, cos. Pre 
wie — Die Ausdruͤcke Ang. cos —, und Ara, 


cos. — fi nd ganz gleichgültig. 


— hat ſchon den Inhalt dieſes Körpers — 
den in ber ‘Stereometria doliorum, Hernach hat 
Cavaleri auf eine andere Art denſelben herausge— 
bracht, inder Genmetria indivisibilibus continuorum, 
pag. 100. Man fehe Montucla hist. des Mathem, 


T. II: p. 30, 40. Die Differfation von Pfleiderer 


Kepleri methodus solida quaedam sua dimetiendi 
illustrata. Tubingae 1795. 


Eavaleri vergleicht den Körper, weißen dns Kreis⸗ 


— 
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Segment befchreibt, mit dem Cylinder, beſſen Halbmeſſer 
ED und Höhe AB iſt. Der Inhalt dieſes Cylinders 

iſt — (a — 6)25c. Man nehme eine dinief, fo 
daß (a—b)carea EDB=b:f, fo verhält ſich jener 
Körper zudem Eylinder, wie 2 (a-+ b=-3f):3 (a-b)i 
| Dies it das Verhältniß, welches Cadaleti a, a; D, 
angiebt. rien 2 2 | 
Die Cubirung der Conchoide ſ, in dem Arrikels 
Conchoide. NS Er 
Cubiſch, was eine Beziehung Auf einen Cubus 
oder eine Cubikwurzel har. AT 
Eubifhe Gleichung iſt, worin die unbefannte 
Größe bis auf die dritte Potenz feige. Ihre Auflöfung 
in dem Xrtifel: Gleichung. II. a | 
Cubiſche Hyperbel iſt eine_Sinie vom dritten 
Grade, deren Gleichung iſt xy’ — as. Sie hat zwey 
Aſymptoten, parallel mit den Richtungen der Coordinaten, 
wie die gemeine Hyperbel, wenn dieſe durch die Gleichnng 
xy ⸗ a* dargeſtellt wird; aber beide Theile der cubi— 
ſchen Hyperbel liegen in den Nebenwinkeln der Aſympto— 
ten, nicht in den Scheitelwinkeln. Die Ordinaten y 
nähern ſich der Afppmeote auf der Abſtiſſenlinie unendlich 
weniger als die Ordinaten .an der gemeinen Hyperbel, 
5 — 
da an jener iſt — — an diefer y— > *  Mimme 


man x für die Ordinate, fo nähert fich diefe der mit den 
y parallelen Aſymptote unendlich mehr als die Didinaten 
an der gemeinen Hyperbel fich der, Aſymptote auf der 
Abfeiffenlinie nähern, Die Frumme Linie iſt die 65ſte 
Species. bey Mewron, . Man gebraucht fie, um einen 
geringern oder größern Grad der Mnnäherung einer Frum: 
men Linie, an ihre Afymprore, als die gemeine Hyperbel 
giebt, durch fie darzuftellen, indem man fie. felbft als 
Afymptote jener, welche ihr aber fehr nahe kommt, bes 
the — 
Cubiſche Parabel iſt eine. Linie vom dritten 
Grade. Es find zwey Arten derſelben. Die, Gleichung 


Eubi ſch 1}: 


für die erfle iſt aax — ys, für die zweyte axx=—y’, 
An jenen find für entgegengefegte gleiche Abſciſſen x die 
Ordinaten y gleich und entgegengefest; an diefer find fie 
glich und gleichnamig. Tgene liege theils ürer, theils 
unter der Nbfeiffenlinie; diefe mit beiden Schenfeln auf 
derfelben Seite der Abfeiffenlime Für die Apollonifche 
Parabel it ax —=y?. Daan der erſtern Gattung der 


cubifchen iſt 2 ax y?, fo find ihre unendliche Ordi⸗ 
naten gegen die an der gemeinen Parabel unendlich klein— 


Da an der $weiren cubifchen Parabel iſt = axyt; 


und ein unendliches x gegen y unendlich groß ift, fo find 
die unendlichen Ordinaten gegen die an der gemeineh Pas 
rabel unendlich groß. Man fann dadurd in manchen 
Fallen die Befchaffenheit der Schenfel einer Frummen 
Linie für unendliche Coordinaten ausdrucken, wo es durch 
die gemeine Parabel nicht gefchehen Fann. Wallis nenne 
die cubifche Parabel der eriten Gattung Paraboloeides 
cubicalis, die von der zweyten, Paraboloeides semicu« 
bicalis. (Opp. Vol. 1. p. 3505 551.) Dieſe 
zweite heißt auch die Meilifche Parabel. Sie ift die 
erfte Frumme Linie, deren Nectification gefunden iſt. 
Die erfiere hat Wallis ganz falſch vorgeſtellt, da er. ihre 
beiden Schenkel an entgegengefegten Seiten der Abfcife 
fen nach derjelben Gegend Hin fich erftrecten laßt. Von 
der zweiten hat er nur einen Schenkel gezeichnet. 
Newton nennt die krumme Linie, deren Gleichung 
f,y=ax5®+bx’+ cx-+d, eine cubifhe Paras. 
bel. Sie begreift die obige erftere in fich, wenn x und 
y vertaufcht werden. Newt. enum. lin. tert, ord. 
XXVIII 
Eubifhe Elliptois nennen einige die Frumme 
Linie, deren Gleichung it agb (a — x). Diefe 
aber weicht ganz von der Korm einer Ellipſe ab, da fie 
gwei unendliche Schenkel hat. Woltii elementa Ana- 
Iys. Finit. $. 522. — | a 
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| Cubo-Cübus iſt der Cubus eines Eid, oder 
die fechöte Potenz einer Zahl. 


Cubus, Würfel, ift erftlich ein Rene der zwi⸗ 
fchen ſechs gleichen Quadraten als Geitenflächen einge: 
ſchloſſen if, die gewöhnliche Einheit zur Bergleihung 
und Meffung ber Körper. Zweitens ift es ein Pro: 
duct aus drei gleichen Faetoren. Kin folcher Factor 
ſey =a, fo ift ver Cubus —=aaa, oder ad, Weil 
ber geometrifche Cubus einen Fleinern fo. oft enthält, 
als die Eubifzahl des Duotienten der Seiten die Ein: 
heit, fo iſt daher das Product dreyer Kactoren ein Eu: 
bus, ein Würfel, eine Würfeljahl genannt. - Im Deut 
ſchen möchte man Eubus für das arithmetifhe Pros 
duct behalten, und den geometrifchen Körper ‚Würfel 
nennen, da man Eubiren, Cubikwurzel, Eubiftafeln, 
im arichmerifchen Verſtande nimmt. Mur ift es unges 
wöhnlid im Plural die Euben zu fagen, und lateinifch 
zu flectiren ift unbequem, | 
Die Wurzel ſey zweytheilig, =a-+b, fo if 
(a+b3=al + gab+3zab’+b5. Hierauf be 
ruht die Syntheſis oder - Zufammenfegung des Eubus 


einer Zahl aus ihren defadifchen Theilen. Soll z. B. 


. ber. Cubus von 47862 gemacht werden, fo nimmr man 
zuerft den Eubus von 47, wo a = 4o und b=7 iſt. 
Dann fest man. den Cubus von 470 + 8 aus feinen 
Theilen zuſammen (a 4705 b — 8); dann den Eu: 
“ bus von 4780 + 6, ferner dein Eubus von 4786 + 2, 
u. ſ. w. wenn noch mehr Ziffern vorhanden find.  Tes 
desmahl werden zu dem gefundenen Cubus die Producte 
32°b; 3ab?; b5 geſehzt, von welchen die niedrigſte 
Ziffer eine Stelle niedriger ſteht, als bie Me 
ſte der. vorhergehenden, und fo auh "gab in 
Abſicht auf ad, wenn namlich die Zahl a als fchlechte 
- Einer, nicht als Zehner befrachter wird. In eben der 

Krönung, wie die Theile des Eubus zufammengefese find, 

werden fie bey der Ausziehung der Wurzel wieder abge⸗ 
zogen. | “ 


. \ . 
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Die Wurzel Habe die Form, a—>bz + cz 
+dz rez++fzir+r gz° + etc, fo iſt der 
Eubus — a | 

aö-= 3abz-+ (3a°c-+3ab’) 2* 
+(3a°d+6abc+b?)z’ | 
+(gae+sabd+zac+gbic)zt . 

+ (32 f+6abe+6acd+z3b’d+3ber)zt 
+(3ag+6abf+6ace+ 3ad' 
+gb’e+6bcd+c)z° 
+ec ., er — 
Die, Combinationen in den Coefficienten von 2 ſtehen in 
der aten bis 4ten Spalte der Tafel, ©; 461. Wenn 
z—„,ift, und b, c, d; etc: ganze Zahlen unter 
Io find, pfta+bz+ cz’ -r' etc, eine ganze 
Zahl mir einem anhangenden Decimalbrüche. S. Polynos 
mifcher Lehrſatz, und combinatorifche Analyfis, 35: 
Diefer "Formel fann man fich bequem bedienen, 
die Cubikwurzel aus einer Zahl auszüziehen. Die Zahl 
fen N; die der Eubifwüurzel nächte, Fleinere, ganze 
Zahl fen a; Iſt diefe befannt, fo find die Coefficienten 
bon z alle gegeben, daher die Eoefficienten b, c, d etc: . 
in der Wurzel nach einander gefunden ‚werden. Der 
Eubus werde der Kürze wegen buch as -+- Az 
+Bz’+Cz2?+-Dz+ + Ez5-+ Fz°-+ etc be 
zeichnet. — lee 
Erxempel. Die Eubifwürjel aus 128 zu ziehen; 
Der nacht Fleinere Eubus ift 125 — 5°, alſo a 5; 
A=30;B, C, etc =06,; oder A=0; B= 300; 
— 0, etc. Da 3 a'b oder 75b = 30 iſt, fo neh⸗ 
me man A —o, und b=o.. Nun iſt 32’ c= 300; 
alfo ce — + 4. Ferner iſt C oder 3a’ do, alſo, 
d — o. Reiter it Dodrz#2e + 3a’ 0, 
alfo € negativ, weile zu groß genommen if: Man 
kann die negativen Coefficienten fehr Teiche in -pofitive 
verwandeln, Da 75 e — — 15:16 =— 240, ſo 
kann man @ entweder — 3 oder — guehmen: Das 
p 
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letztere wähle man, um wieder einer poſitiven Wereb fürfju 
erhalten. Zudem Ende fubtraßire man 60 von D, undaddire 
dagegen 600 zu E, oder feße E— 600. Mun ift, da 
b und d — o ſind, 3gaf=-+ 000, alſo f=,+ 8. 
Noch iſt Fodergagtsace+cd=o, bas iſt, 
75 8 — 480 4 64 =0,bahrg—= +35. Die Elia 
bikwurzel aus 123 iſt — 5, 4008 5.. a 





— 4 
| | > 55039085... 7 wie nach der 
Rechnung S. 336, nur daß die fechste Decimalziffer 
um Eins, aber nicht vollig, 'zu groß ift. Diefes Erems 
pel wird dadurch fehr leicht, daß b= o iſt. In allen 
Faͤllen ift diefe Methode leichter und kürzer als die, welche 
‚in den Lehrbüchern vorgetragen wird; | 

‚Man fann ;_ nachdem einige Ziffern der Ergänzung 
der Wurzel gefunden find, dieſe zu der Zahl a fegen, 
und die nähere Wurzel ſtatt der erftern a gebrauchen. 
Durch Multiplieation oder Divifion der vorgegebenen 
Zahl mif 100» oder einer Potenz davon kann man in 
a fo viele Ziffern, als man will, bringen: 


Curva, f. frumme Linie. 


Cykloide, Nadlinie, (Trochoides, Roulette, ) 
iſt eine eransfeendente Frumme Linie, welche von einem 
Puncte auf dem Almfänge eines Kreifes befchrieben 
wird, indem der Kreis auf einer geraden Linie, in 
der Ebene durch Diefelbe und feinen Mittelpunct, 
mit einer wälzenden Bewegung geführt wird, fo daß der 
Bogen zjwifchen jenem firen Puncte , und dem veränder- 
lichen Berührungspuncte mit der geraden Linie immer 
dem auf diefer Linie zurückgelegten Wege gleich iſt. Ein 
finnliches Bild giebt ein Nagel eines Wagenrades, der 
eine Cykloide in der Luft befchreibe. Der Kreis. darf 
nicht vorwärts noch rückwärts gleiten, Dach einem 
Ulmlaufe des Kreifes ift der auf der geraden Linie zurück: 
gelegte Weg dein Umfange des Kreifes gleich. 

Es iſt namlich (Fig. 95, Tab, VL) Aa ein Kreis 


= 


Cykloide gg 


mit dem Halbmeſſe fer KA; welcher bie gerade Sinie AB 


in A berührt. In der Shene KAB werde der Kreis 
mie einer waälzenden. Bewegung um. den Mittelpunct 
auf AB fortgeführt, fo daß der Weg KHK, den der 
Mittelpunet K befchreibt,, indem der Kreis eine Drehung, 
vollendet, dem Umfange vejjelben gleich fey. _ Setzt 
man AB dem Umfange gleich; fo hat der Kreis; wenn 
er auf B.ift, eine Umdrehung gemacht. Der Kreis ſey 
auf irgend einem Puncte N, fein Mittelpunct in G. 
Get man den Bogen NM gleich der geraden A N, 
fo it der befchreibende Pıinet in M, ımd M &in Punet 
ber Cykloide. Es ſey D die Mitte von AB, der 
Mittelpunet des Kreifes in C, auf der fenfrechten DE, 
fo iſt der befchreibende Punct in E auf dem Endpuncte 
des Durchmeſſers DCE,.: Der Punet E heißt der 

Scheitel der Eyfloive, ED die Axe, AB die Ba: 
fis oder Örundlinie, EeDd der erzeugendeK Kreis, 
tirculus generator. 

Die Spfloide it eine der merfwiirdigften krummen 
Linien, wegen ihrer. geometriſchen ſowohl, als wegen ihr 
rer, mechanifchen Eigenſchaften. Gie hat in der Mitte 
des 17ten Jahrhunderts die Geometer ſehr beichaftiges 
Bor der Erfindung der neuen Infiniteſimal-Rechnung 
tar es fehr ſchwer, diefe Kigenfchaften zu entdecken. 

In einer Schrift des Cardinals de Eufä (geſt. 
1464.), worin er von der Duadratur des Kreiſes handelt, 
ift eine Figur gezeichnet, die eine Cyfloide voritellen 
fann ; wenn eine llnrichtigfeie in derſelben, woran der 
Abfchreiber Schuld feyn kann, verbeflere wird, . & 
Wallis in den Tranfactionen, Jun. 1697; und Opp« 
Tom, III. p. 676: Dafelbfi führe er. auch aus einer 
Schrift des —— Bovillus (Charles de Bo- 
velles) an, daß diefer. zum Behuf der Quadratur des 
Kreifes einen Sireis auf einer Linie mit einer Dr schendeit 
Bewegung um den Mittelpunct fortgeführt, und einem 
Punct des Umfanges eine krumme Linie habe beſchreiben 
laſſen. Montucla hat nichts dergleichen gefunden; alte 
ner auch nicht, Gefchichte der Marken. Th. J. ©. 405- 


\ 
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Galilei it als der erſte anzuſehen, der die Cykloide 
geometrifch betrachtet hat. In einem Briefe an Tortis 
celli vom J. 1639 fagt er, daß er dicſe Linie feit 40 Jah—⸗ 
ven in Unterſuchung gezogen, und fie, wegen ihrer ges 
fälligen Geſtalt, zu Gewolbbogen unter Brücken für ſchick⸗ 
lich erachtet: habe; er habe verſucht ihren Inhalt zu 
beſtimmen, ſey aber nicht damit zu Stande gekommen. 
Ein franzöſiſcher Geometer, Roberbal, hat im Jahre 
1634, nach dem Zeugniſſe des Merſenne, den In— 

‚halt der Cykloide mit dem Inhalt des erzeugenden Kreis 
fes verglichen, und gefunden, daß jener das drenfache des 
legtern iſt. Er war zu diefer interfuchung durch Mers 
‚senne veranlaßt, der bey der Betrachtung eines rollenden 

Rades auf die Entitehung der Cykloide gekommen war, 
aber jene Aufgabe nicht hatte auflöfen Fonnen. Roberval 

hatte Anfangs auch nicht damit fertig. werden Fönnen, 

Als Merfenne Robervals Eutdeckung dem D es cartesmel- 

dere, legte diefer eine Aufgabe vor, die berührenden an der 

Epfloide zu ziehen. Diefe war für Noberval zu ſchwer, 

aber Fermat löfere fie fehr allgemein auf. Galilei 
erfuhr um das Jahr 1639 durch Merfenne, daß man fich 
in Frankreich mit der Enfloide befchäftige, und forderte 
den Cavaleri auf, den inhalt der Cykloide zu finden, dem 
es aber nicht glückte. Dach dem Tode des Galilei 

(1642) nahmen feine beiden Schüler. und Gefellfchafter 

in feinen legten fahren die Ulnterfuchung vor. Torris 
celli fand den Inhalt, Viviani die berührenden. 

In den geometrifchen Werfen des erftern ( Florentiae 
1644) iſt ein Fleiner Anhang über die Cykloide enthalten, 

worin drey Beweiſe des Satzes von dem Inhalt der Ey: 

Floide vorgetragen werden Es wird darin auch der an: 

dern Gattungen von Enfloiden erwähnt, die ein Punet 
innerhalb oder außerhalb des ſich wälzenden Kreifes be⸗ 
ſchreibt; auch werden Sätze ihren Inhalt und ihre berüß- 
venden betreffend mitgetheilt. In Frankreich wollte: 
man Zorricelli nicht zugeftehen, daß’ er diefe Sãtze felbft 
erfunden hatte, Roberval zeigte fich hierbei fehr leiden: 
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ſchaftlich, und Pafcal in feiner Histoire de la Rou- 
Jette. zu partheyiſch für feinen Landsmann. 

Moberval fand nachher den Inhalt der Körper wel⸗ 
che die Enkloide durch die Umdrehung um hre © unds 
finie und um ihre Are beſchreibt. Den erftern fand Kors 
ticelli auch, den zweyten aber nicht völlig genau. 

Am J. 1658 ließ Pafcal unter dem Namen, 
Detronville, ein Ausforderungs » Schreiben an die Geos 
meter ergehen, worin er ihnen Nufgaben über die Eyfloide 
vorlegte, und dabey jmen Preife ausfeste, einen von 
40 Piftolen fir denjenigen, der die Nuflöfungen zuerſt 
eitifenden, und 20 Piftolen für denjenigen, der zunächft 
nach jenem fie einfchicken würde. Die Aufgaben waren: 
zu finden den Inhalt des Abſchnittes zwiſchen dem 
Scheitel und einer Parallelen mit der Grundlinie; den 
Schwerpunct diefes Abfchnittesz den Inhalt der Körper, 
- die durch die Umdrehung des Abfchnifts um die Grund: 
linie _defjefben (die Parallele mit der Grundlinie), und 
um has Segment der Are von dem Scheitel bis ju Dies 
fer: Grundlinie entftehen; auch ihre Schwerpuncte ; 
endlich die Schmwerpunete der Theile, worin jene beis 
den Körper durch eine auf die Drehungsare fenfrechte 
Ebene jerfehnirten werden. Es liefen nur zwey Preiss 
fohriften ein; von. dem efuiten Lalouere (Lalo- 
vera), und dem berlihnten Wallis. Die von 
dem eritern ward für ganz unbefriedigend erflärt; die 
von Wallis erhielt den Preis auch nicht, weil einige Auf⸗ 
‚Löfungen fehlerhaft waren. Die Abhandlung von Wales 
lis über die Enfloide ift in den eriten Theil feiner Werfe 
eingerückt. Wie ſie von der Preisfchrift verfchieden fey, 
finde ich nicht angezeigt. Ä 

Bey diefer Gelegenheit erhielt Paſcal noch von eini« 
gen vorzliglichen Geometern ihre Entdeckungen über die 
Cykloide mirgerheil. Der Ritter Wren in Enaland 
hatte gefunden, daß die Länge des cyFloidalifchen Bogens 
EM von dem Scheirel E an genommen doppelt fo groß 
it, als die Chorde ER des Bogens ER in dem erjeur 
genden Kreife ERDE, ver von der mit A B parallelen 


' 
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MX obaefchnirten wird. Er beſtimmte auch die Größe 
der Oberflache an den Körpern, die durch Umdrehung 
Der. Cykloide um die Grumdlinie und um die. Are erjeuge 
werden. Fermat Jeiftere diefes auch, und theilte zus 
glei eine aligemeine und fehöne Methode zur Complas 
nation der Oberflächen runder Körper mit. Huygens 
zeigte an, Daß er gefunden habe, daß das Segment der 
Enfloide ‚zwifchen dem Gcheitel und einer von’ dem 
Scheitel um den vierten Theil des Durchmeſſers ent— 
fernen Parallele mit der Grundlinie durch einen ges 
» radlinichten Flachenraum ſich darftellen laßt, Diefe 
Demerfung bat, wie Wallis behaupte, auch Wren 
gemacht. —— — | — 
Pascal gab nun ſelbſt feine Auflöſungen der von 
ihm vorgeleaten Aufgaben heraus, unter. dem Titel: 
Lettres de A. Dettonville à Mr. de Carcavi, worin 
zugleich mehrere ſeine geometriſche Lnterfuchungen vore 
kommen. RER u SR GE 
—H)unpgens entdeckte hernach noch vortreffliche 
Eigenſchaften der Cykloide. Er fand, daß durch 
die Abwickelung dieſer Linie eine ihr gleiche entſteht, 
und daß ein fehwerer Punct, der auf der umgefehre’ 
ten Cykloide, mie fenfrechter Are, den Scheitel uns 
terwarts,  berabfallt, einerley Zeit bis zu dem uns 
terjten Puncte, dem Scheitelpuncte, gebraucht, en 
mag don welchem Puncte es fen, zu fallen anfan⸗ 
gen, Wegen dieſer Eigenfchaft bat die Cykloide den 
Zunahmen, täutochrona, oder isochrona.. , Gpär 
ter. fand Koh. Bernoulli, daß die Linie, auf 
welcher ein ſchwerer Punct von einem gegebenen Punkte 
zu einem andern gegebenen in einer andern Vertical— 
finie als jener, in der Fürzeften Zeit falle, ein Bogen 
der. Cykloide ift, auf welcher der‘ zweyte Puntt der 
zu unterſt gelegte Gcheitelpunet iſt. Die Cykloide 
beißt daher brachystochrona. Gr bemerkte auch, 
daß unzählig. viele Segmente ſich in geradlinichte Fi⸗— 
guren verwandeln laſſen. Weide Bernoulli (Jakob 
und Johann) fanden, Daß die Brennlinie der, Enz. 
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kloide für Parallelſtrahlen mit der Are, eine Cykloi⸗ 
de mit einem erjeugenden Kreiſe von einem halb: 
fo großen Durchmefjer als jene iſt, (ſiehe Catacau- 
sica, 12.) OS — 
Ein Kreis wälze fish, wie vorher feſtgeſetzt iſt, auf 
einer geraden Linie fort, ſo daß der zurückgelegte Weg 
dem Bogen zu dem Drehungswinkel gleich ſey, aber der 
Punet in feiner Ebene, der eine krumme Linie beſchreibt, 
ſey innerhalb oder außerhalb des Umfanges, ſo iſt die 
krumme Linie eine verwandte Gattung. von der eigentlie 
chen Cykloide. Liegt der beſchreibende Punct innerhalb 
des erſten Kreiſes, fo iſt fie, wie in Fig. 97. eine ges. 
dehmte. oder geſhweifte Enfloide. (cycloiden 
prolata, inflexa). Es iſt DEF der Kreis, deſſen Um⸗ 
fang, der Grundlinie AB gleich iſt, und. e ein Punct ins 
nerhald des Kreiſes. Diefer befchreibt bey einer Limöres 
prehung des mit Ce beichviebenen. Kreiſes die Linie acb, 
und bey forrgefester Wälzung des Kreiſes DEF auf 
der verlängerten AB, nad) einer wieder andern Gegend, 
gleiche und ähnliche Portionen einer ins Unendliche ſich 
eritreckenden- Linie, | — 33 ng 
Iſt der befchreißende Punet e auſſerhalb des fich wäl⸗ 
zenden. Kreiſes, DEF, wie. in: Fig, 98. fo beſchreibt 
er eine verkürzte. oder verfchlungene Cykloide (cycloi- 
‘des curtata, nodata).. Auch dieſe beſteht aus unendlich 
gielen gleichen Iheilen, wie aeb, die einen Doppelpunct 
G haben. In der Figur hat die Halfte-eb nicht ganz 
Pla gefunden. Ä 

Descartes hat ſchon diefe verwandten Gattungen ums 
terſucht, und gewiefen, wie die berührenden an ihnen gea 
jogen werden, wie der. Wendungspunct an ber gedehnten 
Cykloide, und an der verfürjten der ’Pumck, wo ſich 
die Linie. einwarts zu krümmen anfangt, gefunden wird, 
Epistol. T. III. ep. 57. | 

Die Cykloide, die. bier. zuerſt befchrieben. iſt, deren 
Grundlinie dem: Imfange. des erjeugenden Kreifes glei, 
ift, heiße im Gegenfage gegen ihre Verwandten Cycloi- 
des primaria; fonft ſchlechtweg Eykloive, Sie beſteht 
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ebenfalls aus unendlich vielen, ſich an einander ſchließen⸗ 
den gleichen Portionen. 1. — 

Die Cykloiden ſind transſcendente Linien, da zu einer 
Abſciſſe, die auf der Are ED genommen wird, unendlich 
biele Ordinaten, parallel mit der Grundlinie, gehören. 
Die Gleichung. für die Coordinaten ift alſo Feine. algebrais 
fche, Die auf irgend einen bejtimmten Grad ſtiege. | 

In der gedehnfen und verfürzten Cykloide walzt ſich 
der erzeugende Kreis bey jeder ganzen Umdrehung uͤber 
einer Linie ab, die in jener größer iſt, als ſein Umfang, 
in dieſer kleiner, obgleich alle Puncte des Kreifes fich nach 
einander auf ab legen. DBeidb oncentrifche Kreife DE F 
und def bringen alle Puncte Ihres Umfanges nach eine 
‚ander in Diefelbe gerade Linie. Hieraus folgt aber nicht, 
daß der größere Kreis dem Fleinern gleich fey, weil die 
Linien nicht aus Puncten zuſammengeſetzt werden müſ— 
fen. Das Waͤlzen allein giebt feinen Grund der Gleich⸗ 
bei. Darum: ward es ben der eigentlichen Cykloide 
borausgefegt, daß die Grundlinie dein Umfange des ers 
zeugenden Kreifes gleich feyn ſollte. Der Mirtelpunre - 
des wäljenden Kreifes Fann außer der Bewegung, die von 
dem Mälzen entſteht, noch eine Bewegung vor: oder 
rückwarts haben, In dem eriten Kalle wird eine gedehn: 
fe, in dem andern eine verkürzte Eyfloide von einem 
Punete feines Umfanges befchrieben. Man feße, daß 
in Fig: 95. anſtatt den Bogen NM der Linie AN gleich 
zu Machen, der Bogen Eleiner genommen würde, nur nach 
einem gegebenen Berhältniffe, fo wird von dem Puncre 
M. des mwälzenden Kreifes eine gedehnte Eyfloide befchries 
ben. Würde aber NM größer als AN, wieder nady 
einem beſtimmten Verhaͤltniſſe genommen, ſo entſteht eine 
verkürzte Cykloide. Die Schwierigkeit, welche man ſich 
hier machen kann, hat ſchon Ariſtoteles in feiner 24ften 
mechaniſchen Frage bemerkt, und mehrere Mathematiker 
haben ſie nach ihm zu heben geſucht. Wie Galilei ſie 
geloͤſet hat, findet man in Kaͤſtners Analyfis endlicher 
Große. $. 601. | | 

Die Enfloide, welche; man den Liebling der Mares 
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matiker in-17ten Jahrhundert nennen mag, verdient, daß 
ihre Eigenfchaften hier durch die neuere Infiniteſimal⸗ 


Rechnung entwickelt werben. Sie hat freylich vielan - 


Intereſſe dadurch verloren, daß diefe ihre Unterſuchung 
. I macht. 

- In der eigentlichen Cykloide (Fig. 96) fey der 
Hulbmife des erzeugenden Kreifes CD — az die halbe 


Grundlinie AD= ra, wenn m den halben Kreisume ® 


fang für den Halbmeffer ald Einheit bezeichnet. Für 


einen Punct M der krummen Linie fenn die normalen 


Eoordinaten, AP—x; PM=y. Der Mittelpunek 
des Kreifes, auf welchen der Punct M zugleich ift, fey 
in G, und N der Verührungspunet auf AB, fo ift der 
Bogen MN=AN, nad der VBorausfegung- vom der 
Entſtehung der Cykloide. Der Winfel MGN fy 9, 
oder. zwey Mechte verhalten fih zu MGN wie r:O. 
Alfo —* ad, ‚Man ziehe MF ſenkrecht auf GN, 
pit'MF=P N a sin O, und MP=FN 
=-a—acosQ. Folglich iſtt — 

———— _x=a(9— sin), 

| y=a(ı—cosp), 
Aus diefen Gleichungen © wegjufchaffen, müßten sin 6) 
und cos ® durch O ausgedruckt werden, worauf man. 
© herausjufchaffen hätte. Eine endliche Gleichung wür- 


de man aber doch-nicht erhalten. - Allein dieſe mühfelige 


Rechnung ift nicht nothig. Es ift bier, wie mehrmahls 


der Fall, daß die Nelarion zweyer Größen mittelft einer. 


dritten, wie hier durch ®, deutlicher dargeftele wird, Als 
durch eine Gleichung zwifchen ihnen allein. 

I. Man jiefe M Q fenfrecht auf die Are ED, 
er laſſe die Coordinaten EQ—=t; QM—u feyn, 
o iſt 

tzalı+ cosh) 
u=a(r—0P-+sınd); 
ober, wnnm—P—wifl, 
t—a(1T—C085o») 
uma(ar sinw). - 


- 
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Es ſchneide MQ den erzeugenden Preis ERDE in R, 
fo it, MAR =awfreisbogen ER. 

III. Die Area APM iſt — a (40 — — 
+4 Fan. 20). 

Es ſey APM=Z, ſo iſt d2= ydx, gr Qua⸗ 
dratur der krummen Mien) Muniltdx . . 
a(t —⸗ cos )d46, alodZ=a”(ı — cos P)? dö— 
| a? (1 — 2008 + c05s9?)d9 = 
| a ( -2cos 0 + 40082 P)dQy 
Daraus Rirch Tintegration 2a? (29 —25ind 
+4sin 2), mo die Conſtans Mull iſt, (ſ. Differen⸗ 
tial⸗Formelg, 31, woraus umgekehrt die Integrale flie⸗ 
fen, und Goniometrie, 36.). 

IV.. Die Fläche der C ykloide it — 3 rat, oder drey⸗ 
mahl ſo groß als der Inhalt des erzeugenden Kreſes 

Denn wenn PM ın DE gefegt wird, ſo iſt OP =, 
und sin® =o, sm 20 — 0; alfodie Yrea ADE 
—4#r a?, und die Nrea AEB—=3r2a%, 

— Die Area EOQOM it =a° (sinw (r —Icos) 

w(2 — cos w)), oder E 0M=. 

a (sin pci+ #008 9) + (m —9)(E + eosP)]. 

‚Sie fiylz, fo itdZ=udt, ——— wdw, 
iſt, ſo iſt 

2as (v-4 ns — 

Es iſt sinwdw == sinw — w60Sw, wie mar 
fih durch die Differentiation. -verfichern: fann, und 
Ssinw. du /( 2 — Icos2w)dw = 4tw-—4sin sw 
— Zw — #,5inw.cosw, Hieraus folge Die angegebes 
ne Kormel. Der Werth der "Area E QM wird auch er⸗ 
halten, wenn man die Mrea AP M und das Rechteck 
PMOQD bon der Area ADE abzieht. Das Nechterk 
it = (ra—x)y 

VI. Es werde EC von H halbiert, und die mit der 
Grundlinie parallele HI gezogen, fo iftdie Area EHE 
— 3 a? sin = dem gerodlinichten Dreyaf DHh. 

Denn da hier t — Ha, fo ift cos — IJ, un® 
der zweyte Theil der Area So, alſo Au 0. 
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a* sin w ( 1 -Icos ) ⸗ aꝰ sim w., wo io ⸗SGoo iſt. 
Die HI ſchneide den erzeugenden Kreis über ED in h, 
fo ift das geradlinichte Dreyeck DHh=4 a? sin or 
wil DH —=$a ill, 

VIL Es fen durch den Mittelpunct C (Fig. 95.) 
die Parallele CL mit der Grundlinie bis an die Eyfloide 
gejogen, und die Chorde EL, das Segment über EL 
iſt — a2. 

Dem da hier * —a, fo: iſt cos w ⸗ = o,sinwv= 2°" 
und oo Er; alſo die Area ECL — ar(ı ı+-ir) 
Wegen L=a(fr-+ ı), iſt das Dreyett ECL 
ta@(ir+ 1); folglich das Segment — Fa⸗ꝛ.. 

reibnitz hat dieſen Satz gefunden, Huygens den 
Satz VI. 

VIII. Es werde ES (Fig. 96.) fenfrecht aufdie Are | 
ED gejogen, und ſchneide Die verlängerte PM in 
S, fo ift die Aufere Area an der Cykloide, ESM 
= 4a (0— sin. cos.0), oder ESM= . . . + 

4a? (T—O+ sinQ.cosQ).‘ 

Dicieſes folge daher, weil das Rechteck EQMS 
art 1 — coSw)(w + snu) =Za'(w—wcosw 
+ sn u — sin w. cos w)ift. Zieht man davon die 
Area EQM ab, fo erhalt man ven angegebenen Werth 
der aͤußern Area, | 

Sie ift gleich der Summe des Kreisſeckors ECR, 

und des Dreyecks RCQ, oder dem semifchefinicheen 
Raume ROER. 
IX. Die Mormale in M (die ſenkrechte auf die be 
rührende TMt) geht durch den Punct N, wo der er— 
jeugende Kreis die AB beruͤhrt wenn der beſchreibende 
Punet in M ift, 


Denn bie Subnormale it bGerühr. Linie, 42). 


Da dxZa(1—0059)d9, und — 6. d O iſt, 
ſo iſt die Subnormale S a sin G. Es iſt aber PN 
—=MFZasin 9, alfo ji PN die Subnormale, und ur 
die Normale. 
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X Man ziehe durch den Punet D der Are, und 
den Punet R, wo die mie AB parallele MQ den Halb: 
Kreis ERD fehneider, die Linie AD, fo ift diefe par: 
allel mie der Drormale, alſo ER parallel mit der 
berußrenden TMt, | | 
XI Der Halbmeſſer des Krümmung; Kreifes in 


- 4 | 
. — ſey = =p; der Halbmeſſer ber Krümmung 
j 2 k 


=-rspifr=—(1+Pp?) * (Krümmungskreis, 2). 

'sin © : 2 
Dap — 1 —- cos ſo iſt ı-7Pp — 1—c0s9 

2° | 3 I 
— sinzQ9® ’ al a + PII= ro 
Es ift ferner ur. — cot19 (Goniometrie, 38.), alfo 
' "1-cosQ — 2 2238 ⸗ 

dp - dx 

Zsinzo®’ und dp — 
— 23a(1—cosß) sin 3 9 —-44 sin 3à00, alſo 
r—4AasiniO, er 

Es it MN = 2asin# 9, alfoder Halbmeffer der 
Kruͤmmung —2 MN. | 

XII Sin dem Scheitel E ift der Krümmungs : Halb: 
mefer—4a—=2ED. Er ändert ſich beym. Scheitel 
viel weniger als der Winfel ©, da die Sinus der Winfel 
nahe an einem Quadranten fic) wenig ändern .in ‚Ber: 
gleihung mit den Veränderungen der Winfel. Daher 
weicht der cyFloidalifche Bogen auf beiden Geiten bou E 
bis zu einer beträchtlichen Entfernung wenig von einem 
mit dem Halbmeffer 4a oder 2DE befchriebenen Kreis: 
bogen ab, deſſen man ſich alfo zur Zeichnung des Bo⸗ 
gend neben E bedienen fann, Daher ift auch die Schwin: 
gungszeit eines Pendels von der Laͤnge 2 DE, das eis 
nen, Kreisbogen von einiger Größe befchreibr, fehr wenig 


| p=cot}ß9, und dp=— 
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von der Zeit in einer Cykloide verſchieden, und daher 
wird auch die ſtarke Annaͤherung zur Gleichzeitigkeit bey 
verſchiedenen Kreisbogen begreiflich, die auf dem cykloidali⸗ 
ſchen Bogen von jeder Größe vollkommen iſt. 

In A iſt der Halbmeſſer ver Krümmung =o: Das 
heißt, jeder Kreisbogen, der durch A aus einem Mittel⸗ 
puncte auf AB beichrieben wird, liegt über AB hinaus, 

fo flein auch deffen Halbineffer genommen wird. Die — 
rende in A ift fenkrecht auf AB: _ 

XII. Der Bogen AM fen s. Es iſt s — 
4aacı—cos#P), und das Complement EM . 
44a cos 10. ne 

Denn, —— (dx’+ dy® I); ( Kectification Da 
dx=a(1 — cosP)dP, und dy=asin®: d0, fo 
ift ds? —= 2a® (1—cos:P)dP’—4a2sin4Q.dd:, 
alſo ds — 2asin}9.dP, und daher s = const — 
4a cos 0. Wenn 9 = 0 iſt, fo iſt auch 30=o, 
und cosz P = 1, aljo Const= ya, unddaherr . : 
sZqa(1—cos}P). 

Die halbe Eykloide AMEift — ga, ba für dieſe 
9 = iwey Rechten iſt. Alſo iſt der wagen; EM 
= 44200530: 

XIV An dem Halbkreiſe DER if der W. DER 
—-Z3DCR=309; wRE=DRX 00 DER 
— 2acos#9. Xlfo ijt der cyfloivalifche Bogen EM 
— 2chord, circ: ER. | 

XV. Die Fläche APM drehe fi) um AP, fo iſt der 
Inhal⸗ des dadurch erzeugten runden Körpers ia 

=ra3(30— '"!sin$-+3sin®cos® - Isin cos?) 
=ihr309—45 sinO-+y snad- sin3$). 

Das Solidum fy = zZ, pitdZ—=ry’dx, 
. Eubirung) das it dZ= rad (ı —cos9)5 ddY 
—rad(ı —3cos® + 3 cos P* — cos 9’) 40. 
* iſt wie man ſich durch die Differentiation, verſichern 
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[eos ®. dö==sin® | 
Jcos$’.dP=%sin$cos® +49 
[cos 9°: 49 —4sin 9 cos$? + 2 sin. | 
Aus dieſen Integralen wird unmittelbar der erffe Werth 
des Tintegrals Z erhalten; der zweyte wird aus der Vers 
mwandlung von sin ©, cos O, und sin 2 ®, cos Q 
4 Soniometrie, 27.), hergeleitet. 
XVL. Eben diefes Solidum ift auch +4 a5 Ang; 


nv (det day HIV eRay- N) 


Man muß nämlich in der Differentialformel 42 
— 7y40 das Differential des Winkels durch dy aus: 
drucken. Day=alı —cosd), fo iſty Sasin . dI. 
Eben daher it a — y — acos , alſo a⸗ — 2 ay - y* 
— a°’cos P*, und aay— y’—=a’sin®”, oder.— 
| v( 2 ar — y ’)=äsin . Jene Differentialgleichuns 


dy 
| durch Bee Gleichung dividirt, giebt 7 — — 
my3dy ._ 
=ap Sorgtidh if V(aay-yy) ! 
Aus dem Artikel; Integralformel (45 und 34) iſt 


ady .. je 
vs =—4y’V(zay-yy) 
af Fr 

. V(zay—yy), 
—1y Very) 
IN ydy 

I — — — 
wer V@ay—yy) 


..ydy | 
I vVaayyy =—V(say—yy) | 


. .dy ’ u 
— — 772 


bi dy 
Ya). 
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Auch iſt Belle! 

Ar TER RE) 4 
| / viaay sy), en a" 
Daher iſt durch fucceffive Subſtitution, 


LA ARE EG ER | | 
Van 
—(4y? + 3ay+4a’)< V(2ay—yy) 


— — 
IA — 
+ 3a? Ang. ——— — 


Die Const. iſt hier = 0. Das Integral mit * multi—⸗ 
plicirt giebt den Inhalt eines unbeſtimmten Abſchnittes 
von dem durch Umdrehung der Cykloide um die Grund» 
linie erzeugten Körper; | | R 

Da y ⸗ a (— cos O), mpY(saax—yy) 
—asın © iſt, fo läßt ſich jede der Formeln in XV, und 
XVI. aus der andern leicht herleiten. % 

XVII Der ganze Kötper, der durch Umdrehung der 
Cykloide um ihre Grundlinie entſteht, it — 5m ar, 
Der Cylinder, deſſen Höhe dieſe Grundlinie, sr a, und 
Halbmeſſer die Are der Cykloide, 2a, iſt, hat ven Inhalt 
gr’ar, Jener verhält ſich zu diefem wie 5:8. 

XVIII. in unbeſtimmter Abfchnite des, Körpers, 
der durch die Umdrehung der Cykloide um ihre Are ent— 
fiebt,, nämlich der durch die Umdrehung ver’ Area 
EQOM entitandene, iſt — ralZw’ — 2cosw) . 
+ zw (su — sin2u) — 4 sin w. sin. 2w 
+ 3008w— 4005.20 — 13), wo w das Complement 
des don dem Puncte auf dem wälzenden Kreife befchries 
denen Winkels Gift, namida=r—0. 

Es ift die Abfie EQ—=t—afr — cösw); die Or. 

dinate QM—=u—a(w+ sinw); auch fen der bon ROM 
befchriebene Körper =Z, fo itdZ2— ru’ dt, das iſt 
di —rai(u? + zwsinw + sin w’) sinw.de, 


Nun it 


6ses Cykloide 

Je: sin w. \daoz—n?coswt 2.fw ons. dw 
Næ cos d sin w + cosw | 
'a/wsinwidu=/w(1— cos2 w )dw 
Es 
[sin w.daZ— — Zsin w* c0sw—35Sw;, 


wie aus der Differenitiation diefer Formeln erhellet. Die 
dritte enthaͤlt bloß eine goniometriſche Subſtitution. 

Aus dieſen Integralen ergiebt ſich der angegebene 
Werth des Abſchnittes des cykloidaliſchen Körpers. 

Die Conſtans — 44 iſt zugeſetzt, damit das Integral 
Zo0 ſey, wenn wo iſt, wofür cosw und cos 2 w je 
ver —ı fine: 

XIX. Der Anhalt des ganzen; vor der Eykloide 
durch die Drehung um die Axe beſchriebenen Körpers iſt 
— xaꝰ (4x —4). Der Inhalt des Cylinders über der⸗ 
ſelben Grundflache mit derſelben Höhe iſt *. x a’.2a 
— ma. Es verhält fich jener Körper zu dem Cylinder 
wiegm? — 4: 72. Dieſes Verhältniß hat ſchon Ro— 
berval gefunden. Torricelli gab es nicht ganz richtig an, 
da er es wie 11: 18 ſetzte. | 

xX, Die Oberflache des cykloidaliſchen Konoids, 
das durch die Umdrehung des Raumes RQMum B 
entſteht, iſt 
—q4rat(z2wsintu- 3cos} w—1cos$w—ß), 


Die Oberfläche eines nnbeſtimmten Abſchnitts dieſer 


J dü 
Slähe ſey = s, und =p,piftds Be re 


—oarudtV(i-+p?); (f. Complanation). Es iſt 
du —a(ai 4 cos«)da; dt=asınw. dw, alfo 


1 + cosw 2 4 2c0Sw _ 
ER: — x 2 — —— ——— 
P.— sın (u d und +P =+ j sın w? 


— zcostw?, En: — 2 cos J 
— — alſo vlirp)S —— 


I 
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Daher iſt A6 —ara?(w +Einw)coslu.de. Zu 

der Integration diefer Formel find folgende Snregralfors 

meln erforderlich: Ä 
Swcosfw.dwu—rwsinfwutgcosfu | 
[sin w: coszw.dwu=t/sin $w. do+3$sinfu. de 

= 4cos$w— costw 
Daraus iſt 8=gra®t (ausin$w + 3caSFw 
— Fcos Jo Const:), KürSoiftw=o, sintw 

—0, coslw=ı; ce ‚ alio Constt —— 
XXI. Die Oberfläche des ganzen eykloidaliſchen Ko⸗ 

noids iſt — 4742(25 - 4) 

XXI: Joh. Vernoulfi beinerkte, daß unzãhlig 
viele Segmente zwiſchen einem eykloidaliſchen Bogen und 
ſeiner Chorde, und auch unzahlig viele Abſchnitte zwiſchen 
zwey der Grundlinie parallelen Chorden ſich finden laſſen, 
die, jene geometriſch, dieſe algebraiſch quadrirbar ſind, ohne 
don der Rectification eines Kreisbogens abzuhangen. 
Es ſeyn (Fig. 99. Tab. VIL)EQ,Eg; wen Abſciſſen auf 
der Are vom Scheitel, QM, qm die zugehörigen Ordina⸗ 
ten. Man nehme den Linterfchied der zugehörigen Flä— 
henräume EQM, Egm aus V, und fee den Theif 
der SSormel, tmelher die zugehörigen Winkel enchält, 
==o, foijt der übrige Theil, der Abſchnitt QMmdg,algei - 
braifch quadrirbar. Die zu den Areis gehörigen Wine 
fel ſeyn w und now, fo muß ſeyn + — cosw — 
n(#=-cosnw) Iſt meine ganze Zahl, fo wird cos w 
durch eine algebraifche Gleichung gefunden, (Goniome⸗ 
trie, IV. Siem eine gebrodyene Zahl, fo it die Gleis 
hung für cos w frandfcendent, (eb. daſ.). Bernoulli 
- Täßt jwar n audy eine gebrochne Zahl bedeuten. Oppi 
T. IH. p. 337, 

Man ziehe durch den Scheitel E Pie beruͤhrende 
PEp, und nehme fie zur Abſciſſenlinie, worauf die Or⸗ 
dinaren PM, pm fenfreche find: Wenn Ep mit EP 
auf derfelben Seite liegt, fo ziehe har den Werth des 
Fleinern Area Epmrvon dem der größern EPM ab, nach 
der —— VE, fo has man den Werth des Quadri⸗ 

Qua 
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lineum PMmp. Das geradlinichte Zrapezijum Mm p 
it =3(PM-+pm)Pp: zieht man von diefem das 
Duadrilineum ab, fo bleibt das Gegment‘'Mm jwifchen 
' beim Bogen Mm und defjen Chorde. In dem Werthe 
defjelben fest man den von den zugehsrigen Winfeln 
abhängigen Theil —o, fo ift der Übrige geometrifch qua: 
drirbar. Wenn w und w' die zu den Segmenten gehöri: 
gen Winkel an dem erjeugenden Kreife find, fo muß 
cosw + cosw'—ı feyn, Damit der von den Winfeln ab: 
Bängige Theil verſchwinde. | | 

Fällt Ep auf die entgegengefegte Seite von K in Be: 
ziehung auf EP, fo nimmt man die Summe der cykloi— 
 balifchen Slächenrdume EPM, Epm, und zieht fie 
von dem Trapezium PMmp ab, und e3 bleibt das cn: 
Eloidalifche Segment MEmM übrig. Soll diefes ges, 
metriſch quadrirbar feyn, fo muß ebenfalls‘ feyn cosw 

+ cosw'=ı. | | 

AXIV. Die gedehnte und verfürzte Cykloide laſſen 
ſcch auf eine ähnliche Art, wie die urfprüngliche behandeln. 
Man 'fege die Grundlinie AB niht —2 ra, fondern 
=—2mra, ſo daß fie langer oder kürzer als.der Umfang 
des erzeugenden Kreifes fen, nachdem m größer oder Fleie 
ner als die Einheic if. Der Weg AN (Fig. 96.), 
den ber Kreis bey der Wälzung auf der Srundlinie zurlich- 
gelegt hat, verhalte fich zu dem Kreisbogen MN zwifchen 
dem befchreibenden Puncte und dem Berührungspuncte auf 
AB ebenfalls immer wie m:ı., fo befchreibt M eine ger 
dehnte oder verfürzte Cyhkloide. Es ift nun AP—x 
=a(m$ß—sinP), und PM—y=—a( I—cosP); 
ah EQ=t=alı—cosw), un QM=u= 
almu-+ snw), 
XV. Der Halbmeffer des erjeugenden Freifes 

Cd (Fig. 97 u. 98) fey —a; der Halbmeffer des Krei⸗ 
ſes DFE, deſſen Umfang der Grundlinie ab gleich iſt, 
fey —=b, die Abfeiffe aP, die Ordinate PM, fo ift die 
Zangente des Winkels der Mormale MN mit der Ordie 


asin® 
nafe PM, tang PMN= "D-a00s® 
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Die Tangente des Winkels der Normale mit der Or⸗ 


| d 
dinate iſt — —-, da die Subnormale PN = | 
17 ift, (berlihrende, 42). Dun iſt dx — 
N ..d 
am-cosP)dP;unddy=asinß,dd,alfoift-,—- 
sin® | 





— 3 Der Umfang des Kreiſes DFED iſt 
—arb, Da dieſer der Gruntlinie gleich iſt, fo iſt 
2 b a4m a, und daher m T Setzzt man die⸗ 
F re a A äsin® 

fen Werth fir m, fo ift — 
XvVI. Hieraus ergiebt ſich folgende Conſtruction 
für die Normale. Man ziehe durch M mit der Grunde 
linie die parallele MQ bis an de, welche den erjeugenden 
Kreis in A fchneidee DaMP=a(ı—cosd) ift, fo 
it dQO=alı —cosP); ald CQ=aecosQ, und der 
Winkel ICR=P, fpig, wenn dOQ fleiner ale dCz 
ftumpf, wenn dQ größer als dC ift, ald wodurch cos © 
negativ. iſt. Man ziehe buch D, den Berührungspunce 
des Kreiſes DFED mit AB, na R die gerade DR, 
fo. ift in dem Dreyecke DCR die tang CDR 


‘ 


aAa sin 
nn Ctrigonom. Formeln), alſo W. 


RDC=PMN, und die Normale MN iſt paralleh 
mit DR: 


XXVIL In der gedehnten Cykloide (Fig. 97.) 
ſchneidet DR den Halbkreis d Re zweymahl, den Ve: 
rũhrungsfall ausgenommen; alſo ſind an dem Theile der 
Cykloide von a bis a je jiven Normalen, folglich auch je 
zwey ‚berlihrende, einander parallel. Man jiehe von D 
aus Die beruͤhrende DH an ben Halbfreis dRe, fo iſt 


2 Epklotde 


nur eine Normale, welche dieſelbe Sage gegen ihre Ordi⸗ 
nate, wie DH gegen DE hat, Zieht man durch den 
Berihrungspunet H die parallele HK mit ab oder AB, 
fo trifft dieſe die EyEloide indem Wendungspuncte K. Denn 
don dem unterfter Puncte a bis K nimmt der Winfel der 
Normale mit der Abfeiffenlinie, von dem Anfange ver Ab⸗ 
feiffen an, genommen, ab, und Daher ift ver BogenaK con 
ber gegen dieſe; jenfeig nimmt der Winkel der Mor: 
male mit der Abfeijenlinie wieder zu, und der Dos 
- gen iſt concad gegen ad. (Concay und Convex. 3.)e 
XXVIII. Diefes folgt auch aus der Regel (a. a. O 11.), 
„bie wir hier zur übung in ihrem Gebrauche anivenden 
wollen. Der Bogen einer Curve iff conver gegen 
die Abfiffeninie, n wo — tive Ordinaten, wie hier, der 











ad’ Y 
Quotien 72 concav, wo berfelbe negativ 


ift. Dabey ift dx — Dadx—=ı(m— 
cosY)dd, und d?x=o, fo iſt o={m—cos 0) d“® 


sin 6. d02, alſo d9 = 


Aus der Gleichung dy—asin Q. dp folge ut Le * 
a cos C. 62 4 asimn . d20, das iſt, 








asinp? 
 d?y=Zacos$.dp: — ne — 
a(mcos — 2) 
= — d .. Nunmehr iſt ⸗ * 
ao, —— 
— lm 0059,85 ’ oder = a(cos P—m )3 


An der gedehnten Eyfloide (Fig. 97.) it mr, 
- weil b>a ift, alfo ift ver Nenner, m — cos!d, pofitiv. 


Der Zähler, mcos 9— 1, iſt pofitiv, wenn cos 0 —, 


* 


oder wenn cos ® >_ T iſt; er iſt — o, wenn cos ® 


= 7 ; negativ für cos u s„ und für einen 


® 
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Winkel O, der größer als ein Rechter iſt, unbedingt nes 


a 


gatis, Mun iſt für den Punet K, = 7, weil 
: CH — 
für denſelben co = u iſt. Fuͤr die Puncte 


zwiſchen a und Kiſt cos P > 7 „ und jenfeits Kiiſt 


co 9 << * . Alſo iſt die Eykloide von a bis KR gegen 


die Abſciſſenlinie convex, und von K bis o soncan, fo daß 
in Koder Wendungspunet fälle, u 
An der verkürzten Cykloide (Fig. 98.) iſt ma oder 


b Ä 
— ein eigentlicher Bruch, alſo wird ber Zähler des 


Quotienten, namlich —m cos O nie Null, aber hier 
kann der Renner Null werden, wodurch der Quotient 
unendlich groß wird. Dieſes geſchieht in dem Puncte mx 
der Obale, wo fie von der Ordinate pm berührt wirds 
An dieſer Cykloide «find die Abſciſſen für den Bogen 
amßG negativ, Denn es iſt x Sm — sind. Dieſer 
Werth iſt =o, ſowohl wenn Po, als weun $ » - 
in 
‚= =, voelches Gier möglich iſt, weil m ein eigent⸗ 
licher Bruch ift. Der erfte Winkel gehört zu dem Puneto 
a, der jwente zu dem Puncte @, dem Durchſchnitte mit 
der naͤchſt angrenzenden Cykloide. Ä 
Die größte Abfeiffe ap zu beſtimmen, fege man das 
Differentialoonm P-sin., oder bon sin — m ® gleich 
Null, alſo cos 0. ¶ — Oo, ſo iſt cos O 
Für den Werth von P, der hieraus ſich ergiebt, ut der 


d® | 
Quotient er unenblich groß; für ednen Fleinern Werth 
von @ ill *os.p > m, und der Quotient pofitib, für er 
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nen kleinern negativ. Alſo iſt dort die krumme Linie ges 
gen die Abſciſſenlinie conver, hier concav, und der Wech— 
fel gefchiehe in dem Punfte m, wo die Ordinate eine 
berührende ift, | ei: 

XXX, Der Halbineffer ver Kruͤmmung an der 
gebehnten und an der verfürgten. Cykloide iſt 


._ .(aa—2abcosO 4 bb)? 
= a(a— bcos®) 2 


Es iſt ber Halbmeſſer der Krümmung r = 
“408. wo — TE if erumumungekrei/2) 
Hier ift p = Pr 
— er ee 
ar dp, 

dx _ alm—cos®)? 


u a — meap— 3 felslig 


ferne dp = 








h 3 | | 
Fee nett taz ori), In diefer Formel 


fege man für m feinen Werth, — und multiplicire 


Zähler und Nenner mit a3 oder can?, fo erhält r den 
angegebenen Werth. Der Zähler kann überhaupt pofitiv 
oder negativ genommen werden, weil eine Quadratwurzel bei⸗ 
des ſeyn kann. Die Größe aa—zabcosp® + bb iff.aber 
pofitiv, weil ab norhwendig Fleiner als 4(a+ b)?, und 
daher zab Fleiner als aa bb, und noch mehr 
sabcos® Fleiner als diefe Summe ift, 

XXX. An der: gedehnten Enfloide tft in K, wo 


I a * 
cos 0 = zu ober Zilk, der Halbmeſſer ber, Früm⸗ 


| Code a 
mung unendlich groß; ina, wo cos $ * n ift derfelbe 
— — om, im Scheitel €, 100 cos =— LI, 
iſt derſelbe = + wor e 

An ber verkürzten Cykloide ift in m, wo cos9—m 
= ef, ber Halbmeffer der Krümmung =(aa-bb * | 
in a iſt derſelbe — — ——— ine iſt a. 
G+b) 

A 


=+ 


daß ein pofitiver Kruͤmmungshalbmeſſer zu einem con« | 
caven Bogen, ein negafiver zu einem converen gehört, 
In dem Puncte m (Fig. 98.) bleibt‘ das Vorzeichen 
weg, weil hier der Übergang von dem Convexen zum 
Concaven gefchieht. RE: ; 
XXXI Die Eyfloide hat die Erfindung einer andern 
frummen dinie veranlaßt, welche zuerſt die Fleine Cy— 
floide hieß, bernach aber den Namen, Gefährtinn 
ber EyEloide (Cycloidis socia) erhalten har, Ehe⸗ 
dem hat man ſich wiel mie ihr beſchäftigt. Ihre Eone 
firuction ift folgende. Mit dem Halbmeſſer AC (Fig: 
100.) fen ein Kreis ANBA befchrieben. Auf vem 
Durchmeffer AB errichte man in irgend einem Puncte P 
die fenfrechte PM, welche ven Halbkreis ANB in N 
fehneive. Dem Bogen AN fege man die Ordinate PM 
gleich, fo ift M ein Punct dieſer krummen Linie. Ihr 
Unterfchieb von der Cykloide beiteht darin, daß hier die 
Ordinate PM dem Kreisbogen AN gleich iſt, Dagegen 
an der Cykloide EAM (Fig. 96.) die Ordinate QM 
— dem Kreisbogen DR + Ordinate am Kreife QR ülte 
Die Ordinate BD im dem Endpuncte B des Durchmefe 
fers ift gleich Der Länge des Halbfreifes, wie an der Ey: 
Floide, -Die Gefahrtinn beſteht wie jene aus unendlich 


* Die Vorzeichen find fo genommen, 


\ 


— 
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vielen wiederholten gleichen Portionen, weil zu bemfelben 
Sinus verfus unendlich viele Bogen gehören. 
Es fen — AP=x; PM=y,filty 
A —x 1 adıx 
w= Arc.cos. r ; und y= 5 } 


' ! 


Sin E, wozu die Drdingte CE durch den Mirtelpuncr des 
Rreifes C gehört, ıjt ein Wendungspunct, "Denn es iſt 


d?y A— X. 
— Dieſer Quotient iſt 








ex: 7.0 (zax—xx)i 


negativ, wenn a>x, und die krumme Sinie iſt concay 
gegen AB von A bis RB. Er iſt pofitiv, wenn a<x, 
al;o iſt die Linie von B Bid D gegen CB canver, 

Die line EMA heißt auch diedinie der Sinus. 
Wenn nänlih MQ auf CE fenfrechr gejogen wird, fo 
iſt EQ gleih dem Bogen NF, und MQ, gleich dem 
Iinearifchen Sinus deffelben für den Halbmeffer AC, 
Die andere der EMA. gleiche Halfte für die Sinus 
Der Bogen Übey einen Quadranten muß noch hinzugefügt 
werden. Walis nenne Die Linie AMD lineam sinuum 
yersarum, 

XXXII. Wenn die Drdinaten PM fich wie die Wos 
gen AN verhalten, fo entſteht eine verwandte Linie. 


Ihre Gleichung it y = ma Arc. cos =. e Iſt m 


größer als die Einheit, ſo iſt die Curbe eine Socia cy- 
cloidis (trochoidis) elongata. Kür ein ſehr großes 
m nähert fie fih der Geſtalt einer ſchwingenden Saite, 
bey einer Zotalfchwingung, und zwar mit dem Theile 
AME, und dem ihm aleichen in der andern Hälfte, 
Man fehe Jo. Bemoulli Opera, vol. III. pag. 210, 
{v0 fe für bie Kigur einer. ſchwingenden Saite felbft ers 
klärt wird, Richtiger aber wird diefe erhalten , wenn 
bes des Kreifes eine Ellipſe genommen wird, deren hals 
e Are GE — mit einer ſehr kleinen —— 


— 
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Mon der Evolution der Cykloide. f. Evolution. 
Die Beltimmung des Schwerpunctes ihrer Area und 
des cenfloidalifchen Konoidg in dem Artifel, Schwer» 
punct Die Eigenfchaft, daß fie die Linie bes fchnellee 
- fen Falles ift, wird in dem Artikel: Variation, vor⸗ 
fommen; die Eigenfchaft, daß fie ein Pendel fich gleich“ 
jeitig fchwingen laßt, in dem Artikel: Sal der Körper, 
in der zweyten Abrheilung diefes Werkes, 

Die Schrift von Wallis über die Cykloide iſt mühſam 
zu lefen, wenn man es nicht zur Vergleichung ſeiner Methode 
mir der neuern viel bequemern unternimmt, In ben Werfen 
der beiden Bernoulli, befonders bes jüingern, ift vieles 
Uber die Enfloideenthalten. Man fehe auch nach Bosco 
vich de cycloide et Lagistica. Romae, 1745. 
Nouvelle maniere de demontrer les proprietds de 
la cycloide par Bossut. Mem, presents, T. 3, 

Noch einige Abhandlungen über biefe Linie in Mur— 
bards BiblL math. Tom. II. pag. 357. In den Wers 
fen über die Infiniteſimalrechnung wird fie häufig als 
Benyſpiel gebraucht, beſonders in.der Analyse des in- 
fin. petits von PHopital! Die Gefchichte derſelben hat 
Montucla ausführlich vorgerragen in feiner Geſchichte 
der Mathematik. 2. Band, S. 52 — 73. zweyte Ausg: 
Er hat dabey benugt die Histoire de la Roulette von 
Pascal, - und Gröningü: historia :Cycloidis, Ham 
burgi 1701, 5 ! | 


‚Enfloimber, Oirculus imbricatus, hohl gebo⸗ 
gener Kreis, ift eine Frumme Linie bon doppelter Krüm⸗ 
mung, auf ber Dberflache eines fenfrechten Eylinders, 
deren Abfeiffen Bogen des Kreisumfanges von der 
Srundfläche diefes Körpers, und die DOrdinaten, melde 
auf die Grundfläche fenfrecht geftelle find, den Orbinaten 
einer krummen Linie von einfacher Krümmung gleich find, 
an welcher die Abſciſſen mit denjenigen ju den Bogen bei 
‘ Kreisumfanges Übereinfommen. . Diele jroente krumme 
ginie gehe durch die Endpuncte eines Durchmeſſers dev 
eplindeifchen Grundfläche Der Durchſchnitt zweyer ap 
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lindriſchen Flachen, deren Aren ſich ſenkrecht ſchneiden, 
und die auch auf ihre Grundfläche jede ſenkrecht ſtehen, 
iſt ein Cykloimber. Frezier hat dieſe krumme Linie bes 
crachtet, und ihr den Mamen gegeben, Traité de Sté 
zeotomie, T. I..p. 42, Zimmermann de curva 
imbricata, Göttingae, 1765. ©. Ötereotomie- 


Cyfklometrie, ift der Inbegriff der Formeln, 
welche die Relationen der Kreisbogen und der ihnen zuges 
horigen geraden Linien darftellen. Sie ift einer der wich _ 
tigiten und fchönften Theile der neuern Analyfis. Denn 
mas vor der Erfindung unferer Infiniteſimalrechnung dar: 
in gethan ift, find nur einzelne, fehr mühfame Verſuche. 
Ich unterfcheide die Eyflometrie von der Goniomerrie, 
welche die Wergleihung der Winkel mittelft der von ihnen 
abhängigen geraden Linien enthält. Die Anwendung der cy: 
klometriſchen Formeln auf die numerifche Berechnung der 
zu den Kreisbogen gehörigen geraden Linien, oder dieſer 
ans jenen, nenne ich Cyklotechnie, welche einen be: 
fondern Artifel ausmacht, um der Üeberficht jener nicht 
hinderlich zu fallen, In dieſem Artikel werden auch die 
Bemühungen der ältern Geomerer um die Kreismefjung 
erzähle werden. 


2. Indem Halbkreife AMB (Fig. 101. Tab VII.) 
fen der Halbmeffer AC—= 1; der Bogen AM =P, def 


fen Sins PM=y; e ift- 
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tenzialgröße verwandle man in eine Reihe nach dem bina- : 
‚mifchen Lehrfage, 13, TV. mo — y* flatt z zu fegen iſt. 
Aus den Gliedern diefer Differential » Reihe entſtehen 
duch Integration die Glieder der in dem Gage aufge 
ſtellten Reihe. | | 
a. Es ift feine Conſtans in dem Integral zugefuͤgt 
worden, damit @ den Fleinften zu dem Ginus y gehörigen 
Bogen bedeute, da Bogen und Ehorde oder Sinus. fich 
deſto naher Fommen, je Fleiner fie find. Die Cenftans 
‘ muß hier Null ſeyn. Wollte man für fie irgend ein 
Vielfaches der ganzen ‘Peripherie fegen, meil für Bogen, 
die um ein folches Vielfaches verfchieben find, Diefelben 
Einus Start haben, fo hatte die Reihe für jedes gegebene 
y unzäplig viele Werthe, 


3. Hierbey kommt in Betrachtung, daß dag 
dy a ady . 
gap: —— has ann für den Halbe 
meffer a, nur bey der Anwendung auf die Geomerrie einen 
Kreisbogen vorftell. Es ift aber allgemein eine analyris 
ſche Function, die auch vorkommt, wo nicht von Kreis⸗ 
bogen oder Winkeln die Frage iſt. In der Reihe ſelbſt 
fann man für y_ größere Werthe als die Einheit fegen, 
ohne daß dieſes etwas widerfprecdendes mit fich führte, 
fo wie auch in der Neihe für die Poren; (1 —yyy#, 
Reihen geben nur die Form der Größen, die dadutch 
dargeftellt werden, ‚nicht fchlechrhin ihren arithmetiſchen 
Werth. Die Anwendbarkeit einer Reihe zur Berech— 
nung muß aus den Umſtänden beurrheile werden. 
4 Es fey des Bogen AM Coſinus CP— x, 
und der halbe Umfang des Kreiſes —r, fo iſt Ix — 9 


| 1.3 RT ' 
—x. Ix⸗ er x° 4 eto, wie in der 
Neiße (1) | 


Denn es iftx der Sinus des Bogens Ir ©, weis 
Her, durch feinen Sinus eben fo dargeftelle wird, wie 
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V durch Eben dieſes erhält man aus der Integration 
dcas® . dx 

der Formel AO = ind 77 75 

worin das Vorzeichen anzeigt, daß die Differentiale des 

Bogens und des Kofinus ungleihnamig find. Es iſt 


. I» 
daraus Const ⸗/ 9 —=x +4-.42°+ rise 


ete. und die Const—&r, damit für xo auch der 
Bogen, Const— P=ofey, und damit Eofinus und Bo⸗ 
gen fi einander deſto mehr nähern, je Eleiner beide 


find, 
— u 60 
5. Es iſt in ꝰ · 75 —55 


go EL. 4 
u FE I ER IT | 

Die wirfliche Limfehrung der Reihe in (1.) mlirde 
ſehr beſchwerlich fallen. Iſt aber nur die Form der ums 
getehrten Reihe befannt, fo ift es durch eine leichte Rech⸗ 
nung möglich, Die Eoefficienten zu befimmen. ‘Daß y die 
Som, AD+BHS+CP°+DPH’-+etc. haben müfe 
fe, erbellet daraus, daß für gleiche entgegengefegte Bo⸗ 
gen die Sinus gleich und entgegengefegt werden. Dar⸗ 
am Eönnen erftlich nicht alle Potenzen von 9 in der Reihe 
G y Statt haben, weil dadurch für entgegengefeßte 

ogen die Werthe ver Sinus niche gleich solirden: zwey⸗ 
tens auch nicht bloß die geraden Potenzen, welche für 
entgegengefegte P dieſelbigen und gleichnamigen Sinus 
geben würden, Die Befchaffenheit ver Vorzeichen muß bie 
Rechnung mit der Größeder Coefficienten zugleich beftimmen. 
Ohne aber auf die Befchaffenheit ver Reihe für den Kreis zu 
achten, kann man biefes folgendergeftalt darthun. Man fege 
y=9-1wpiftu=elp-n)’+p(p-u+ylP-u) 
-+- etc. wo die Coefficienten @, 6, y, etc. der Kürje 
wegen für‘ die Zahfeoefficienten in der Reihe (1.) ges 
fegt find, Die Entwickelung der Glieder giebt eine. 
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Meihe, worin die beränderlichen Rakioren entweder die 
Komm Grmtiutt, oder die, GP" went: ‚haben. Setzt 
man für einen Factor u jene Ruͤhe fo behalten die Glie⸗ 
der eben die Form. Wird nun folhergeftale u aus einem 
Gliede der Reihe nach dem andern herausgefchafit, -fo bes 
hält man nur Glieder mit ungeraden Potenzen von 9: 
Man fee demnach ymAP—BO’+C 9 
— DEP — ete. Db die Vorzeichen richtig ange⸗ 
nommen fen, muß die Mechnung zeigen, Kür dns 
jmeyte Glied iſt es gleich klar, meil © größer als 
yift, es müßte denn. A ein Bruch ſeyn. Wir haben 
| die beiden Differentialgleihungen, xd0 —=dy, und 
ydo—dx, In der zweyten fege man für y die 
angenommene Reihe, fo ift 
— A040 +BOAD CH + DR 
Ed +e.—+dz 
alfo durch die Integration 
a La la a lien 
—— + et, ⸗x, 
wo die Const. —ı if, da für 0O — 0, X iſt. 
Man multiplicire dieſe Gleichung mit dO, fo iſt 
d9-4AP"dp +4BP*d9-3CH°dAP+-EDPIP 
Ä W — „EP!°dO -+etc. ar, 
Daraus iſt | ⸗ 


© _ A + ra : B6r 


EM“ +75 D# 





bs Ep" +etr, 


er Reihe mit der m Y angenommenen —— 
giebs. < 
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A B 
ee = 025 





2— * etc. Folglich hat y die in dem Safe an ⸗ 
gegebene unendliche Reihe zum Werthe. 
6 Es iſt cs pP —ı — 
9° 9° 
en oT — 
Der Beweis Mi in dem bes vorhergehenden Gases ent⸗ 
halten. 


7. Die beider Formeln in ( 3:6.) fließen aus den 
beiden goniomerrifchen (Goniometrie, IV.), 
| sinn P=nsin®, cos Pr”: 
n. —1. ns 
1:94.35 
n,n-...n- 


a 6 — 
4 BITTE sin B°. cos ®* 


04 
1.2 + 1.2.3.4 








— 6LC. 


‚sin D3 cos $ "3 


n.n-I “.. n- 6: 
1:8 «% 7 
4 ete. 
und 


FERN. n.n—ı, 
cosn P = cos — 


I.2 
n.n—1.n—2.n—3, 
Be a er a 


cos jr sin r - 


cos P"4, sin 9# 
I. — J 


n. — 
240 


4 etc, 

tan feße — 10 0; und laſſe n ſchr groß, 
und Y dagegen fehr klein ſeyn, fo daß das Productn O irgend 
einen endlichen Winkel gebe, Go nähert ſich sin ® deſto 
mehr dem Bogen ® je Fleiner ® ift, und cos ® der Ein: 


n-2: 2-3 
heit, Die Brühe —— 3 — — 


+ 





etc. 
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nähern ſich auch deſto mehr ber Einheit, fe größer n iſt. 


| sind cos n—ı ; 
Setzt man nun ſtatt r * 4 — * 





n—2 = —— | | 
a „etc. ihre Granzen, jede = r, und flat n 9 


den Werth w, fo erhält man die Kormeln in (5, 6.), 
nachdem man das Symbol w, mit dem gleichgültigen 9, 
das nun ebenfalls einen endlichen Winfel wieder bes 
deutet, vertaufcht hat, Euler har diefe Deditction ges 
braucht in der Introd. in Anal. Infin. T,L.$, 134. - 
Eine unmittelbare Herleitung der Formeln -(5, 6.) 

wird in der Differenzenrechnung,. 27 — 29 vorfommen. . 

8, In den Formeln für y und x fann 9 fowohl 
geometrifch als analytiſch jeden Werth erhalten, Det 
Werth von y, als Sinus des Bogens P, wird —=o, 
wenn O =0; +; tz2r; —3r; +473 etc, ift, und 
ein pofitives Größtes, oder ein negatives Kleinftes, die Ein- 
beit, für 9=-$r7; +47; +47; ete, Der Werth 
von x, als Coſinus des Bogens 0, wird =o, wenn P 
—+tsr; +47; +87; etc, iſt, und ein pofitives 
Größtes, ober ein negatives Kleinſtes, die Einheit, 
wenn 0 — 0; tms ter; +37; ete. Die negatis . 
ven Rleinften find, abfolut genommen, Größte, | 

Die Gleichung für P, wenn yo gefeßt wird, hat 
daher unendlich viele mögliche Wurzeln, welche find: 
05; +75 275 +37; +4; etc. Die Öleihung 
für ©, wenn x==o gefegt wird, hat eben fo unendlich 
viele Wurzeln, +45 +47; 4375 +Z#5 +etc.‘ 

Eben fo find in einer Gleichung für irgend eine Größe 
z, mit volljähligen möglichen Wurzeln die größten Wer: 
the derfelben abfolut genommen, abmwechfelnd poſitiv und 
negativ, und ihre Wurzeln liegen zwifchen den zu diefen 
Größten gehörigen Werthen von zz Die Öleichungen 
für x und y find alfo als Gleihungen mit vollzähligen 
möglichen Wurzeln anzufehen, da die Anzahl der Werche 
bon x und y, für welche die Werthe jener Gleichungen 
Null oder abfolute Größte find, unendlid groß if, wie 
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Der Grad der Gleichung, diefe Werthe auch ganz gleich 
förmig, ohne Linterbrehung auf einander folgen. . 7 
9... In der Formel für ® (1), fege man y=ı, und 


die Binomial: Coefficienten, 3a; — = ß; 





„185 . 2) K ARE . er 
2.6 — O5:980: 10’M. Dei 
Quadrant 3er —Zı +3 +32 +F7Yt5°r etc. 
: Werth laßt fich auf unzählig viele Arten abandern; 

s iſt a 
ai ttctH HB + sy HH ete. 
BirZtrtratsPp rat Zrert ete. 
und uͤberhaupt | ’ 
1.3:.(2m+1T) ', Br BE: 
2.4 --(2m-+2) Ir= am--3 — 
4 6 A 

Maus t amer ro ame re 
Auch ift | | 
1.9..(am-1) ET — I. 
34. 3m m-+Lı — am+ı 2(m+3) 
PESRRRPURE. 
— 4(a3m+5) 6(2m+7) 8(2am+9) 
— EC. ’ | 

Man fehe meine Abhandlung über Die verſchiede— 
hen. Zufammenfegungen des Lmfanges eines Kreifes 
aus denfelben Elementen; im Archiv der Mathem. 
ar Bd. 58 Heft. | ER 

10, Man ziehe in A (Fig. ror. Tab. VII.) die 
bertiprende AT, welche Von ber verlängerten CM in N 

—geſchnitten werde, und fege AN=t, fürAC=ı,fo iſt 

H=t—Hi+ Jr — 477 +5 —etc. = 
Die Differentialgleihung für die Tangente des Bo⸗ 
dt Ä 
gens $==AM, nanlid 9 = — Differential⸗ 
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ſormel 41.) vderwandelt fich mittelſt der wirklichen Divi⸗ 
ſion der Einheit durch ı + tt in diefe, dH—=(ı —t* 


+14 — 16 + — eto;) dt, woraus durd Die Antegra: 


tion die angegebene Formel Folgt. Da das Gränzver⸗ 
balmıg zwiſchen O’und t das 1: 1 it, for muß die 
Con =o fern. | 

Iie Die Meike’ divergirt, wenn t ‚größer als die 
Einheit, ober wenn der Bogen: P größer, als ein halber 
Duadrant iſt. Sie convergirt außerſt fangfam, wenn P 
ein halber Quadrant, und t= ı iſt. Mach Eulers Bes 
merfung,- Comment. Petrop. vet. T. IX. BeB: 226. 
müßte man von ihr 10°° Ölieder berechnen, den Umfang 
auf Loo Stellen zu erhalten, welches eıne. ungeheure Zeit 
erfordern wolirde. Wenn t größer.als die Einheir iſt, 
fo giebt die Reihe bloß die Form des Bogens durch Die 
Zangente, Das Berhältniß d90: dt hart immer diefelbe 
Form ızı 1t, es mag t größer oder Fleiner als die 
Einheit ſeyn. Daher har auch P:t diefelbe Form in 
beiden Fällen. m ® dürch t auszudrucken in dem Kalte, 
da t größer als die Einpeit ift, muß bey der Divifion ver 
Einheit durch 1 + tt in der Differentialgleihung der 
zheil tt zum erften u genömmen werden, 

1. . 5*81 1 


I. Eitp=,r— : + — IT 


er F 
+7 et | 

| | I EEE — . 

Den dH= (Taten 
-Feic,)dt, 

alſo F 

rt we 1 

9— Conſt —- ia + KL, — +7 u 
_ etc. . 

Die Heiße En ge:o, wenn € F.unmblich groß iſt; alas 

| hans: iſt daher Goni=4rm. 


fen u cotang O, foift ? 
er Henne R 


— 
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Diet Sormel folgt aus der vorheroebenten RR 7 ä 


1 
u - Zi f Coniometrie, 9 ). 


14: & if tangp=H-F 49:4 - Fr BE 


* — 8 © Me 
— — + re 
2.691 ” i 

3.3.5.5.7.9: 11 Pi re Ba 

Man ſetze, wie in (5), t= — ———— 
+d97+ep4+fp" tete, un rap: +Bp* 
+79°+50° + :9'° +etc. wo die@oefficienten a, 8, 
etc. durch a,b, etc. gegeben find, Da dı=(1H?)d9, | 
fo iſt 

j EOHE HEBT HH HM 

Es iſt aa’; B=2ab; y=2ac+bb;. 


+ 


d—a2ad+tabe; : —=2ae-+-2bd+cec; 


—aaf+2zbe+t2cd; etc. 
Diie Vergleichung der gefundenen mate für t mit 
der angenommenen, giebt- 
a=ı; 3b=a; 3 — 1a; ge=i, etc. 


folglich ift 
a — 13 sb=a; .. 
5sc=2ab;  — 2actHbb; 


{ 


ge=zad-+zbe; & 

sııf=2ae+2bd+cc; 

ı3g8—2af+2be+t2cd; 

ıssh=2ag+ ee 3 

etc. gr 4.07ꝰ un 90 
Wenn die Stellen der a, b, e, etc. durch 1, 2, 3 

etc. bezeichnet werden, ſo ſind in jedem Goefficienten alle 

Eombinarionen je zweyer vorhergehenden enthalten ‚deren! 

©tellenzahlen zufammengenommen die; Stellenzahl jenes 

— von ihren Vꝛrſe huneꝛadien begleitet. Die 
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Summe aller wird durch 20 — 1 dividirt, wenn n die 
Stellenzahl des. Coefficienten iſt. Da jeder Coefficient 
aus allen vorhergehenden zuſammengeſetzt wird, fo ent⸗ 
ſteht daher die ſcheinbare Unregelmäßigkeit der numeriſchen 
Coefficienten, deren Geſetz inzwiſchen gan; faßlich iſt. 


15. Es ſey ———— iſt 
1 2 
a Vera Lime — — 
— 





— 
3.5.5.7-9 3.8:3:.5.7.g.11 
\ I 
Oꝛa — etc, 
——3.3.5.5.7.7.9:9- II. 13 
Die Reihe fuͤr u iſt der Quotient von r — Bun 


die, Reihe für t. Das erfte Glied iſt alfı Man 





ſetze u= ee 09, 


— for! —etc. wo bie Werthe von a, b, c, etc. andere 
— als in der Reihe für t. Man ſetze auch u? — 


ſo iſt 

4 —243 ee 
h —— iee 
——rctzadtabe; | 
g=—rfrzaerabdtcc. 

etc; 


Daum =: enaus⸗ Falten 


teil — 


u=— — + EP — —— — 


— CC, 


tete hr Högite ren 


alfe erfefefir du die Reife 


\ 


07 Erfiemetiie“ 

und ir BE 

u= u —(1+)9 — 48 479° —4597-ets. 
Die Vergleihung diefer Reihe mit der angenommenen 


giebt 
a—ı ra=ı—aza 
+b=ß=—2ab+taa 
50 —y=—ac+zab 
dei=—2d+t2acHbb 
ge=ms—m—se+zad+a2bc 
etc. = — 
Das iſt 
24453 — sb=aa 
7,2ezeaab; gd=2ac+bb 


sre—zad+tabe; ı3f=rae+abd+rcc. 
158 —2aftobe+ta2cd; 
— 20e4 d d; 
etc. 

Das Gefetz der Formation der Eoefficienten fir bie _ 
Eotangente ift daffelbe, wie für die Eoefficienten in der 
Reihe für die Tangente, außer daß Die, Diviforen andere 
find. F 
16. Die Bernoulliſchen Zahlen ſeyn A, B, C, 
ete. diejenigen, welche in dem Artikel, Bernoull. Zahlen, 
durch A,.B, C, D, etc. bezeichnet find. _ Die Vertau: 
ſchung der, Buchjtabenzeichen geſchieht, um Verxwechslung 
mit den Coefficienten in det Reihe für sin ? zů verhüren, 
Es ift daſelbſt C 7.) gefunden 











( — 242Be GC 
= — 1.2 0 
ee 2D 2— 
— .6 —— — ae 1.2..10 9 


em: man Gier em 9, fo ift tig 
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1 PER 2. 7 
| rd o 1.2 ? 1.2.3.4: 
43.6 4.. D LE 
— m AA 9 
* 1.2 ...6 be b 1.2.8 e Ta 10 ® I 
— et 
17. Da tang Scot 0 — 2cot 2 0, GGoniome⸗ 
2 a sn HD 
trie, 4.) und 2c0r 2 0= a ur ers 
4°. € ET — 
— — 9° — etc. iſt, fo wird durch die Subtrae⸗ 


tion biefer Reihe von jener erhalten, 
RER 4a —ı)A_' 4 (4 — 1)B 
ung? = 1.2 vr ee a > 
15 ( — oe | 
+ HEISE 9, KEZUS gr den. 
18. Da die Kormation der Eoefficienten in den 
Reihen für tang P.und cot © einfacher it, als die For— 
marion der VBernoullifhen Zahlen, (a. a D. 9.), fo 
fönnte man eher diefe aus jenen, als jene aus diefen zu⸗ 
fammenfegen. Der Zufammenhang zwifchen jenen Coef⸗ 
ficienten und denen des niedrigften Gliedes in den Gum- 
men der geraden Potenzen ganzer Zahlen ift ſehr merke 
würdig. E | Er 8 
19: . Die Goefficienten in der Reihe für die Tangente 
haben insbefondere eine nähere Beziehung auf die Aggre⸗ 
gate der ungeraden Potenzen der narürkichen. Zahlen mit 
abwechſelnden Vorzeichen (Potenz IV.). Diefe Agregatı 
ſeyn, abfolur genomnien, ohne Rückficht auf ihre wechſeln⸗ 
den Vorzeichen, P,Q, R, S, T, etc. nämlidy P für 
die erften, Q für die zweyten, R für die driften Potenz 
zen, u. ſ. f. ſo iſt | | EEE 
?r—=H 11035 B; R= 6; 


Be ER 
s= r 98T=77 E; ete, 


y—ı 











— 


Fr 
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(a. a. D. 11; von ber Änderung der Symbole iſt ber 
Grund die Berfiitung einer Verwechslung mit den hier 
gebrauchten). Alfo ift u — 





* 4° EI | J— 
mt ER 
a Er 2 0 s0o+ — TO) + eto. | { : 
4 1..7 1.9 = 


Die Pelationen der Größen a, 6, y, ö; etc, (a. @ 
D.9.), welche jene Aggregate von Porenzen, durch die 
Producte der natürlichen Zahlen, 15 1.2; 1.2.35 etc, 
dividirt find, und die Relationen der Coefficienten in der 
Reihe für die Tangente, a, b, c, etc. find: einander 
ganz ähnlich. Mur ita—r, und a=ı. Gest man 
az4e;b=4’B; c—=a5y; d—= 445; u. fi f, fo ent 
ſtehen aus den Nelationen zwifchen a, b, c, etc. die 
zwiſchen a, B, Y etc, a. a. — un | . 

20. Die Gleichung — +19 + ze 
+ etc. aus (14.) bat gar Feine mögliche Wurzel auffer 
9=o. Dennder Werth derfelben, der die Tangente,t, iff, 
nimmt zu, fo wie P zunimme, mit einem beftändig gro: 
Bern Verhälmmiffe der Zunahmen , und wird nicht hega« 
tiv, obgleich für P> 4 die Tangente negativ if. Man 
Fann auf fie das nicht anwenden, was von den Gleichuns 
gen gilt, die aus den Werten der Ginus und Coſinus, 
wenn diefe —o find, entſtehen. Wenn eine; Gleichung 
lauter mögliche Wurzeln haben foll, fo müffen ihre Werthe 
von o.an bis zu einer gewiffen endlichen Größe, abfolut 
genommen (ohne Nückficht auf ihre pofitive oder negative 
Beſchaffenheit), zunehmen, dann wieder abnehmen, null 
werden, wieder zunehmen, und jenen enfgegengefeßt wers 


den, fo oftmahl als viele Wurzeln vorhanden find, 


— 
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* 2 (2-1 A. 


ar ‚& ee e. 2. 


ED ge „lt 9 8 — 


4 » 
2 (27 —ı1)D Zur h % um 2 u 
I er er a „AR Ser Zr Fo 


Dieſe Formel folgt. a u Gleichung ..y... . 
eösec De cot ð - (Goniometrie, . w | 


Es iſt seit — er — ot 


23.4 
F Ci; .: 1. "294! :5 1 a j:r,»° 

: « — — 6 * REIN, 1 2,0: i? 
er 9 + — oe * * GE 
2 I R ee u *4 

+ ER En gia F etc ' a. Be 3 





Denn es iſt sec P.= = * 7 Man fie cos — 


— — — 1.40 etc, und sech— 
1 +ap? FR +YO + SP +.etc. ſo iſt das Pro: 
duck beider Meihen -— 1. Daraus * f ich fols 
gende Gleichungen 
aa RER 5 a — 
_B=ae—b, wi. BER TU TER, 
y—aß—bare | a ML 
it Seay—bh-pea—d ee 
*a - miete. — — 
— otcq. * er 
wen hireiie= hi etc. im 
Oder die Coefficienten & ß, etc. machen" — — 


laufende Reihe aue, deren Scale der Relation if - _; 


Ö e - 


— — % — — etc . . 
—— 1 6? rei i 


\ 


23. ‘2 ift log. nat. sin OH =log$ = nd 9* 


Dr 2 ED ar 
ven 44 Fr | ’ Zar 9 2w3 pe 

2°C . 1 10 — & u 
— ‚a8 6 er 


d 
» Denn es ſey in 8, ſo if d log. nat. y= 
Es iſt aber dy= a cos®d% ; alio dlogy= 
cot O. I. Daher iſt es nur nöthig, die Reihe für 
cotD in (16.) mit d O zu multiplieiren, und dann das 
Product zu integriren. "Die — für cot 9 iftnäme 


lich der Differeneialguotieng, 5 ar u I, burch eine Fun⸗ 


ction von ® — 


1.2 vi A 
4: Be F tie; 
— 4 — 
75 ae — ie 
4r I — we 
- L = nD. 3 9% — etc. 94-22 % 


Denn es fey x—=cos®, fo, iſt dlog nat ** 

"dx sin. dd —— 

x — — c0sP ——— —ñ— — tang-P®. — Die 
Reihe für tang © in (17.) giebt als — 
den iger bon cos. 


Es iſt log. nat. tang. P=10g9 z j * 


DE — — — 
— 
Mare al 


* 
% 


+ etc, 
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Dem v tang 6) nt it, e iſt og. ung d 

== log. sin P—log.cosQ. 
ah; Die in (5.) für sin. © gefinbene Heiße, 2 4 
9— 39° + 135 9°—eto, er (1 —5P’+ * —8 
—S ertẽ.) wird Dill, wenn für_® ‚entweder. o oder ein 
Vielfaches von + geſetzt wird) durch jene Annahme dee 
eintheiltge Factor 9, durch die andere der infinitinomifche 
Sactor. >: Erhalt der Bogen irgend einen andern durch P 


bezeichneten Werth, fo ift ver Werth des — | 
Factors p; 


=u-z ur 2) (1-2) (+50) 


wo der Quotient * alle ganze Zahlen nach der Reihe 


zum Divifor erhält, en ſowohl additiv als ſubtractio zu 
nehmen iſt. CGleichung. X.4). 
Die Reihe fuͤr den cos ®, nämlich 1 —; 2.6 
+24 9% — 359° +.etc. wırd Null, wenn P. ein unge 
rades Vielfaches von * iſt. — der Werih die⸗ 


fe Reife a + I c— =). 
“+ en) Chu car —— ice 1000 „ger 


Quotient 20 ‚alle ungerade, Zahlen nach bie e Hefe zu 


Diviforen "nbäle, und mit beiderley Vorzeichen zu neh⸗ 
men ge PM 


Es verhalte fh $ kim Quadranten oder jung 
= —* wie min, 1: daß :O m —- — — und 
es iſt | 


rs Eyetomörie 


mr. .mr .2näöm an-im 








C sine . — — u Pre 
ee 2n 2n van’ an 
„ Hm  gntm G6ni te 
IE Pe A rege Te 7, sete * 
u 4m 7 An tr on ß ‘ 
mr n-m n-+m, 3n- 
eös — — nom ntm,, m mn un, - 
IE2/ 7 EEE . vu Rn. AIX ER se. 
2 ES 
F BEA SEE EI Er Ge eh on oo e — ec 
| in ‚52 
28. E⸗ iſt auch 
_@—m)r n+m 3n-m auhm , 
co8: — ———— — — 
an * 2n 2n ° an 4n 
yon Fan t, SEIT A) * 
RE sm. 5 ph SRHm, ni.‘ 
rn an. — 
Vor Fa — — — ‚on te 
.. mr m 2zn-—-m am * 
sın — —2 — — — — — —— 
20 n t ‚na 223 3n — 


4n--m .4n Em —* 








— ——⸗ .®, - gruen ı he ——— * 4: X* 1 
j) mM 7 ) — —* — 
Denn es iſt sin — = cos — —)— 
ir am Gr "Zn 
2 n-=-m 2 ® a “X mw“ ) n=m 
an 2 an ie an ” 


Wird in den Formeln (25. flatt m gefeße nm; K 
werben Die, bier aufgeftellten. Formeln erhalten. 


29 . Die beiden Formeln für sin — ober für 
008 — geben mittelſt der Divifionyi aid. oa 


” 133 
I — — — — U 22 
2 2 234 
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2.2.4.4:6.6.8.8:10.10. et. | 
1.3:.3.5-5,2.7:9. 9517. die Ro 

Diefe Reihe hat Wallis aufeinem ganz andern Wege, 
durch eine befondere Art der Einfchaltung gefunden, fiehe 
Einfchaltung, Ä 


30: Aus den Formeln in (27 u. 28.) laffen fich ähnliche 
Formeln für die Tangenten, Cotangenten, Secanten und 


® —— 
alfo — 


ma— en wir oT. 
Eofecanten der Winfel 25 berleiten; auch bie Quotienten 


zweyer Sinus oder Coſinus verfchiedener Winkel, -" Eur 
leri Introd. in Anal. Inf. T.I. $. 186. 187. -" 
31. Zur Berechnung des Kreisumfanges, der Si⸗ 
nus und der Eofinus find. diefe Formeln nicht geſchickt, 
weil zu viele Factoren nöthig find, um die Werrhe nur bis : 
auf eine mäßige Anzahl von Stellen. richtig zu erhalten. 
Aber zur Berechnung der Logarithmen jener Größen. 
leiſten fie vortreffliche Dienfte, 9 | 
| 32. .Da "—y.$r34.45 87. etc. 2 
=4(1—5) (175) (1275) (Ip) et 
fo it logr = logg + log(ı — 5) + log(ı —%) 
+logCcı—z,)+etc Mimme man die natürlichen 
Logarithmen, fo ift log nat (1 — x) = —x—1Ix! 
— XI — xt etc, (Logarithmen). Der Logarithme ift 
Negativ, weil 1 —x ein eigentlicher Bruch ift. Setzt man 
für x nach der Neihe die Brüche 3, 2%, Fu, et, ſo iſt 
dog.nat.r=logg , 2 


L ı I I .r — 
BITTE Te 


DER: Bet: ee AR 
LT En 


1.07 1 2 SUR — 
teten 


. r,?® t: "x En 
rt ei): — 
— etc. 


— 
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In dem Artikel, Potenz V. 9. wird gezeigt, daß die Sum⸗ 
men der reciproken geraden Potenzen der ungeraden Zahlen, 


Eigen I 2 
I, tr, ot Sin cu * 


1 2 2. 

en 5 +; zzitere — 3. 4 ⸗ 2 

rt = 
ar hr srhen Ten Mn 


u, = fe wo A, B, C, etc. die Bernoulliſchen Zahlen bes 
deuten. Bezeichnet man Diefe Summen durch A, B, 
G;D, etc. fo iſt 

ee — log4—} (A—1)—3(B—ı) 

—1(C—1)—1(D— ı)—ete 

Die Werthe der Summen A, B, C, ete bis zur 22ffen, 
jede bis auf die 2afte Deeimalfteile berechnet, bc Euler 

geliefert a.a. O. 6.190. Die Nusdrlicke derfelben durch 
die Bernoulliſchen Zahlen hat er in dieſem Werke noch 
sicht gebraucht. 
38. Da auch auf folgende Art —*7 werden 
kann, — 2.4. 18. 35. 95. etc. fo ift logr—log2 
— — 
Daher iſt 


log. nat, — 2 | 
+: G +- z #3 547 — etc.) 
+7; 35 at a —— 


+: A are rat — 
— 


In dem Artikel, Potenz v. 10 wird gezeigt, daß bie 
Eummen der teciprofen geraden Potenjen der —— 


Zahlen 
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2 a. 
— AT; er 1:3 0. — a 
en B —* 
535 oz Bub ln) 
1 1 I * ** 
tg 


etc, 
— man biefe Summen durch a, ß, y,ete. fo r 
.10g. nat.r — log2-+Fa 4 #8 +4 y+Föteter 
Euler ‚hat die Summen a, 6, y, etc, aufgleiche Art, 
wie die Summen, A, B, C, etc,. berechnet.. & a. O. 
$. 193. Dieſe zweyte FJormei für log » hater "nicht in 
der entwicfelren Geſtalt beygebracht, Sie erforderf mehr 
Rechnung als die erſte, weil log 2 von log * — unters 


— Da—-los a - —— tr * 


+ — * — — F + etc. und log 2 , 
—=log z+14= log 8 — log 3, fo iſt | | 
log. nat. n=log 8 —log3 +1 —J | 


IE SC duale Punk (Checker wE 1 


Diefe gormel giebt den Barth des ngariemen Teiche 
ter. Es it log 810g 3 näher. an log m ala log 4. 
Darauf nicht geieherr, iſt e& doch gut zu wiflen, wie 
log. nat. m ſowohl durch die reciprofen, geraden Pos 
tenzen der geraden. Zahlen als die der ungeraden aus⸗ 
gedruckt wird. 

34. Die gogaritmen. der Sinus und Eoſinus laſſen 
ſich ebenfalls aus den Formeln in (27.), die ſie als ‚Droe., 
ducte barftellen, herleiten. Nimmt man dafelbft”je 
zwey din nach dem erjten zufammen, fo iſt 


658 EEE 


log. nat. Page : log — er 7 


Hit . (1 — 
Pe — 


mm 


mr mm 
— nat. = 108 ———— Fr 


4 —* ante 


38, Man entwidele die logarichmifchen Größen 
nach der in (32.) für leg (ı—x) —— For⸗ 


mel, ordne fl ie nach ben Potenzen von —, und ſetze für 


Sie, Summen der reciprofen Potenzen die vorhin dafüur 
— Bezeichnungen, A, B, C, D, eic. und a, 
B, otco. ſo iſt — 
155 F me. ig me En 
(ya sin 2n — | oO zn — (Ko "nn? 
‚mt m® m3 | 
—6. re I. —en 
1 —— ee E 
—— an — 48.2 | 
Ä | u | : 
40, FD. — 


J 


Sir man hier für a, 6, y, etc. und. A, B, C, ‚etc. 
ihre Werthe — die Bernouliiſchen Zahlen Ausgedruckt, 
md 9 für —, fo erhält man die in I 23.1. 24. ) ge— 


fündenen german, 
vi 
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2: I en amd‘ fr | m? 
36. Um die Eoefflcienten von = Sonden in 
der Formel für ben Logarithmen des Coſi inus fleinet 


mm 
zu machen, bat, Euler bie Boat von — Ann’. 


% Fi 


im 
und von In 3 nie entwickelt. Da . 





3 — — => i * —— — — 
*7 mm mm mi 
aan, gm an 
m | md — 
Zn re er Mi 
3.00 ee SE DZ | ——— 
ſo iſt F | — 
u. 4 ‚me 
log. nat. sınn zn == es — rest ae) 
= — = 
EEE} 2 Y: m a was wir 
N et — un 
| u | mm mi 
37. Desglähen, ba log. (2 — Zn) = Ge 
* “ee Zn SEEN — Se 
— u etc, h iR 
2n+ '3n° es Ze —— 
mm _ 
log.nat. cs. = log (ı — —)- -(A- 3 


a a x 


m#+ ms 
— 1B— 1) de 1) Bel 


38: . Aufgleiche Weife:verfähre Euler mir den Eoef- 
— in der Reihe für die Tangente und. Cotangente; 
Die Art, wie er dieſe Meihen findet; iſt eine ganz andere, 
als die in dieſem Artikel vorgetragene. Das Reſultat 
ſeiner Rechnung ergiebt ſich aus den Formeln in (17, 18) 
folgendergeſtalt. 
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In der Formel (17.) für tang P fuhre man Rast 
der Bernoulliſchen Zahlen die Summen der geraden re: 
eiprofen Potenzen ber ungeraden Zahlen ein, welche dur 
4, B, C D, etc. bezeichnet find, ‚© a : 


er — — 
+40 e =. ri: 4% Hm 
ca 
Dann ſetze man — ſtatt 9 fü ie 
un tt > = +? 4 
| | +} .D. rei etc. 
ter * 


ſo addire man den Bruch, und ſubtrahire den Quotienten, 


beide mic® miltipliit, und es iſt 





mm ig” m gi. 
an" — nn— mm re (A—1) 7 
+7 Bong + 20 DC 


m? 


+, — etc. | 


wie pr Euler $: 198. 

39: In der Formel für cot Gin 16.) ‚führe 
man ſtatt der Bernouflifchen Zahlen die durd) a, By Ys 
etc. bezeichneten. Summen der geraden reciproken Poten⸗ 


— geraden — — ſo — J 
kein BErIaEr Bass ame EYE) 


fü 


N 








rn 
ä | 4. 2797 
pen Er — ‚etc, 
ober 
mr en m m? 5 
an mer = 'n "nn +!" 9° 
4. m 
| Fe Be 
mn m “ 
Da 4un-mm — an — 4 En —— * Haar | 
— 4 etc 
fo iſt " ni; 
— en. mn 
"an mr —— 
I — 
[ld 23” Auer. Fo — cic, 


wie bei Euler, a. a. O. 198. 


40. Die Reihe für die Logarithmen der Ei und 
— kann man noch convergenter machen, wenn man 


in m * 
Den les t ad» nd log (a 


unentwicele laßt. Es ift alsdann 


mr 
log. nat. sit a log am Het ai 


+log(ı- Kama u); 
40-5 - — ut me 


— 


Se 
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md 
n 
log. nat, cos iin G-52 — ")+logcı- = 
4 
— ee * 
ms | 
2° _ etc. 


um) 


5 


Cyklometriſche Berhältniffe 
Es fen das ——— des Durchmeſers zum Umfange 


6— 


=ı:r, 


fo i 


* — 3r 141592 


462643 
197169 
974944 
286208 
542117 
813282 
609550 


653589 
383279 
399375 
592307 
998628 
067982 
306647 
582261 


193238 
502884 
105820 
816406 
034825 
148086 
093844 
36... 


S. CEyklotechnie. Dieſe Zahl iſt der halbe Umfang des Krei⸗ 
ſes, wenn der Halbmeſſer zur Einheit genommen wird. 


—o, 518309 886183 190671 53 + 
— von Huͤbſch in der Arithmet. Portensi, 
III. Th. 116 $. 

Werthe von , abgekürzt mit möglichfter verhältnißs 
mäßiger we 

#5 ‚385,303 LER „ etc. 

Der vice Diefer Brüche ift von Metius, Landmeſ⸗ 
fer in bollandifchen Dienften, Vater des Adrian Merius, 
Profeflors der Mathematik zu Franecker, berausgebracht.. 
Adr. Metii Geom. pract. p. 89. 
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log.täb: r2=0, 497149 872594 133854 351268: 4 
log. tab. ‚502850 127305 866145 648731: 4 
Atc;: 1° ==0, 017453 292519 943295 :769236 : + 
‚ Atc. 1'=0, 606290 888208 665721 596153: « 
Arc. 10, 000004 848136 811095 359995 « + 
logı°=8; 241877 3676 — 10 
‚logı'==6, 463726 2173 —ı0 
.  dogı"=4, 685574 8668 —ı10:. F 
Der Bogen,’ welcher. dem Halbmeſſer gleich iſt, Hate 
‚47° .17° 44 ag": 23?" 29° 21* 'ete, ‚oder ift in 
Graden iind Decimaltheilen des Grad . +... + 
— 57%,2957 79 5129 »« In Ceuden 2 2. 
> 266264, 806247 2. Diefe Zahlen tweiden ges 
Funden ducch die Proporfion, det Halbe Umfang (=) zum 
Halbmeſſer, wie 186 Grad (oder 648000") zu der Anz 
zahl von Gtaden oder Gecunden in. dem Bögen, der. dem 
Halbiieffer gleich if, Die Divifion duch m iſt Multi⸗ 
plieation mit — | —— 
180 
m 
10800 





log. =ı, 158122 6324 





log. =3, 536273 8827 
648008 _ ! PO 
losg· * —5/314425 1331 
Dieſe find die Complemente der obigen Logarithmen Kon 
1°, 3°, 2°°, in Theilen des Halbmefjers, a 
Es fey x dei Halbmeſſer eines Kreifes, a ein Bogen 
deffelben, .n die Anzahl. der Grade in demfelben, fo iſt 
| ee 
r:azıgo n, woraus iſt — 0. 7 
Der Bogen, welcher durch n Grade ausgedrückt 
wird, fen Durch den Halbmeflet gemeffen, 9; fo ift 
na. 8 N Bor Ä En 





— — a 
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Bedeutet m Serunden, fo ift ſtatt der Zahl 180 in 


diefen Formeln zu fegen, 648000. 


—Exempel. Die Parallare der Sonne fen 8", 6, 
d. i. der Halbmeſſer der Erde (a) fen ein Bogen von 
8,6 Se. mit dem Abftande der Erde von der Gonne 


als Halbmeffer (r) beſchrieben, ſo iſt — =< | 


‚ 648000 
Da 4—- 206264, 8 ift, fo it — = — 23984, 


ober der Abſtand der Erde bon der Sonne beträgt 23984 
Syalbmeffer der Erde. 

Das Quadrat des Durchmeffers verhält fich zu ber 
Kreisfläche wie ı zu 0,785398 163397... In abges 
kürzten, verhaltnißmaßig moͤglichſt genauen rationalen 

"area circ 
Bruͤchen, iſt —F 4, * — 375: * etc. 

Es ift log. 0,7853..=9,8950898814. 

+ Der Würfel des Durchmeſſers verhaͤlt ſich zu dem 
. inhalt der Kugel wie ı zu 2m, dasift, wie . . 
1:0,523598 775598. - In Ir Ausdruͤcken iſt 
möglichſt nahe | 

Sphaera ai 
cub.diam — 3,335 #4, 8 434 393. eto. 
Es iftlog. 0,5235..—9,7189986 223. 


Cyklotechnie iſt der Inbegriff der Methoden zur 
numeriſchen Berechnung des RKreisumfanges, der Bogen 
aus den zugehörigen Linien, der Linien aus den Bogen, und 
aus einander felbft, wenn die Verhältniffe der zugehörigen 
‚Bogen gegeben find. ie gründet fich auf die allgemei- 
‚nen Kormeln der Enflometrie und Goniomerrie, welche die 
Relationen diefer Größen enthalten. 

Archimedes war der erfte, ber es unternahm, den 
Umfang des Kreifes mit feinem Durchmeffer zu verglei: 
den. Kr ſuchte aus der halben Seite des umgefchriebe: 
nen Sechsecks nach der Reihe die halbe Seite des Viel: 
ecks von 12, DON 24, von 48, von 96 Seifen, immer fo, 
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baß die Zahlwerthe der Seiten größer waren, als ihre 
wahren irrationalen Werthe, diefen aber doch nahe Fa» 
men. Dadurch fand er, daß der Umfang des regulären 
umgefchriebenen Vieles von 96 Geiten zu dem Durchs 
mefjer ein Fleineres Verhaältniß habe, als 14688 zu 
46734, das ift, die erftere Zahl ift etwas größer, als der 
Umfang des Vielecks, wenn der Durchmefler 46734 Theile 
bat, und iſt alfo mehr noch größer als der Umfang des 
Kreifes für denfelben Durchmeffer. 

Kerner berechnete er aus der Geite des eingefchriebenen 
Sechsecks (den Halbmeſſer) folgweife die Seiten des 
Vielecks von 12’, von 24, von 48, von 96 Geiten, ims 
mer fo, daß die Zahliwerthe Fleiner waren, als Die eigent⸗ 
lichen. Irrationalwerthe. Er fand, daß der Umfang des 
eingefchriebenen Vielecks von 96 Seiten zu dem Durchs 
mefjer ein größeres Verhaltniß habe, als 6336 ju 20174, 
das ift, Die erftere Zahl ift etwas Fleiner als der Umfang 
des Vieles für den Durchmeſſer von 20174 Theilen, 
und mehr nod) Fleiner, als der Umfang des Kreifes. 

Nun ift 3% ein fehr weniges größer, als der Quo⸗ 
tient von 14688 durch 46734, und 342% ift .ein fehr we⸗ 
niges kleiner als der Quotient von 6336 durch 20174 
alfo fallt ver Umfang des Kreifes, den Durchmefjer sur 
Einheit genommen, zwifchen die Zahlen 34 und 34%, 
deren jene. etwas zu groß, diefe etwas zu -Elein ift. Die 
letztere kommt dem wahren Verhältniffe etwas näher, als 
die erftere. Der Bruch 42 ift vom Archimedes fo ausge⸗ 
wähle, daß der ÄÜberfhuß des Duotienten von 6336 " 
durch 20174 mit zwey Ziffern im Zähler und Nenner 
am-genaueften dadurch ausgedruckt wird, Er ift auch, 
wie ed bier erforderlich war, Eleiner als der vollitändige 
Überfhuß 4435. — Man muf das Verhälmiß 7:22 
nicht das Archimedeiſche Verhältniß, des Durchmeflers 
zum Limfange nennen, da er es gar nicht dafür anſetzt, 
fondern vielmehr zwey Verhältniffe angiebe, zwifchen wels 
hen das wahre liegt. 

-Die Genauigkeit, mit welcher Archimedes bey der 
Annäherung zu einer rrationalgröße verfuhr, verdient 
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bemerkt zu werden. Bey der Berechnung des umge- 
fchriebenen Vielecks gieng er von einem rechtwinflichten 
Dreyer aus, worin Hnpotenufe und die Fleinere Kathete 
vie 2: 1 find; die Fleinere Kathete zu der größern wie 
'wr v3 fich verhält. Archimedes fegt für diefes Irratio⸗ 
nalverhältniß das rationale 1535265, aber mit der. Bes 
merfung, daß die letztere Zahl den Werth der Kathete zu 
klein angiebt, wie es hier erforderlich war. Jene Zahlen 
geben das Verhältniß, 1:3 3 genauer an, als je zweh 
andere, die Fleiner find, wie die Nechnung in dem Ars 
tifel: Aufheben der Brüche, zeige. Wie Archimedes fie 
ausgefucht Haben möge, iſt in dem Artifel, Arithmetik, 
gewiefen. Es iſt 153? —23409, und 265° 70225, 
nur um 2 Eleiner, als das Drenfache jenes Quadrats. 

- Bey der Verechnung des eingefchriebenen Vieleckt 
fing Archimedes ebenfalls mit einem rechtwinklichten Dreys 
-  eefe An, defjen Seiten fich wie 231: 3 verhalten. Hier 

‚mußte aber die irrationale Geite durch eine Zahl ausge 
druckt werden, die etwas größer ift, als der Irrational⸗ 
werrh. " Archimedes fest für das Verhaͤltniß 133 dag 
nahe fammende 780 : 7357.  Diefes ift fo genau als es 
ſeyn Fann, wenn nieht größere Zahlen genommen werden, 
Es ift 780? = 608400, und 1351? = 1825201, nur 
yur 4 größer, ala dag Drenfache von jenem Dugdrate, 

Eine Fritifche Ausgabe der Fleinen Schrift des Aw 
chimedes über die Kreismeflung mit dem Commentar des 
Eutocius ift in: Wallis Werfen, zten Bd, enthalten, 
Eine deutſche Lleberfesung mit Erläuterungen bey Haus 
bers Uberfegung dev Archimedeiſchen Bücher über Kugel 
und Cylinder. Tuͤbingen 1798. ee 

Nach dem Berichte des Eutoeius bat Apollo 
nius Pergäus das_Berhältnig des Umfanges eines 
Kreifes zum Durchmeſſer ſchärfer als Archimedes angeges 
ben. Es iſt dieſes in einer Schrift, Okytobaos beti: 
selt, arfchehen, die verloren gegangen, und deren Tiref 
vermurhlich nicht einmal richtig zu uns gefommen if. 
Sie mag eine Anteitung zum Nechnen mie großen Zahlen 
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enthalten haben. S. Käftners geometriſche Abhandl. 
I Samml. 12© | ‘ 
Man wird auf dem von Archimedes gewiefenen Wege 
etwas fortgegangen feyn. Denn Purbach im rs5ten Jahr⸗ 
hundert fagt, daß einige das Verhältniß des Durchmefjers 
zumlimfange, wie 20000 zu 62832 festen, welches in der 
vierten Decimalſtelle faft richtig ift. Aber nicht eher, als 
gegen das Ende des 16ten Jahrhunderts ward der LImfang 
des Kreifes mit einer Schärfe berechnet, die man zu 
böherm Gebrauch verlangen mag. Diefes leiftere Vieta. 
Er hat den Umfang des Kreifes für den Durchmeffer als 
Einheit bis auf die zehnte Derimalftelle richtig berechnet. 
Seine Methode durch eingefchriebene Vielecke fich dem 


Kreife zu nähern, fteht in der Sammlung feiner Werke, 


die Schooten beforge hat, in der Abrheilung: Variorum 
de reb. mathem. responsorum. L, VIII. c. ıg. Die 
ganze Nechnung ift in einer andern Sammlung: einiger 
Werke von ihm enthalten, die den Titel hat: Fran: 
Vietaei varia opera mathematica, in quibus tracta- 
tur Canon mathematicus, seu ad triangula, item 
Canonion triangulorum laterum rationalium, una 
cum universalium inspectionum ad canonem ma- 
thematicum libro singulari. Parisis, 1609, groß 
folio. Diefe Nusgabe, welche ich befige, ift ohne Zweis 
fel ganz die ältere von 1579, nur mit einem neuen Titel 
verfehen. Dieältere ift nach Montlicla (Hist. des Ma- 
them, Tom. Ip. 610), und Hutton in der Einleitung 
zu feiner Ausgabe von Sherwins Tafeln äußerſt felten, 
Vieta hat wegen des fehlerhaften Drucks fo viele Exem— 
plare, als er erhalten Eonnte, wieder an fich gebracht, und 
dann bermuthlich vernichtet. Der Canon mathemati- 
ous ift eine Tafel der Ginus, Tangenten und Secanten, 
für einen Radius von 100000 Theilen, bey einigen mit 
Bruchtheilen begleitet. Die universales inspectiones 
find eine ebene und; fphärifche Trigonometrie, in tabellari— 
fcher Form, mit einigen Anwendungen auf geometriiche 
Aufgaben. Unter diefen kommt die Kreisrechnung vor. 
Die Zafeln, worin die Nechnangen enthalten find, ha— 
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ben die Aufſchriften: demonstratio limitum analogiae 
perimetricirculiad diametrum; particularis methe- 
dus, quacomparata fuerunt quadrata faecundorum 
(tangentium); quadrata sinuum minora majorave 
. veris. Vieta berechnet die Seiten eines eingeſchriebenen 
und umgeſchriebenen Vielecks von 393216 (—6x 2) 
Seiten. Zuerft fuchte er die Quadrate der Sinus ber 
halben Ceutriwinkel. Namlich es ift -cos A) 
7=sinz A? (Gouiometrie, 36). Iſt nun der Sinus 
eines Winkels bekannt, ſo wird auch deſſen Coſinus ge⸗ 
funden, daraus das Quadrat des Sinus des halben Wins 
Fels, und dann das Quadrat des Eofinus diefes Winkels, 
- welcher zu dem Quadrate des Sinus des bierren Theils 
verhilft, Auf diefelbe Arc wird das Quadrat des Sinus 
bes achten Theils und der folgenden halbirten Theile ge: 
funden. Aus den Quadraten der Sinus und Sofinus er: 
giebt fi) das Quadrat der Tangente, Die Quadrate der 
Eptangenten werden von ihm mittelft des Sages: . . 
2cosecA’+2c0ot A—tang} A’—coti A’ (Gonio⸗ 
metrie, 44.) gefunden, wenn nuͤr die Cotangente und Co⸗ 
ſecante des erſten in der Reihe der Winkel bekannt ſind, 
wie fie es find, wenn ber erſte Winkel 30 Gr, halt. Es 
wird hieraus das Quadrat der Cotangente des folgenden 
Winfels, 15 Gr, gefunden; Dazu das Quadrat des Halbe. 
meſſers abdirt, giebt das Quadrat der Gofecante von ı ; Gr. 
Auf diefe Weife wird die Nechnung bis zu der angenomz 
menen Öränze der Hafbrheilung forfgefege - In allen diefen 
Berechnungen find zwey an den wahren Werth angräne 
jende Zahlen, eine größer, pie andere Fleiner, gefunden, 
Der Durchmeſſer des Kreifes verhält fih zu der Seite 
des Testen eingefchriebenen Vielecks wie die Coſecante des 
halben Eentriwinfels zum Radius. Diefes giebr den Lim 
Fang des Vielecks, alfo die Fleinere Öränze des Umfanges. 
Der Halbıneffer des Kreifes verhält fich ju der halben Seite 
des umgeſchriebenen Vielecks wie die Cotangente des 
halben Centriwinkels zum Radius. Daraus wird der 
Umfang des umgeſchriebenen Vielecks erhalten, die größere 
Sranze des Umfanges des Kreiſes. 
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Vieta fand auch einen Ausdruck für die: Flache ded 


Reeifes durch ein Product von einer unendlichen Anzahl 


Factoren · ‚Wegen einer Erinnerung, bie, ich bey feiner 
Formel zu machen finde, kann ich fie erft in dem Artikel, 
Goniometrie, am Ende anführen. 
.* Adrianus Romanus (Adriaen van Nomen) aus 
LWwen gebürtig Cgeft. 8616) hat, nach der Anzeige von 
Montücla, ven Umfang bis auf 17 Derimalftellen berech⸗ 
netz; wo er diefes gethan habe, giebt M. nicht an.. | 
L2udolph von Ceulen oder van Collen, aus Hil 
desheim gebürtig, hat fich die ungeheure Mühe gegeben, - 
durch Berechnung der umgefchriebenen und eingeſchriebe · 
nen Vielecke den Umkreis bis zur Zeiten Decimalſlelle zu 
beſtimmen. In der Schrift de circulo et adscriptis, 
welche einer Sammlung von arithmetiſchen und geometri⸗ 
ſchen Abhandlungen deſſelben Verfaſſers unter eben. diefem, 
anf alle nicht paſſenden Titel, in der lateiniſchen aus dem 
bolländifchen gemachten Überfeßung von Snellius, Lugd: 
Bat. 1619, beygefügt ft, trägt van Eeulen fein ganzes 
Verfahren vor. Er erzählt, daß er im September '1586 
dieſe Berechnung angefangen habe. Zuerft fand er durch 
fortgeſetzte Zweytheilung des Bogens won 72 Gr, bis zur 
asitendenlimfang bis auf die zwölfte Decimalftelle; dann 
durch 28: Halbtheilungen des. Bogens von 90 Gr, den 
Umfang bis auf die ı6te Deeimatitelle; darauf durch 30 
SHalbirungen des Bogens von 60 Gr. bis auf die ı8te 
Stelle; endlich durch 29 Halbirungen des Bogens von 6 
Gr. bis auf die 20ſte Stelle, Die Seiten der einge 
fehhriebenen Vielecke fand er durch eine fehr verwickelte 
Formel, worin eine quadratifche Terationalgröße in einer 
andern diefer Art enthalten ift, dieſe wieder in einer folchen, 
und fo fort, bis zu Ende, (Goniometrie, X.). Die 
Seiten der umgefchriebenen Vielecke fand er durch Divi⸗ 
fion jener Seiten durch die halben Chorden der Comple⸗ 
mente zum Halbkreiſe, für welche ähnliche Formeln Statt 
haben... Ob nun gleich das gefundene Verhältniß des 
Durchmeſſers zum Lmfange zu jedem praftifchen Gebrauch 
mehr als überflüflig hinseichenn ft, fobegnügte fih doh 
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ben die Aufſchriften: demonstratio limitum analogiae 
perimetri circuli ad diametrum; particularis metho- 
dus, qua comparata fuerunt quadrata faecundorum 
(tangentium); quadrata sinuum minora majorave 
veris. Vieta berechnet die Seiten eines eingeſchriebenen 
und umgeſchriebenen Vielecks von 393216 (—6Xx 2") 
Seiten. Zuerſt ſuchte er die Quadrate der Sinus der 
halben Ceutriwinkel. Namlich es iſt 561 —cosA) 
7=sin FA: (Goniometrie, 36 ). Iſt nun der Sinus 
eines Winfels befannt, fo wird auch deffen Coſinus ges 
funden, daraus das Quadrat des Sinus des halben Wins 
Fels, und dann das Quadrat des Eofinus diefes Winfels, 
- welcher zu dem Quadrate des Sinus des bierten Theile 
verhilft, Auf diefelbe Arc wird das Quadrat des Sinus 
bes achren Theils und der folgenden halbirten Theile ges 
funden. Aus den Duadraten der Sinus und Cofinus er: 
giebt fi dag Quadrat der Tangente. Die Quadrate der 
Eptangenten werden von ihm mittelft des Satzes: . « 
2cosecA’+2cot At — tang JA* — cotJ A? (Gonio⸗ 
metrie, 44.) gefunden, wenn nur die Cotangente und Co⸗ 
feeante des erſten in. der Reihe der Winfel befannt find, 
wie fie es find, wenn ber erfte Winfel 30 Sr. halt. Es 
wird hieraus das Quadrat der Cotangente des folgenden 
Winfels, 15 Gr, gefunden; dazu das Quadrat des Halbe 
meſſers abdirt, giebt das Quadrat der Cofecante von ı 5 Gr. 

Auf diefe Weife wird die Nechnung bis zu der angenome 
menen Gränze der Hafbrheilung forfgefege - In allen diefen 
Berechnungen find zwey an den wahren Werrh angräne 
sende Zahlen, eine großer, Pie andere Fleiner, gefunden. 
Der Durchmeſſer des Kreifes verhält fih zu der Seite 
des legten eingefchriebenen Vieles wie Die Coſecante des 
halben Centriwinkels zum Radius. Dieſes giebr den Um- 
fang des Vielecks, alfo die Fleinere Gränze des Limfanges. 
Der Halbineffer des Kreifes verhält fich zu der halben Seite 
des umgeſchriebenen Vielecks wie die. Cotangente des 
hdalben Centriwinkels zum Radius. Daraus wird der 
Umfang des umgeſchriebenen Vielecks erhalten, die größere 
Granʒe des Umfanges des Kreiſes. ses 
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Vieta fand auch einen Ausdruck für die: Flaͤche des 
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Factoren. Wegen einer Erinnerung, bie, ich ben ſeiner 
Formel zu machen finde, fann ich fie erft in dem Artikel, _ 
Goniometrie, am Finde anführen. 

Adrianus Romanus (Adriaen van Romen) aus 
künen gebürtig (geſt. 1616) hat, nach der Anzeige von 
Montücla, ven Umfang bis auf 17 Derimalftellen berech: 
net; wo er diefes gethan habe, giebt M. nicht an. 

2udolph vun Ceulen oder van Collen, aus Hil⸗ 
Beeim, gebürtig, hat ficy die ungeheure Mühe gegeben, - 
durch Berechnung der umgefchriebenen und eingefchrieber - 
nen Vielecke den Llmfreis bi3 zur 32ſten Decimalflelte zu . 
beitimmen. In der Schrift de circulo et adscriptis, 
welche einer Sammlung bon arichmerifchen und geometri⸗ 
ſchen Abhandlungen deffelben Verfaſſers unter eben. dieſem, 
anf alle nicht pafjenden Titel, in der lateinifchen aus dem 
bolländifchen gemachten Überfegumg von Snellius, Lugd: 
Bat. 1619, beygefügt At, trögt van Eeulen fein ganzes 
Verfahren vor. Er erzählt, daß er im Geptember'1586 
diefe Berechnung angefangen habe. Zuerft fand er durch 
fortgefegte Zweytheilung des Bogens von 72 Gr, bis zur 
asitendenlimfang bis auf die zwolfte Decimalftelle; dann 
durch 28 Halbtheilungen des Bogens von 90 Gr. den 
Umfang bis auf die 16te Deeimatitelle; darauf durch 30 
Syalbirungen des Bogens von 60 Br. bis auf die ı$te 


Stelle ; endlich durch 29 Haldirungen des Bogens von6 


Gr. bis auf die 20ſte Stelle, Die Seiten der einge 
fchriebenen Vielecke fand er durch eine ſehr verwickelte 
Formel, worin eine quadratiſche Irrationalgröße in einer 
andern dieſer Art enthalten iſt, dieſe wieder in einer ſolchen, 
und fo fort, bis zu Ende, (Goniometrie, X.). Die 

Seiten der umgefchriebenen Vielecke fand er durch Divi- 
fion jener Seiten durch die halben Chorden der Comple⸗ 
mente zum Halbkreiſe, für welche äpnliche Formeln State 
haben. . Ob nun gleich das gefundene Verhältniß des 
Durcmeffers zum Umfange zu jedem praftifchen Gebrauch 
mehr als überfiäflig binseihend iſt, p begnüigte fh doch 
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Han Ceulen damit noch nicht. Er erjahlt in Ber angeführ⸗ 
ten Sammlung von Abhandlungen pag. 92, und in den 
Fundament. arithm. et geometr. Lugd. Bat. 1615. 
P. 144. *).daß ihn eine unerfättliche Forſchungsbegierde 
- angetrieben habe, die Gränzen für den Umfang ‘des. Krei- 
ſes einander noch näher zu bringen, und daß er mit Hülfe 
eines Zöglings, Peter Eorneliß, den Kreisumfang bis zu 
ber 32ſten Decimalſtelle, ven Durchmeffer als Einheit ge: 
nommen, berechnet habe. Die Abweichung von der wahr 
ren Grsße betraͤgt noch nicht fo viel, als ein Bruch, defr 
fen Zähler 1, und der Menner 100 Quinquillionen oder x 
mit. 32 Mullen iſt, in Vergleichung mit dem Durchmeſſer 
— als ein kleines Sandkorn gegen die ganze 
rde. — — RER | 
Snellius gab in einem Buche, ‚betitelt, Cyclome- 
tricus, -Lugd. Bat. 1621 geometriſche Lehrſaͤtze, vers 
mirtelft  melcher die Nechnung beträchtlich abgekürzt 
wird. Aus dem Vieleck von 96 Seiten, woraus Archi: 
medes den Umfang nur zwifchen 33 und 33% für den 
Durchmeffer als Einheit einfchränkte, d. i. ihn nur bis 
auf die dritte Deeimalftelle angeben Formte, findet Snel⸗ 
lius den Umfang bis auf fieben Decimalftellen: 
Es ſey (Fig. 101. Tab. VII.) ADBjein Halbkreis, 
deſſen Mittelpunct C. Auf der verlängerten AB nehme 
man BE dem Halbmeſſer CA gleich, und ziehe die will: 
kührliche EDF, welche den Kreis zum zwentenmale in 
D, und die in A auf AB fenfrechte AF in F fchneide: es 
ift AF Fleiner als der Bogen AD. | de. 
Wird aber (Fig. 103.) zwiſchen dem nad) E verlänger: 
fen Durchmeffer AB und dem Kreife Die gerade Linie EG 


©) Diefes Buch if eine Meberfegung aus dem Holländifchen, wors 
- sn der Verfaffer e8 gefchricben bat. - Es enthält dicfelben Ab⸗ 
bandiungen, welche im der vorher anseführten Sammlung, 
‚dir den Zitel bat, de eirculo er adscrigtis, fliehen, aber 
nicht Die eigentliche Schrift von- der Kreisrechnung, dagegen 
eine Sammlung son neometrifchen Elementar s@ägen. Die 
Abhandlung de zetematum geometricorum epilogismo, 
welche Kaͤſtner als erm ihm nicht zu Geficht gefommenes Buch 
ae Beamer. Abhandl, mens Samml. S. 239, iſt darin 
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fe gelegt ‚daß fie dem Halbmeffer gleich iſt, und fehneibet- 
fie verlängert den Kreis noch einmal in D, und die by Ar 


berührende AF in F, fo it AF größer als der Bo⸗ 
gen AD. ner | 
Snellius hat zwar diefe Sätze gefunden, aber feine 
Beweiſe find unbefriedigend, weil darin das zu bemweifende 
zum Grunde liegt. Huygens bat fie genau erroiefen, in 
der fhönen Schrift, de eirculi magnitudine inventa, 
die zuerft 1654 herausfam, - Sie ift in dem zweyten 
Theile feiner Operum variorum enthalten. | 

- Man fee AC==r:; den Bogen AD=®, fo ift die 


fenfrehte DH=sinP, und CH=cpsP. In dem 


erftin Satze (Fig. 102) tEH=2+ cos, nd AF 

— 3 sin ® 

,.2tcosp ! 

Eyklometrie (5 und 6.) iſt ed 

| ,sind—3 pP’ + a Pi — etc. 

| 2 + cs 9=3—3P’ +7, P?— etc 

alſo iſt AF—=OP — then | 

Daß die folgenden Glieder fubrractiv find, mag man aus 


den erjtern ſchließen. Auch iſt für 0 = Ir, oderden 


_ Qudpranten, ber Werth von AF Eleiner als ber Vogen, 
da alsdann AF=3ill. x — — 
In dem Falle des zweyten Gates (Fig. 103.) siehe 
man gleichfalls DH ſenkrecht auf AB, und die Halb⸗ 
meffer ED, CG an die Durchfchnitte der EF mit dem 
- Kreife Da GE=CG, fi if dr W. CGD=2E, 


alfe W. CDE=2E, m W. ACq D3 P. Es ſey 


dr W.CED—u, fo iſt ACD360, und der Dos 
gn AD=3w, für ben Halbmeſſer als Einheit. Alſo 
HD sin 303 HC==cos3 w, und in dem gleichfchenfs: 


1. 


da EHHDH=EAHAFIR. A 


lichten Dreyed CGE die Grundlinie EE=I2c05w, 


Dadurch ift EH=cos3w + 2r08w, olio 
.. (3 +2cosw)sin 3 w SE | 
Ar c0s3w-+t 2c08w Nun iſt 142 c08@ 


et et 


7 
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Sn30—30—Lu54 We Hietc, 
Das Product diefer beiden Reihen ıjt 
90 st 9 093327 4 etc, 
Serner ift 
co3w—1—gut + 37 w— BL uf + ete, 
| 2 cos =2— w+ ut zE,u6+ etc. 
Die Summe diefer beiden Reihen ift | 
31 u® +$3wt?—731wt + etc. 
Der Quotient des Products durch die Summeift zw z% w 
#32wW+etc. =AF Gest man 30==P, fo ift 
Es er u | 
| AF=9+ —— FTRARULT FEIN 07 * etc, Auch 
hier darf man aus der Beſchaffenheit der Vorzeichen von 
den erſtern Gliedern ſchließen, daß die folgenden auch addi⸗ 
tiv find. Es iſt alſo AF größer, als der Bogen G. Kür 
P=Fr oder 90° und w—Lr oder 30%, il. . =». 
A | | 
AF= 2 =4vsr 1. Dav3==1,73205.. 
fit AF=ı,57735 .. größer als im) 

Aus diefer Berechnung fieht man, wie viel enger die 
Gränzen für einen gegebenen Bogen durch des Gnellius 
Berfahren gefunden werden, als nach der alten Methode. 
Nach der letztern find die Geiten eines eingefchriebenen und 
die eines umgefchriebenen Vielecks, oder, welches daffelbe 
iſt, Sinus und Tangente die Gränzen ihres jugehörigen 
Bogens. Dieſe find alfo (nad) Enflomerrie 5 und 14.), 
P— 30° +etc.ud P+493 + etc. Mad) des Snel⸗ 
lius Merbode find fie aber P— „FE; 95 — etc. und 

O4 ross5P’+tetc, Se Fleiner @, oder der Quotient 
des Bogens durch den. Halbmeſſer ift, deſto naher, und 
zwar viel näher fommen die Gränzen einander, als nach 
jener Methode. 

Es iſt nur nöthig von zwey Bogen, bie fich wie 
2 : 3 verhalten, die Ginus und Coſinus zu Fennen. 
Man nehme © gleich dem 32ften Theil des Limfanges, fo 
Taßt fich der Sinus diefes Bogens (oder die halbe Seite 
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des eingefchriebenen Vielecks von, 16 Seiten) ans dem - 
Sinus des gten Theils ded Umfanges herleiten. ‘Der 
Sinus des goſten Theils aber (oder die halbe Geite des 
48 Ecks) wird aus dem Sinus von 30 Gr. (oder der hal⸗ 
ben Seite des Sechsecks) gefunden. 

Hungens fand, und zwar auf.eine fehr finnreiche Art, 
aus dem Schwerpunete eines Kreisabfchnittes, noch nähere 
Gränzen für den Umfang eines Kreifes. Die analytifche 
Rechnung mag nützlich mit der geometrifch « mechanifchen 
verglichen werden, weswegen fie hier einen Platz Eu 
Ä Es ſey y= sin, und z=chord 9, fo if 
erſtlic O>z+ 02 — y); zweytens 


De Pe Te 


ı9te Gag im der angeführten Schrift von Huygens, 

Es ſey noh u=sin vers®, fo ift z?=r2u, und 
auch z—u°+Yy’, alfo y® ——— und yaz 
zVY(1— %z?), oder (Binom, Lehrſatz, 13, 18.) 
y=2- 82° — 1352 — 27 — etc. 
und | 
2+ 3. = + #524 sbr2h ce + eie 
Da 2*2 sin#o, fo.ift (Cyflometrie, r.) 
ER les 
alſo iſt 22446—- . 

Zweytens, es iſt 

4z+ y= —52—123 — 2° etc. 

22 +3y=52—;2’—riz2°— etc. 

Raen.. 3.25 ro A : RT ISA 
und “Zar u: +24 r3332*+ ete. 
Das yhz’+ ris2z+ rer + etc, 
ſo iſt 
Ar | 
Ar SE ehe 

+ 227 + etc. 


AEFT . 1m 
mp <z 7 Br * ——— 
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| Dieſe zweihte Grünze kommt dem Bogen © fehrnahe; 
Ba fie erft in dem vierten Gliede ver Reihe für 9 von dein 


u Bogen abweicht, nämlichum + zgs5 27. Der Abftand des 


Graͤnzen von einander ſelbſt ift 442° + 32552. Huy 
gens giebt ſtatt ver entferntern Fleinern Gränge noch eine 
‚nähere, auch; Eleinere, im zoften Sage, und fagt, daß diefe 
- and einer genauern Unterſuchung der Schwerpuncte herge- 
- Jeitetiwerde. Sie kommt mit der Reihe für @ durch z in 
Ben drey eriten Gliedern überein, und faft noch in dem 
Sierten. Da wir jest die Reihe für den Bogen dur den Si⸗ 
Aushaben, fobedarfes diefer mühfamen Verbeſſerung nicht. 
Die Vergleichung jener Gränzen mit dem wahren Werthe 
des Bogens jeigt, wie viele Mühe es den ältern Mathemas 
rikern machte, ein paat Glieder der Reihe für den Bogen zii eve 
bafchen, die wir durch Hülfe der Integralrechnung, wegen 
Bes bekannten Geſetzes pet Fortfchreitung ihrer Glieder, dolle 
ftändig haben. Huygens findet durch die beiden Öranzen aus 
Der Ehorde und dem Sinus des Bogens von 6 Gr, den Um⸗ 
fang bis auf die neunte Deeimalſtelle richtig: | 
Wallis fand durch eine gewiffe fehr Eünftliche Arc 


der Interpolation die Gränzen für J auf eine ganz an⸗ 


dere Art, durch einen Bruch, der aus der Multiplication 
unendlich vieler Bruͤche, welche ſich der Einheit immer 
mehr nähern, entſteht. In der Arithnietica Infinitos 
tum, Operum Vol, I. pag. 468, fagt er, das Quadrat 
des Durchmefjers eines Kreifes, die Kreisfläche zur Eins 
Heit genommen, ifl 
3.3-5. 5. 7. 5. 9. y. CC. II13. 153 

er Ad EI BE ME A — 
Kin ale ;4.4.6.6:8:810.10:12, 12.14 Viry . 
’ 3:3:5.5.7:7.9-9:11.11;,13.13 . 
—.n; .4.4:6.6:8:8: 10:10: 12:12:14 ° vi re 
Nach diefer Form Fann der Bruch, fo weit man will, 
fortgefege twerben. Giebt man dem Brüche unendlich viele 
Factoren im Zähler und Nenner, fo erhält man den 


Werth von + , der in der Cyklometrie $, ‚29. aus den 
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unendlichen Neben für sin O und cos ® hergeleitet iſt. 
Zur Berechnung des Kreisumfanges, oder ber Kreisfläche 
ift dieſe Form nicht brauchbar. ee 
« Als Wallis dem Lord Brounder die. von ibm ge 
fundene Form für das Quadrat des Durchmeflers in Ber 
ziehung auf die Kreisfläche als Einheit miftbeilte, „erwies 
berte dieſet, daß er auch durch eine ihm eigene Infiniteſi⸗ 
mal; Rechnung folgende fehr bequeme Form gefunden ha» 
be, weldye das Quadrat des Durchmeſſers ausdruͤckt. 
. 1 F 
r +. 9 | 
2 + — 


24 * 
* = 4. 
EL. 

u a SE — 2 4 etc. 
Dabey ſey zu bemerken, daß, wenn man mit einem der 
Brüche abbricht, anſtatt der Zwey eine der ungeraden 
‚Zahlen 3, 5, 7, 9, etc. zu ſetzen iſt, diejenige, deren 
Stelle diefelbe mit der Stelle des zuletzt geſetzten Bruchs 
in der Reihe der Bruͤche iſt, wodurch die Werthe des Qua⸗ 
drats, des Durchmeſſers abwechſelnd zu groß und zu klein 
ausfallen. So iſt * | 


1 | PR 
4 — | ir — 
ur, 25 Tar2 on — 
J 3 
zu groß. I zu klein. 


Der erftere Bruch giebr * 13°; der zweyte . ; 


>48 alfo m> 3,133, und #53, 14% 

- Die Brounderfche Reihein einander gefchobener Brliche 
entſteht aus der Reihe für den Bogen durch die Tangente 
(Chyklometrie, 10.), wenn darin der Bogen Fr, und 
1S i gefegt wird, f. Kettenbruch. Sie nähert ſich aber 
auch mit der angebrachten Abänderung zu  langfam, 
Brounder hat den Weg, auf welchem erzu diefer Darftel- 
lung gefommen ift, nicht befanne gemacht. Wallis bes 
mühe ſich zu zeigen, wie Brounsferden Kettenbruch gefuns 
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den haben mege. Man muß aber feinen Vortrag ſich ge⸗ 
Fäufig gemacht Haben, wenn man es verſtehen will. 

2 Die neue Rechnung unendlicher Größen machte die 
Berechnung des Kreifes nur zu einem Beyſpiele allgemei⸗ 
ner Methoden der Nectificirung und Quadrirung frummer 

Sinien. Was vorher große Mühe gemacht, und vielen 
Scharffinn erfordert hatte, warb faſt ein ‚Spiel, und ein 
gleichfam mechaniſches Verfahren. | 
MNewton gab in der Schrift, Analysis per a«- 
quationes numero terminorum infinitas, die Meie 
für einen Kreisbogen durdy den Sinus, aus diefer durch 
Umfehrung die Reihe für den Sinus durch den Bogen, 
und Aus diefer-die Neihe für ven Coſinus, mittelſt Qua⸗ 
drirung der Meihe, und Ausziehung der Wurzel,“ Die 
Schrift ift vor 1669 verfaßt, ſ. Differentialrechnung, 
In dem zweyten Briefe an Oldenburg, der für Leibnig bes 
ſſimmt ward, vom 24. Oct. 1676. zeigt er an, daß die 
Reihe, a ss tt a et 
dem Duadranten des Kreifes gleich it, wenn die Chorde 
diefes: Bogens zur Einheit genommen wird.» Wie Mer: 
ton-diefe Neihe gefunden habe, erhellt nicht aus der kurzen 
Anzeige, die er davon nacht, noch aus andern Stellen ſei⸗ 
ner Schriften. Auf einem andern Wege, als Newton 
zu: ihr gelange fenn mag, bringe Euler die Reihe heraus 
‚in der Introd. in Anal. infin. T. I. $. 179. F 
Die Neihe für den Bogen durdy die Tangente, ‚und 
für die Tangente durch den Bogen, fand Jacob Gre 
sorg, im Jahre 1670, machte fie aber nicht öffenclich 
befannt , fondern. theilte fie nur Collins fchriftlich mir, 
Er fand auch die Reihe, welche die Secante durch den Bo⸗ 
gen ausdruckt, nebft zwey Neihen, wodurch der dogarithe 
me einer Tangente und Secante unmittelbar berechnet 
werben koͤnnen; und noch eine Reihe zut Rectification der 
Eilipfe, woben er bemerft, daß es nur nörhig iſt, einige 
Zeichen zus vertaufchen, um die Nectificarion der Hyperbel 
zu erhalten. s 
Die Reihe für den Kreisbogen durch) die ungeraden 
Potenzen der Tangente hat Leibnitz auch für ſich gefun⸗ 
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den, und um 1673 feinen mathematiſchen Freunden wi 
getheilt. In den Actis Erud. 1682 machte er fie, dor 
ohne Beweis, befannt, Die Reihe für den Sinuß 
durch den Bogen-gab er eb. daf. im J. 1693. Er 
findet fie durch Differentiafion einer angenommenen 
Reihe mittelft der Methode der unbeftimmren Coefficien« 
ten, auf zweyerley Wegen, duch einfache und durch ges 
doppelte Differentiation. Das legtere Verfahren ift DaB 
von Käftner in der Anal, d. Unendlichen, $. 285. ges 
brauchte. Den Bogen durch den Sinus hätte er nuf 
diefe Art auch leicht finden können, ohne .die Entwicfelung 


der Potenz cr zty du gebrauchen, welches er aber 
nicht feheint unternommen zu haben. | 
Mehrere Rechner waren nun befchäftigt, den Lme 
fang des Kreifes mit fehr großer Genauigkeit zu finden. 
Abraham «Sharp, ein großer Mechner in England, 
gegen das Ende des ı7ten Jahrhunderts, berechnete, 
nach Halleys Anweifung, aus der Tangente Des Bogens 
don 30 Grad, welche VE oder JVs ift, den Umfang 
bis auf die 72fte Decimalftelle, ven Durchmeffer zur Eins 
heit genommen. Die ganze Nechnung fteht in Sher- 
win’s mathematical Tables , dritte Ausg. von 1742, 
Eben dafelbft wird auch die Berechnung des Umfanges aus 
‚der Tangente von 18 Gr. bis zur 45ſten Stelle, aus der 
Tangente von 224 Gr. bis zur 22ften Stelle, und aus 
der Tangente von 15 Gr. bis zur 27ften Stelle gleichfalls 
pon Sharp ausgeführt gefunden. Daraus in ber 
Sammlung der Scriptorum Logarithmicorum durch 
Moferes, im zten Bande. Der Auffas, worin die erfte 
biefer Berechnungen mitgetheilt wurde, erfchien, wie Hut⸗ 
ton anführt, nun 1706. | 

Um dieſelbe Zeit berechnete Machin, Profeflor 
der Aſtronomie am Gresham College zu London, den 
Umfang des Kreifes bis auf die hundertſte Decimalftelle, 
vermittelſt zwener Reihen, deren Linterfchieb den Bogen 
von 45 Grad giebt. Es it nämlich Arc. 45°= 
yArctangl —Arc.tangzin Die daraus eg 
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Doppelreihe hat Jones in feinerSynopsis Palmariorum 
Matheseos, 1706, mitgetheilt, doch ohne Erflärung, 
wie fie gefunden ſey. Machins eigene Erflärung feines 
Verfahrens, die ſich handſchriftlich erhalten har, ift von 
Maferes in die gleich vorher angeführte Sammlung, 
Vol. III. p. 159. fegg. eingeruͤckt. Jones ſtellte die 
Doppelreihe als eine einfache dar, indem er zwey gleich 
ftellige Glieder der beiden Neihen mit dem gemeinfchaftlis 
‚hen Divifor als ein einziges Glied verband. Daher war 
ein fehr guter Mathematifer, Thomas Simpſon, verge: 
bens bemliht, den Grund der Reihe zu entdecken. Sie ift 
auf dem feiten Lande lange unbekannt geblieben. Lange 
nachher erft fand Euler eine ähnliche Formel, nämlich, die, 
Arc. tang. 45°—Arc,tang. 3 + Arc,tangf, welche 
aber nicht fo fehnell convergirende Reihen, wie jene, giebt, 
Introd. in Anal. Infin. T. I. $. 142. | 
tagnn gab in den Abhandlungen der Parifer Akade⸗ 
mie vom &. 1719, das Nefultat feiner Berechnungen 
iiber den Umfang des Kreifes, wobey er fich dev Tangente 
des Bogens von 30 Gr. bedient hat. Er ſagt erſtlich, 
daß er die Leibnitziſche Reihe für den achten Theil des Lim: 
fanges fehon im J. 1682 gefunden. habe. Da fie aber 
viel zu Tangfam convergire, fo habe er die Tangente von 
30 Gr. angewandt, und durch zwey wefentlich verfchiedene 
Operationen, bey der einen durch fortgeſetztes Addiren der 
Glieder, bey der andern durch wechfelndes Addiren und 
ubtrahiren, den Umfang bis zu 127 Decimalitellen, 
für den Durchineffer, ale Einheit, gefunden. Die Mech: 
nung fen mit äufferfter Leichtigkeit geführt, Er verfpricht 
den Beweis in einer andern Abhandlung zu geben, welches 
aber nicht geſchehen iſt. Euler in der Abhandl. de va- 
riis modis circuli quadraturam proxime exprimen- 
di Comm. Petr. vet. T. IX., glaubt, Lagny habe ſich 
noch befonderer Vortheile zur Abfürzung bedient. In 
der Zahl für den Umfang ift ein Druck⸗- oder Schreibfeh: 
Ier, da die 11 3te Derimalftelle die Ziffer 7, anſtatt 8 ent⸗ 
hält, Diefen Fehler hat Vega entdeckt. | 


J 


— 
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Endlich hat Bega nach der Formel, 
Arc 45°=5Arc,tang} + 2Arc. tang +5 
den Umfang bis zur 140ſten Decimalftelle berechnef, und 
zur Prüfung die Mechnung noch nach der Formel | 
Arc.45°=Arc.tang$-+ 2 Arc.tang+ 

bis zur 126ften Decimaliteile vorgenommen. Thesaurus: 
‘Logarithmorum completus, p, 633. In der Rateliff⸗ 
ſchen Bibliothek zu Oxford befindet ſich ein. Manuſcript, 
worin die Rechnung bis zu der 154ſten Decimalftelle ge⸗ 
trieben iſt, nach dem Berichte des Barons von Zach. 

In der That iſt alſo ver Umfang des Kreiſes ſehr 
viel ſchärfer berechnet, als es je zum praktiſchen Gebrauche 
nöthig iſt. Dazu find die erften zehn oder zwölf Decimal⸗ 
ftellen mehr als Binreichend. Denn ein Billiontheilchen 
ift gegen die Einheit weniger, als eine Secunde Zeit 
gegen 31000 Jahre. Man gedenfe fich eine Kugel 
A, welche unfere Erdfugel fo oft enthält, als dieſe 
Sandförner faflen könnte (man nehme 10 Quin— 
quillionen), ferner eine Kugel B, die A cben fo oft ent» 
hält, noch eine dritte.C, die B eben: fo oft enthält, und 
noch eine.D, die fo groß ift, ald 1000 C, fo ift durch 
bie von Lagny gefundene Zahl der Umfang bis auf ein 
Theilhen des Durchmeſſers berechnet, das in Verglei— 
hung mit demfelben nicht größer ift, als ein Fleines Sands 
korn gegen die Kugel D, und durch die von Vega hinzu⸗ 
gefügten Ziffern noch- zehn Billionenmahl genauer, Es 
Fann gar nichtd helfen, den Werth des ÜUmfanges noch 
fehärfer zu ſuchen, da einige hundert Ziffern gegen die un: 
endlich vielen noch übrigen immer ein unbedeufender, Zufag 
find. Mur das Künftliche einer ſchnell annahernden Reihe 
fönnte Dadurch gezeigt werden. _ 
. Boniometrifche Sormeln zur Berechnung des 
Umfanges cines Rreifes. 

. Man fegein der Kormel für den Bogen durch den 
Sinus (Eyflometrie, 1.) den Ginus, y=3}, fit @ 
ein Bogen von 30 Grad oder der zare Theil des Umfan⸗ 
ge. Es iſt ——— 


* j Eytletechai⸗ 


3 1,1 
— — F ẽ — — — 25 + 
Ange; 573 — 5 . 
1.3.5 7, ı 
re we 71 % Zu 


ever Terniinus iſt mehr denn viermahl feine als der 
vorhergehende. 

Hrewron fehlug ſchon die Reihe für die Zangente 
VF jur Berechnung des Umfanges vor. Die Formel 
| 0. a. D. 10. giebt 


Il, 1 
rs II. nr — etc ) V3- 


Es ift nämlih sin 30° — 4; cosgo —y3=JYV3, 
alfo tang RE — | 
tete este Ve 
oͤder bequemer, 

au re a — 
we q 31 5.7.9 — Dr ee 13.15.96, 

-+ +etc.) Yız, ’ 

| Es ift Vr=y464ıo 16151.37754.- 

| Bi Ausziehung der Quadratwurzel aus 12 macht dieſes 

rfahren beſchwerlich. 

Man kann hier auch die Tangente von 18 Gr. ges 
brauchen, welche eine fehneller — Reihe giebt, 
als die von 30 Gr. Es iſt sin I —4(V 5—1); 
cos 18°— =4 V(ıo+2: 4 5), (Goniometrie, EX.), alfo 


\ o — Vs—ı _ . 
u ll = ydiohav Multiplieitt man Zah⸗ 


1 ı 
Arc, 30° — 3.37 —— 





241 


4 


ler und Penner mit VCIO—2VS), foift tang 18° 


= a nen .. Den Zahler bibie 
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dire man durch Y 5—ı, und multiplicire dagegen bie 
- Größe unter dem Wurzeleichen mit. dem Quadrate von 


ı® 


V3—ı,Di.mit6—2yV 5, fpültang ıg? =. 
ee -ytoavn. Die gedop⸗ 


pelte Ausziehung der Quadratwurzel iſt zwar zuerſt be⸗ 


ſchwerlich; allein die Potenzen der Tangente laſſen fi 


leicht aus einander herleiten. Man ſetze tang 180 
ſo iſt t=ı—2y}, nd ay4j=ı—t, al 
$Fı1mst+t, und t ⸗ 2t· — 3. Daher 
B=2t— I. Hieraus it V—2P — Ft dann 
v—=27—4r, u. ſ. f. fo daß die ungeraden Po⸗ 
tenzen von t eine rücklaufende Neihe bilden, deren Ver⸗ 
haltniß⸗ Scale + 2; —; if. - Die Potenz 7 iſt - 
=V(5+2V5). | | 

Die Ausziehungen der Wurzeln zu vermeiden, zerlege 
man den Bogen von 45 Gr. in zwey Theile, deren Tanz 

enten rationale find, und addire die Reihen, wodurch 
e mittelft ihrer Tangenten gegeben werden. Die Zerles 
gung Fann auf unendlich viele Arten gefchehen. Man wirp 
aber für die beiden Tangenten die einfachften Brüche zu 
fuchen haben. Die beiden Theile des Bogens von 45 Gr. 
feyn A und B, ſo iſt A-B=H#r, und. tang(A-+-B) 
==ı, jugleih auh tang (A+B)= _ u 
tangAttangB  , (Goniometti 

tens A. tme (Goniometrie, 34.) Alſo 
ftr—tgAtgB=tgA+tgB. GestmantgA=g, 
foifttgB=4. Diefe beiden Brüche find fo einfach) als 
möglich, und fommen fich nahe genug, Nähme man eine 
der Tangenten Flein gegen die andere, fo würde zwar die 


Rekhhe für jene ſchnell convergiren, dig Reihe für Die ans 


dere aber auch deſto langfamer. 
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I ME N j B-. 2.0 
— 1.2 3.28 7 5.25, 7.27 T 9.29 
' — * — etc. 
1 1 L 1 — 
Bm —— — — — —— Kr so 
1.5 Far 5.3° 7.7777 
| — ete. 


Die Glieder dieſer Reihen laſſen ſich ſehr leicht berech⸗ 
nen. Jede beſteht in der That aus zweyen. Dieſe ver⸗ 
einige man durch die wirkliche Subtraction der ſubtracti⸗ 
ven Glieder, und theile ſie wieder in zwey folgende: 


TE 
*20 | art te 
ma a Hgg + ge Fe) | 
u irren. 


Die Glieder nehmen ftärfer ab als in * Reihen, und 
auſſerdem muß in eben dieſen der groͤßere Theil weiter 
berechnet werben Wenn P-Q—p-tgq if, fo ift 


m die Tangenten noch Eleiner zu machen, jerlege man 
ben Bogen von 45 Gr. in drey Theile, 2A-HB, von 
welchen zwey einander gleich genommen find ‚ um nicht 
drey verfchiedene Reihen anzumenden, Man feße 

| t 
tang At, tangB=u, fo ift tang 2 A= — 
| tang A4t8B 


Es iſt aber tang gg —ı — alfo 


i—tg2A 


| * tangB, Setzt man für tang ⸗ Aljes 
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nen Werth, ſo iſt 
Nimmt man t—Z, ſo iſt u — —3, undB iſt ſubtrac⸗ 
tiv. Ss ift nämlich A— 26° 34/—, und B=— (8° 8 —), 

Sest man t—, fiftu=+F; ud Amıg?2645 
B-808 —. Demnach | 


| 1 
— — 


I .. 
1.3 — ai 


T- 











— u —— | 4 ete. 2 
7 3.7 5 7> 1.7 . 9 x 
oder | 
26 — '1 
I, GsrTr R 9° — IT. nd 
r 32 
146 * 1 
5* — * vn 
192 L: 
— etc, 
T 343 ( 5.7.49 erw, F ). 


Man feße Arc, 45°—=3A-+B, Me ift — 34 





3t—t’ —tg3 A 
— Goniometrie, IV.), un — — — 
==tang g B, das if — > en = tang.B: 


ıtr — — 

Setzt man t oder tangA=—%, AL it tangB=;% Hier⸗ | 
aus iſt Amı4° 2'+-; B=2°54—. 

Man fege noch Arc. 45°=4A-+B, fo ift 


a AR 
tangA= bay Te Treu 
amt Hatte | * 
+46 ——— Bu; B. Nimmt man 
13, ſo ft tan B=— a5» das ift, Arc, 45° 


. —=gArctg 4 - Ärc. tig. Diefes ift die von Mas 
98: zur Berechnung dee UÜmfanges gebrauchte Pain 


ea Eyfioteönie — 
Es iſt Am sr° rg36 md Bro 14' 23”, Mad 
ber vorher gebrauchten Zufammenziehung und Zerlegung iſt 


Mat get gang rei) 
tal Gast zmaptee 
B= Erden tat Sonate) 
rl | BETT 


In deh Neipen für. A iſt der Vortheil, daß man die Die 
pifion duch 25 in die Mulfiplication mit res verwan: 
bein kann; die Meihen für B conbergiren. ſtark. Es 

moͤchte alſo dieſe Formel für den Bogen von 45 Gr, die 

bequemfte zur Berechnung des Kreisumfanges feyn. 
Bäritann bon der Verednunig des Kreifes, in dem 
Archiv für Mathematik, 8. Heft — 

‚Uhm die Formeln füt Arc. 450 zu vergleichen, ſtelle ich 
fie hier zuſammen: | — 
Arc. 43° Arc.tg} + Are, t&y 

Arc, 45°==22 Arc. tgI + Arc.tg$ 
Arc. 45° 3 Arc.tg4 + Arc.tg,% j 
Arc. 45°=4 Arc. tgzArctggig 
Man Fann dergleichen Formein noch mehrere machen, 
dergleichen die ſchon vorher angegebene, | 1 
rc, 45 2Arc. tangz — Arc. tangz ; und 
Arc 45 3 äre. tangz—Arc.tang%, find, 

Hutton in der angeführten Abhandlung über die leichte 
Berechnung des Kreis; Uimfanges, Philos. Trans. 1776, - 
giebt dreh diefer Formeln als bon ihm gefuriden an. Den 

Reihen, bie aus. der Eulerifchen Formel, Ars, 45° 
— 183 4Arc. ig J, entſtehen, giebt er folgende 
orm: — 


F 
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| , ga .. ı2B 
— —— tra. 
16. 4535 

‚r 9.10 rei) 
4a 66 


5. 107 7.10 
87V - 

| - 9.10 4 etc.). 

wo a, 8, ete. in jeder Reihe das nächſt vorhergehen⸗ 

de Glied bedeuten. Wegen der Transformation: beruft 

er ſich auf die Differential series in Th. Simpson’s 

mäthematical dissertations, p. 64. Auch den Meir 


hen aus zwey andern Formeln giebt er eine ahnliche Su | 
tale. 








er, ——— 
77 ——— 





Vega hat den Umfang des Kreiſes nach der dritten 
unter den folgenden Formeln berechnet. 

Arc.45°= Arctg4-+ 2 Arc te 

"Arc. 4503 Arc.ig} + 2 Arc.tg & 

Arc, 45°—5 Arc.tg4 + 2 Arc. tg ‚ 


Arc. 45° 7 Arc.tg4— e Arc.tg pe 

Wenn Atd. 45° = m. Arc.tängt-+ 2 Arc.ıg, — 
wird, ſo muß t ſo angenommen werden, daß das Verhält⸗ 
niß von t:u rational werde, Die Herleitung dieſer For⸗ 
meln habe ich in dem Archiv der Mathematik, VII Heft 
gegeben: Formeln zur leichten Berechnung des Umfanges 
tines Kreijes. 

Man zerlege den Bogen der Tangente Ar 0, 
2 Arc.tg 75 — Arc. tgu, und ſuche bie angente u. 
Es ift- tan 2 Arc. tg 5 = Var 
Alfo die Tangente der Summe jener Bogen, nämlich 3, 

20:9 —U 209 

IFeou:gg — — Hieraus folgt a sh 
ſo daß Arc, tg = 2 Arc tg, — Arc, 18 zT; iſt. 
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Folglich ii: | re 

Arc, 45° 8 Arc.tg 75 — 4 Arc, tg s45 — Arc.tgz2;. 
Diefe Formel hat zwar drey Theile, allein alle Reihen in 
derfelben ondergiren ſehr ſchnell. Sie ift mir von einem 
ſehr gefchickren Analyften, Herrn Magifter Buzengeiger 
in Ansbach ; mitgerheilt worden. _ 


f 


Methoden, die goniometrifchen Linien zu 
SEE - berechnen. 


Den erften Berfuch in der Berechnung der goniome⸗ 
frifchen (£rigonometrifchen) Linien treffen wir in des Pto⸗ 
lemäus Aftronomie an, im 1. Buche, wo eine Tafel der 
Chorden von halben zu halben Graden geliefert ift. Die 
Ehorden werden durch Geragefimaltheile des Halbmeſſers 
angegeben, z. B. ch. 45°=45.55.19, das if 


=. | 
| = + = 4 sn oder 0,765366 des Halbmefjers. Die 


Hälfte 0,382683 iſt der Sinus: von 22° 30" wie in un: 
fern Tafeln. In derſelben Tafel ift fie jede der angeges 
benen Ehorden auch das Increment auf eine Minute bey: 
gefügt, der Tfnterpolation wegen. So fteht bey 45° das 


Increment o. 58. 0, das iſt = 0, 0002685, Die 


Hälfte hiervon ift ver Unterſchied der Sinus bon 22° 30% 
und 22° 30° 30". Mad) unfern Tafeln ift diefer 
0,0001 344. 

Prolemäus gebraucht zudiefer Berechnung die $ehrfäge von 
ber Zufammenfegung derBogen mittelftihrer&horden. Derin 
der Goniometrie (25.) zur Örundlage genommene geometris 
fche Sag iſt es bey ihm auch. DieChorde derHälfte eines Bo⸗ 
gens aus der Chorde des Bogens findet er folgendergeftalt. Zus 
erft fucht er dieChorde des Complements des Bogens A zum 
Halbkreiſe; den Lnterfchied derfelben vom Durchmeffer hal⸗ 
birt er, ſo iſt die Chorde von +A die miftlereProportionale zwi⸗ 
ſchen dem Durchmeſſer und dieſem halbenlinterfchiede. Diefer 
Satz kommt mir der Formel in Goniometrie (36.) überein. 


— 
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Die numeriſchen Werthe der Seiten des Vierecks, Sechs⸗ 


ecks, Fünfecks und Zehnecks dienen ihm die Rechnung dar⸗ 
an zu knuͤpfen. Wo er genöthigt iſt, eine Chorde durch 
Interpolation zu finden, z. E. bey der Chorde von 1 Gr. 
fucht er Gränzen, zwiſchen welchen fie enthalten ift. Geis 
ne Tafeln geben die Chorden innerhalb gras a5 des Halbs 
meſſers, ober zwifchen a bis 5 "Millioncheilchen deſſelben. 


-(Vergl. Käftners geometrifhe , Abhandl, ı Gamml, 


©. 525. I: ©; 354.). u 
Vor Ptolemãus hat man ſich fhon mit: der Berech⸗ 
nung der Chorden befchäftigt, wovon aber nichts zu un 


gekommen iſt. Hipparchus (im 2ten Jahrh. vor C. 


©.) hat, nach Theons Bericht (Comm. in Almag. L. J. 
c. 9), die Lehre von den Chorden des Kreiſes in zwolf Bü⸗ 
chern abgehandelt. Menelaus (zu den Zeiten Trajans) 
hat auch. feche Bücher von den Chorden des Kreifes ger 
fchrieben, die nicht mehr vorhanden find. Don diefen Ver⸗ 
faflern hat Prolemäus ohne Zweifel feine Lehrſätze genom⸗ 
men; die Tafel ver Ehorden ſcheint er felbft berechnet zu 


haben. Theon ruͤhmt die Gefchicklichkeit, womit Proles 


maus die Berechnung der Chorden auf einige wenige und 
bequeme Säße gegründet hat, - — 

Die Araber führten ſtatt der Chorden die Halften ders 
felben ein. Wo nur fpige-Winfel vorfommen, da ift es 
gleichgültig, ob das Dreyer zwiſchen dem Durchmefler, 
der Chorde eines Bogens und der Chorde feines Comple⸗ 
ments zum Halbkreiſe, oder das dieſem ähnliche, zwiſchen 


dem' Halbmefler, Sinus und Cofinus gebraucht wird. 


* 


Allein dieſe, im Anfang vielleicht unnöthige, Weränderung 
bat die Folge, daß ftumpfe Winfel, und felbft Winfel über 
von Mechte, bequem in Rechnung gebracht werden 
koͤnnen. er 5 
Georg Purbach (auch Peurbach, oder wie er auf 


dem Titel: einer feiner Schriften heißt, Burbach, gebürtig 


aus einem Dorfe diefes Namens an der öfterreichifch « bay: 
rifchen Graͤnze, geſt. 2461) verließ Die alte Sexageſimal⸗ 
theilung des Halbmefjers, dem er Dagegen 600000 Theile 
gab, Er berechnete die Sinus der Winkel von 10 zu 
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20 Minuten, (Gaſſendi in de Lebensbeſchreibungen eis 
niger Aſtronomen, pag. 341. Weidleri hist. Astron. 
p- 301. Käftner glaubt in den geom, Samml. IL, S. 541. 
und Gefch: der Math. I, S. 537, daß Purbachs Tafeln 
durch alle Minuten gegangen ſeyn möchten). Diefe Tas 
fel der Sinus fcheine nicht gedruckt zu feyn. In der 
Schrift de Quadrato geometrico, die zu Nürnberg 1516 
gedrudt, und auch einer fehr feleenen Sammlung einiger 
Schriften von Regiomontanus (Scripta clariss. Mathe 
matici M. Jo. Regiomontani. Norib, 1544: 4), bey⸗ 
gefügt ift, liefert Purbach eine Tafel der Winkel, deren. 
Tangente eine der Zahlen von o bis 1200 ift, den Halb⸗ 
mefjer = 1200 genommen, in Graden, Minuten und 
Serunden, alfo die Winkel von 0° bis 45°, Er bat diefe 
Zafel aus feiner Tafel der Sinus hergeleitet, Sie ift zum 
Sebrauche bey einem Winkelmeſſer beſtimmt, das die 
Form eines Quadrats has, mit einem Diopternlinial, das 
fh um einen Winfelpunct deffelben drehen laßt. . Bon 
feiner Tafel der Sinus ſagt er, daß der Sinus totus 


darin 600 ooo genommen fey. Gaflendi, Weidler und 


Bailly fegen 6000000. 

Johann Müller, gewöhnlich Johannes Re⸗ 
giomontanus (bon feinem Geburtsorte, Königsberg in 
Franken, gefl, 1476) berechnete zwey Ginustafeln, eine 

‚für den Halbmefjer fehs Millionen, und eine andere für 
den Halbmeſſer zehn Millionen. Die Bogen geben von 
Minute zu Minute. Die Zafeln find, nebft einer Ab⸗ 
handluͤng über die Berechnung der Ginus, und einer das 
bin gehörigen von Purbach verfagten Schrift zu Nürns 
berg 1541 von Schoner herausgegeben. in Auszug . 
findet fich bey des Pegioinsutanus Tabulis directionum 
profectionumque, Vitemb. 1584. die ſchon im Jahre 
1490 zu Augsburg herdüsgefommen find. Hier hat der 
Halbmeſſer 60000 Theil, Die Unterſchiede für eine 
Secunde find. in Tauſendtheilchen eines .diefer Theile des 
Halbmeſſers beygefügt. 3. B. sinzı a! 30917 mig 
dem Linterfchiede 249. Dieſer mit 60 mulfiplicirt giebt 
14,940 oder 15 nächſtens, welche zu jenem Sinus addirt 
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90932 Als sin 31° 2° geben. Bey der Berechnung der 
Sinus hat Regiomontanus ven Sinus totus 600 Mil 
lionen groß genommen, um bie Zahlen in den Tafeln bis 
in der letzten Ziffer genau zu erhalten. Die Sinus lei⸗ 
tete ern, wie Prolemäus, aus den Seiten einiger Vieleckt 
durch Halbirungen und Zufammenfegungen der Winfel her, 
bis daß er fie von 45 zu 45 Min. befam, - Den Ginus 
don x Grad finder er dadurch, daß sin ı° Fleiner als 
—* 45’, und größer als J(sin 90‘ + 2sin 45) iſt. 

o fonnte er ferner die Sinus von ı5 zu 15 Min erhale- 
ten, und dann durch gefthicktes Einfchieben die zwifchen 
liegenden. Diefes hat er auich bey den Sinus der Winkel, 
deren Unterſchied 45° befrägt, zugleich angewandt. Er 
zeige fein Verfahren nur mit: wenigen Worten an, baher 
Käftner in ver Gefchichte d. Mathem. I. ©. 553 geſteht, 
daß er Regiomontans Vorſchrift wegen der Linterfchiede 
nicht vollfommen verſtehe. Das Verfahren ift mit den 


Gründen, worauf es beruht, folgendes. Es ſeyn drey 


Winfel, A, B, C, in arithmetifcher Proportion, zwifchen 
welchen die Winkel a, 6, y, 5, in arifhmetifher Pro- 
Hreffion mit jeneh und unter fich eingefehoben werden, 
namlich a, 6 zwifchen A, B, und y, oͤ zwifchen B,C. 
Nun ift 4(sinB—sinA) Fleiner ald sina—sinA, 
aber größer als sin B— sin, daher 4 (sinB-—sinA) 
.—sinß —sinanahe. Gleichergeſtalt iſt (sin C—sinB) 
—sinö—siny nahe. Man nehme die Linterfchiede 
I.sin8— sin a; H,sinB—sinß; Ill.siny—sinB; 
IV, sind— sin, in arithmetifcher Progreffion , ſo wer 
den, weil die beiden äuffern Glieder, der Vorausſetzung 
gemäß, befanne find, die beiden mittlern Teicht gefunden, 
alfo auch sin 8 und siny, daraus dann auch sina und 
- sind. Das Verfahren giebt die eingefchalteten Sinus 
fo weit richtig, als es richtigift, daß die groeyten Unter⸗ 
fchiede fich gleich find. | | 
Bis zum Regiomontan enthielten die trigonometriſchen 
Tafeln nur die Sinus. Er fügte noch die Tangenten hin⸗ 
zu. Die Tafel derſelben nannte er wegen ihres nützlichen 
Gebrauchs, tabulam foesundam, VBey den vorher an« 
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geführten aſtronomiſchen Tafeln des Regiomontanus iſt 
eine ſolche für den Halbmeſſer 100000, aber nur von Grad 
zu Grad enthalten. BE 
Beträchtlich weiter gieng Georg Joachim von fei: 
nem Vaterlande gewöhnlih Rhäticus, genannt, (geb, 
1514 zu Feldkirch in einem Theile des alten Rhätien; 
geft. 1576), der aber doch fein mühfeliges großes Werk 
nicht vollendete. Er nahm ſich vor, die Sinus, Zangen: 
ten und die von ihm zuerſt eingeführten Secanten *), für 
einen in 10000 Millionen getheilten Halbmeffer von ro 
zu 10 Secunden zu liefern. Bey der Berechnung felbft 
nahm er, zur Sicherheit bis auf die leßre Ziffer, den. 
Syalbmefjer 1000 Billionen groß an. Als er über der 
Ausarbeitung verftarb, nahm fein Schüler und Gehülfe, 


- Balentin Drebo, fich des Werkes an, zu deflen Voll: 


endung ihm von dem Kaifer Marimilian IL die Koften 
bewilliget wurden. Dach dem Tode Diefes Kaifers konnte 
man am: öfterreichifchen Hofe für trigonometriſche Tafeln 
nichts thun.. Otho befam einen Ruf nach Wirtenberg als 
Profefjor der Mathematik mit dem Werfprechen der zu 
feiner Arbeit nöthigen Koften, worauf er fich dahin begab, 
Allein wegen gewiſſer Borfälle mußte er nebft einigen ans- 
dern diefen Dre verlaflen. Er reifete einige fahre herum, 
bis er von D. Caſpar Peucer in die Pfal; am Rhein zu 
kommen eingeladen ward. Hier erhielt er von dem Pfalz⸗ 
grafen Johann Eafimir, dem Vormunde des noch mine _ 
derjährigen Kurfüriten Friedrich IV, die Koften zur Boll: 
endung und Herausgabe des Werks. Er gab feines Seh: 
rers und feine eigene Arbeit in einem großen. Kolianten bers 
aus, unter dem Titel: Opus Palatinum de triangulis, 
a Georg. Joach, Rhetico coeptum; L. Valentinus 
Otho Principis Palatini Friderici IV. Electoris Ma- 
thematicus conlummavit, 1596. In dieſem Werfe 
find enthalten von Rhäticus felbft, Läbri tres de fabrica 
canonis dactrinae triangulorum; de triquetris recta- 


”) Zu gleicher Zeit mit Rhaͤticus berechnete Maurolycus in Sick⸗ 
lien ( gefl. 1575) eine Tafel der Seranten, die er tabulam 
benehicam nannte. | = 
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rum. linearum, in planitie liber unus; de triangulis 
. globi cum angulo recto libri quatuor. Dann von 
Otho, de triangulis globi sine angulo recto libri 
quinque, quibus tria meteoro[copia numerorum 
acceſſerunt. Diefe Meteorofeopia find Tafeln zur fphas 


rifchen Trigonomerrie gehörig. Auf diefe folge der große 
Canon doctrinae triangulorum ad decades fecundo- 


rum scrupulorum et ad partes 10000 000000, Die 


fer enthält die Sinus, Tangenten und Gecanten, in 
drey Neihen oder Abtheilungen. Die.erfte Reihe enthält 
die Sinus und Eofinus der Winfel von o bis 45 Gr. uns 
ter den Benennungen, Perpendiculum et Balis. Die 
zweyte Neihe enthalt die Secanten und Tangenten verfel« 
ben unter ven Benennungen, Hypotenusa und Perpen- 
diculum; die dritte Reihe die Eofecanten und Cotangene 
ten derfelben unter den Benennungen, Hypotenufa und 
Bafıs. Diefe Überfchriften itehen über den Columnen; 
unten find die Benennungen, Perpendiculum und Bafıs 
verfaufcht, da die Complemente jener Winfel von unten 
auf gezähle werden, wie es in den neuern Tafeln gewöhn⸗ 
lich iſt. Die Unterfchiede aller diefer Größen find bey⸗ 
gefügt. * 
Die Berechnung der goniometriſchen Linien, ohne die 
Hülfe der Analyſis, zeigt die Methode des Rhatcis am 
volltändigften. Die dazu nörhigen Zahlen find mit den 
Reſultaten der arithmetifchen Operationen größtentheils 
aufgeftellt, fo daß man die ganze Nechnung in ihren eins 
zelnen Theilen verfolgen Fann. Auſſer den gehrfägen feis 
ner Vorgänger hat Rh. noch zwey Sätze über die Sinus 
und Cofinus, deren Winfel gleichförmig zunehmen, (de fa- 
brica canonis, prop. 9.). Der eine ift, in unfere For— 
mularausdrücte gebracht: cos (a-+nb)—cos(a+ 
(n—2)b)—2sinb.sin(a--(n—ı)b). Der jweyfe 
iſt: sin(a+nb)=2cosb,sin(a-H- (n—ı)b) 
—sin(a+(n—2)b). (Goniometrie,58, 35). 
‚Mhäticus findet auch durch algebraifche Nechnung (wie 
er es nennt, per maxima Logistices praccepta) den 
Sinus der ua und des dritten Theils aus dem Sinus 


J 
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eines. gegebenen: Bodgens. Bey der Halbirung zieht 


er eine längere Rechnung einer kürzern vor, weil er glaubt, 
daß jene mehr Sicherheit gewähre. Er addirt das Qua— 
drat des Sinus verſus eines Bogens A zu dem Quadrate 


des Sinus, zieht aus der Summe die Quadratwurzel, 


amd halbirt dieſe, wodurch er den Sinus von FA erhält. 


Kürzer iſt die Rechnung nach der Formel ı —.cos A 


—=2sinzA’, und ohne Zweifel eben fo ficher. Bey klei⸗ 
nen Winfeln bedient Rhäticus ſich einer.algebraifchen Auf- 


Yöfung. - | J 
Aus den Seiten des Zehnecks und Sechsecks leitet 


Rhäticus durch, Halbirung und Zufammenfesungen der 


v* 


Winkel die Sinus von anderthalb zu anderthalb Graden 


her. Durch die Verbindung des Winkels von 45’, deſſen 


Sinus und Cofinus durch forfgefegte Halbirung des Win- 
kels von 12° gefunden find, werden die Sinus und Eofinus 
von 45 zu 45 Min. gefunden, Hierauf nimmt er 43 fie: 
ceſſive Halbirungen des Winfels von 45° vor, und findet 
Die Sinus und Cofinus der Theile. Der Sinus des’ leg- 
‚ten diefer Winfel ift einer der Theile, deren: der Halbmef: 
fer. 1000 Billionen enthält. Nun iſt feine Abſicht, den 


“ Sinus und Cofinus von ı Min. genau zu finden. Dazu 


geht er folgenden Weg. Aus den Sinus und Eofinus der 
Winkel, 33° 45’ und 22° 30°, findet er den Ginus und 
Coſinus von 34° 7’ 30". Unter ven Winkeln, die duch 
die fortgefegte Halbirung von 45’ entfliehen, find drey, 
deren Summe iſt 12“. 11. 41. 22. etc. wo die abgefons 
derten Zahlen GSeragefimalcheife find. Diefen Winkel 
nenne man a. Der Sinus deffelben wird aus den Sinus 
amd Coſinus der Theile berechnet. Ferner giebt die fechfte 
KHalbirung den Winfel 42”. 11. 15. Diefer fy =, 
Der Unterfchied von 8 von a ift 29. 59. 33. 37..etc, 
—y. Da diefer Winfelfehr wenig von 30° verfchieden 
ift, fo Fann man die Proportion fegen, y:30’—siny: 
sin 30°, wo sin yaus den Sinus und Cofinus von a und 
8 gefunden ift. Die Verbindung der Winfel 340730 
und 30° giebt sin 34° 8’ und cos 34° 8. Aus diefen - 
werben die Sinus und Coſinus der fuccefliven Winkel hex⸗ 
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geleitet, bis ju beim von 1Min.  Mun ift Rhatieus imn 
Stande, die Sinus uud Cofinus der Winfel von ı bis 

45 Min: zu berechnen: Mir Hülfe diefer Fonnte er darauf 
die Reihe von 45 zu 45 Min. für jede Minute ausfüllen. 
Nun waren noch die Sinus und Coſinus det Winfel ; die 
10, 20, 30; 407 50 Geunden über die Grade und Mi 
nuten enthalten, zu berechhen. Zuerft fuche-Mhäticus dei 
Ginus von 5 Sec. folgendermaßen. Er nimmt aus dem 
Canon der Halbirungen von 45 Min. vier Winfel heraus, 
beren Summe iff 4”: 56; 37: 51. etc, und berechner den 
Sinus deffelben aus den Sinus und Coſinus der Theile; 
Aus dein Sirius findet er, wie vorher bey dem Sinus vol | 
30 Gec;; durch eine einfache Proportion den Sinus 

‘von 5 Sec. und aus dieſem auch den Eofinus. Da aus 
sin 30‘ der sin 15° gefunden wird, fo ergeben fich nun 
Sin 10°; sin 20°, und nn Siri 40°; sin So’, nebff 
den Sofinus diefer Winfel: Da diefe gefunden find; f6 
werden die Ginus und Eofinus von 10 ju 10 Eer, if 
der Reihe derer von Minute zu Minure eingefchalter, mir: 
telft der Jehrfäße von ven Ginus und Coſinus der en 
oder des Unterſchiedes zweyer Winfel: 

Die Tangenten und Gecanten findet Rhaticus und 
mittelbar durch die Proportionen col:sin—-rad ; tang; ' 
und cofitad =rad:sec: Auf ähnliche Wafe finder 
er aüch die Cotangenten und Eofecanten. Nach Schutze’ 3 
Verſicherung Einleit. zu ſeinen Tafeln) ſind von den Co⸗ 
tangenten in dem Op. Palat: im Anfang des Quadranten 
“nur die 5 bis 6 eriten Stellen richtig. Hobert und Ideler 
ſagen in der Einleitung zu ihren neuen Tafeln, daß ſie 
dot 0° 27' = 127; 321.336 4689 gefunden haben, da 
diefelbe in vem Op: Palat. 127, 321336 2801 iſt. 

Ein Canon der Sinus für ven Halbmeffer Tooo Bils 
lionen, don fo fir 10 Secunden mit den erſten, zweyten 
und zritten Unterſchieden, iſt in Pitiſci thefauro mathe: 
matico (Francof. 1613.) enthalfen: Es iſt der. vor 
Rhaͤtieus ſelbſt berechnete, aus dem Nachlaſſe deſſelben 
noch erhaltene. Kaſtners geometriſche Abhandlungen T; 
S—e573. Sn dem Opere Palatino find bie — 
| | I: 


/ 
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Tangenten und Secanten für einen ſo großen Halbmeſſer 
von 45 zu 45 Min. enthalten. 

Die Analnfis des Unendlichen hat zu der Berechnung 
ber goniomerrifchen Linien viel leichtere und kürzere Wege 
eröffnet, als jene unverdroffenen Rechner zu nehmen gens- 
thigt waren. Mirtelft der Formeln, welche diefe Lis 
nien durch ihre Bogen darftellen, kann man jede unabhäns 
gig von den andern finden, fo genau als man nur will, oe 
ne einen, bloß zur Sicherheit bey den Nefultaten nörhigen 
Aufwand von Berechnungen. Wollte man den ganzen 
Canon oder ein Stück defjelben berechnen, fo kann man 
diejenigen Größen, zwiſchen welchen die übrigen einge: 
fchaltet werden follen, vortheilhaft auswählen, und hat jur 
- Einfhaltung mehrere, fowohl bequeme als fichere Dieroben. 

Um die Berechnung der goniomerrifchen Sinien zu 
erleichtern, hat Euler die unveränderlichen Factoren 
in den Formeln fuͤr dieſelben ſehr weit berechnet, in der 
Introd. in Anal Infin. T. I. eap. g. Die Formeln 
bekommen dadurch folgende Geſtalt. Es fey für den | 
Halbmeffer als Einheit der Bogen = P, und P — 
ſich zum Quadranten wie m J n, 


ſo tpo= X und es iſt 
A Col$ = 
m i 1, 570796 32674 I, 000000 0000 
3 Ä m? Eu —J 
= — . 0645964 0975- 7 + 1.238700 5501 
— . 0,079692 6262+— 0,253669 5079 


m? * 
—0004681 7541 53 - o, 020863 4807 


we 
— 0, 000160 — . 5 000919 2608. 


mii a 
n 


113 
—, .0Q 000000 — . 5, 000000 4710 
n 


4 etc. Ir e eic- 


Cyklotechnie 675 
Tang ® — f LT | Cot 6) — ie 


-2mn' n | 
+ Ina 9636619 7723|-+ = . 0, 636619 7783, , 








+ m 0, 297556 7820 a «0, 318309 8861 
4 = | .0,018688 6502|” — 205288 8894 
+ * | — 001842 47521— = ©, 006551 0747 
= * «6%, 000197 5800| — = 9 000345 0292 
4 2 .%0,000021 7 * | « 0, 000020 279 
4 * | 05000002 4011|— = «0, 000001 2366 
4 * 0, 000000 2664 - 0. oooooo 0764 
+ * 0, 009000 0295 — 2 29, C09000 0047 
+ etc. Ä — etc. u 


Die Formeln für sin $ und co[® find aus denen in 
Cyklometrie ( 5.6.) die für tang® und cot® ans denen 
daſ. 38, 39. hergeleitet. Bey Euler find die numerifchen‘ 
Factoren für Sinus und Cofinus bis zur 2gflen Decis 
malſtelle; für Tangente und Eotangente bis zur ı3ten 
angegeben, $ 

-Da man jest damit umgeht, das Decimalſyſtem in 
allen mathematischen Rechnungen einzuführen, fo hat dies 
ſes eine neue Berechnung der geomerrifchen Linien für die 
Decimal » Eintheilung des _ Quadranten veranlaft. 
Deutſchland ift darin Frankreich zuvorgefommen. Ho: 
bert, Profeffor. der Marhematif und Phyſik an der Mi⸗ 
litäv: Mfademie des Artilleriecorps zu Berlin, und des 
ler, Aſtronom der Preuß. Akademie der. Wiffenichaften, 
haben mit der größten Genauigkeit und Unverdroſſenheit 
neue trigonometriſche Tafeln für die Deci— 
maleinrheilung des Quadranten berechnet, und 
zu Berlin 1799 herausgegeben, Bono bis o, 03 des 
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Quadranten gehen die Sinus; Coſinus, Tangenten und 
Cotangenten durch alle einzelne Hunderttaufendrheilchen des 


Quadtanten, das ift, durch je 3°, 240 der Geragefimal: 


theilung, von o, 03 an durch alle einzeliie Zehntauſend⸗ 
theilchen. Die Berechtiungsatt ift hauptſachlich eine In⸗ 
terpolation einer Neihe von 25 Sinus und Eofinus in der 
erſten Hälfte des Quadranten. Diefe find -bis auf 30 
Decimalitellen berechnet. Die Lltiterfchiede find bis zum 
fechiten genommen; und in den erſten drei Hundetttheilen, 
wo die Glieder der Hauptreihe fich viel näher Fomiten, 
bis zum fünften. Die Herausgeber haben ihr Verfahren 
in der fehr lehrreichen Einleitung ausführlich Befchtieben. 

Um die Anwendung verfhiedenee Hilfsmittel bey einer 
ſo weirläuftigen Nechnung zu zeigen; will ich ein Verfah⸗ 
ven beſchreiben, welches fie, ohne Gefahr für die Genauig« - 
feit, fehr abkürzt. — SE 

Henn die Sirius und Cofinus nach der Deeimalein« 
eintheiliing des Duadranten berechnet werden follen, fo 
fuche man on ie 

I. Diefelben für 0,15 6,015. 6,0015 0001; 

0,00001 des Quadranten nach den gleich vorher mitge- 
theilten Eulerifchen Formeln. Diefes gefchieht fehrleicht. 

II. Man berechne die Sinus und Coſinus der Bogen 
0,15 0,25 0,35 0,45 0,5, nad) den Kormeln 

sinn A=sın(n—2)A+2sinA.cof(n—ı)A, 
' cofn A=col(n—2)A—2sinA.sm(n—ır)A, 

welche ınan aus den Formeln (Goniometrie 56, 58.) erhält, 
wenn daſelbſt a0, und A für b gefegt wird, Hier iſt 
A=o,ı des Duadranten, und sinA ein befländiger 
Factor. - Das letzte Glied der Reihe, sin o,5, und 
c0f 0,5 it —=YVo,5, welches leicht berechnet ift, und 
jur Prüfung der Rechnung dient. " 

111. Dan fehalte zwiſchen den Sinus und Coſinus 
bon 05; 0,15 0,25 0,3, des Duadranten neue Glieder ein, 
mittelſt des Sinus und Cofinus von o, or ded Quad. 
wach den Kormeln (a. a. O.) | 
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Sinla--nb)—=sin(a+(n— 2)b) P 2sinb.cof(a£ 
cof(fa+nb) + col(a-+(n—2)b)—zsinb.sinca+ 
ae J — -1)b). 
Hier iſt b==o,or des Quadranten, und a ein Glied der 
ju ergänzenden Meihe. Die Sinus und Coſinus brauchen 
nur bis 0, 25 des Duadranten berechnet zu werden, da 
nad) (Goniometrie 50) | 2 
sin(ZR—A)=%(c00[A—sinA)yV2 
 tol(gzR—A)=3(sinA+colA)Va 
ift. Die ſchon berechneten Gliederder urfprünglichen Reihe 
dienen zur Prüfung der Nechnung. \ ur 
IV. In der derivirten Neihe der ©. und E. von 
05 0, 015 0,025 . 2. x 0,245 0,25, fchalte 
man wieder je neun Glieder ein, mittelft des ©. und C. 
yon 9,001 , nach den gleich vorher angeführten Formeln. 
V. Dan fchalte in der zweyten derivirten Reihe ent 
weder durchgehends, oder in einem Theile derfelben, nach 
dem Grade der vorgeſetzten Genauigfeit, je neun -Ölie- 
der ein; oder bediene fich, wenn die. Differenzen Elein ger - - 
nug find, zugleich folgender Differenzen-Kormeln. Es 
fen P ein Bogen für den Halbmeffer als Einheit; AG ein 
endliches Wachsthum veffelben; A sin © das zugehörige 
Wachsthum des Sinus, und — Acoſ O die jugehörige- 
Abnahme des Eofinus, fo ift Differenzen = Rechnung, 
27.28.) ° 
AsinP=eolP (AH — ZA P5+ etc.) 
inte): 
= Acl9=sin$(AP—FAPS + etc) 
| + col9(3AP— FrAPt+ etc.) 
In Biefem Kalle fchalte man durch die goniometrifchen 
Formeln nur Hier Glieder ffatt neun ein, weiches 5 Inter⸗ 
voalle giebt, und fülle die Intervalle mittelſt ber Differenz . 
jenformeln aus, . | 
VI. In eben diefem Kalle laſſen fih auch folgende in? 
Direste Formeln zum Einfchalten anwenden. Wenn drey 


a 
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Winkel, A, B, C, in arithmetiſcher Proportion ſind, ſo 
iſt (Goniometrie, III.) | | 
. sinB=%(sinA+sinC)+2'sinB.sin2(B—A)*, 
colB=$(cof A +co[C)+2cofB.sin$(B—A)®, 
wo man in dem zweyten Terminus des zweyten Theils der 
Gleichung für sin B und colB den erften Terminus fegen, | 
oder fie aus fchon berechneten Tafeln, fo weit diefe fie lie: 
fern, zur fhärfern Berechnung nehmen mag, wofern nur 
sinz(B—A)? flein genug iſt, um den Fehler in dem 
Factor sin B oder cof B dem vorgeſetzten Örade der Ber 
nauigkeit unfchädlic, feyn zu laffen. 

VII. Man wird fich auch mit Vortheil der Kormeln 
für die Anfangsglieder ver Differenzenreihen von Sinus 
und Coſinus, deren Winfel in arichmerifcher Progreffion 
find, aus Goniomerrie III. bedienen können. Nämlich, 
wenn die Winfel find A, Ara, A+2a, A+ 3, ete. fo iſt 
 AsinA=+2col(A-+a).sina; A’sinA= 
—4sin(A+2a)sina’; A5sinA—=—8co[l(A+3 a). 
sinad; AtsinA—+ ı6sin(A + go), sinat; u. ſ. f. 

VII Wenn die dritten Unterfchiede der Glieder in 
. einer berivirten Reihe nahe fich gleich find, fo interpolire 

man auf folgende Art. Es ſeyn Q;5 Q+a; 2463 
Q+B+w, vier Ölieder einer Reihe, in den Stellen, die 
buch 05 15 105 11 bezeichnet werden; zwiſchen diefen 
foll in der Stelle x das Glied Q + y eingefchaltet werben, 
fo ift, wenn Die dritten Unterſchiede der Glieder, bey gleich 


großen Abftänden, unveränderlich find, 


— — (II —x) 
* 10 6 * | 90 | 
‚, xlto—x)(x—ı) B | 
| * 110 (7 u | 
(f. Einſchaltung.). Man fehalte nämlich nach den geo« 
metrifchen Kormeln für sin(A+B) und cof (A+B) 
bloß das erite von allen neun Gliedern nach jedem Gliede 
ber zu ergänzenden Reihe ein; diefes ift, was hier durch 
Qraumd Q-+B tu bejeichnet ift, da Q und Q+L zwey 


10 


* 
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nachſte Glieder der Reihe ſelbſt nd. Die Steffen der bei⸗ 
den letztern ſind o und 10, jener x und 11. Der erſte 
Theil der Formel iſt der einfache Proportionaltheil; die 
beiden andern find die Verbeſſerungen wegen des ungleich⸗ 
fürmigen Zunehmens oder Abnehmens , durch den Linters 
fchied von dem mittlern Werthe der Veränderungen, Die 
Borzeichen in der Formel find auf Ginus eingerichtet. 
Für Cofinus nehme man die Verändetungen bloß nach 
dee Quantität, ohne die Vorzeichen von a, B,B+ w 
und y ju ändern, aber der zweyte und dritte Theil der For— 
meln find fubtractiv zu nehmen. Wo es nörhig ſcheinen 
follte, eine Probe der Tinterpolation zu haben, berechne: 
man den Sinus und Cofinus des mittelften Winfels nach. 
den Formeln für die Zufammenfegung deſſelben, ober fol— 
gendergeftalt. Es feyn A, B, C, drey Winkel in: arith« 
merifcher Proportion, fo ift | 
Z(sinA +sinC) fec4(C—A) ==sinB,. 
3CsinA +cofC)fecz(C—A)=colB, 
aus Goniometrie (28 u. 14.). Für die Secanten kann 
man nach der Formel (Eyflometrie, 22.) fich eben ſolche 
Reihen, wie die Eylerifchen für Sinus und Cofinus, bes _ 
tepnen, die aber nur aus zwey oder drey Gliedern zu ber 
fiehen brauchen, weil C—A hier ein Eleiner Winfel ift. 
IX. Wenn die zweyten Linterfchiede einer devivirfen. 
Reihe beftändig find, fo interpolive man fie folgenderge⸗ 
ſtalt. Es ſeyn Q5 Q+a; Q+B, drey. nächte Glie— 
der einer-folchen Reihe, deren Stellen durch o, 10, 20 


bezeichnet werden; ein einzufchaltendes Glied in der Stelle 


x ſey, =Q+y,.feilt 








xxcio—x) | ! 
u re a 
el er tr (aß). 


X. Endlich, wo die erften Linterfchiede fich gleich blei— 
den, brauche man nur die einfachen Proportignaltheile den 
berechneten, Gliedern zuzuſetzen. — 


- 
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Ben den Tangenten und Eotangenten enthehrt man 

den Vortheil, das Einſchalten durch eine genaue goniomes 

triſche Formel unmittelbar zu bewerkſtelligen. Aber mit— 

telſt der ſchon berechneten Sinus und Coſinus laßt es ſich 

bequem ausrichten. Denn es iſt aus Goniometrie (31.) 
sin w 


2 tang(® + w)—tang = — cof(P-+w) ? 


sin w 


or —cot(P+) = sin ©. uch 


Hat man miftelit der Euleriſchen Formeln eine Reihe von 
Tangenten und Cotangenten für Winfel in arithmetifcher 
SKortichreitung berechner, fo Fann man die einzufchaltenden 
lieder ganz leicht und genau durch diefe Kormeln finden, 
indem man für den Cinfgalfyngeenintel | w nach und - 
Fleinere Werthe fest. 


Mar hat nur noͤthig, die —— und —— 
ber Winkel unter Z des Quadranten zu berechnen, Denn 
es iſt (Goniometrie, 48.) | 

cot GR—A)—tanggR—A): —2tang2A, 
— man2A—=F#R-+ 2a, wo2a fleiner als IRiſt, 
ffifZzR—A=+R-—a. Man findet alfo aus den Tangen⸗ 
ten und Gotangenten der Winfel zwifchen $R und + R bie 

Tangenten eben ſo vieler Winfeljwifchen4Rund$R, ‚deren 
Unterſchiede aber doppelt ſo groß als die Linterfchiebe jes _ 
ner find. Um die Tangenren der in der Mitte zwiſchen 
ihnen liegenden Winfel auch zu finden, dient folgende For⸗ 
mel für die Tangenten dreyer Winfel, A, B, C, die in 
arithmetiſcher Proportion ſtehen, (Goniometrie, IH. ), 

tgB.sın(B—A)* 

‚tangB=32(tgA * 80)⸗ nn . 

In dem zweyten Terminus des zweyten Theils mag man, 

ivegen des Fleinen Factors, sin (B— A)?, für den Satz 
for tang B nur einen nahe Fommenden Werch aus den 
ſchen berechneten Tafeln fegen. 
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Da die Sotangenten Fleiner Winkel, oder die Tangen⸗ 
ten der von einem Rechten wenig. verfchiedenen Winfel, 


groß find, und ſchnell fehr anwachſen, fo ift Die nterpolas 


tion bey ihnen weniger ficher, wenn nicht die Ölieder, zwi— 
fehen welchen die. Einfhaltung vorgenommen wird, weit 


genug :berechnet-werden, Kin Hilfsmittel gewährt die 


Formel, 
cotA—2 cot2A--tangA, 


da die cot 2 A fich leichter mit Sicherheit finden läßt, als | 


&ot A. - Diefe Kormel, oder die ihr gleichgültige, 
tang(ZR+ A)—tang(3R— —A)=2ztang2A,. 

ift dadurch fehr brauchbar, daß fie bey der gleich vorher 

angewiefenen Interpolation einer Tangente zwifchen. zwey 

andern gegebenen die Anzahl der dadurch zu findenden 

Tangenten auf die Hälfte herunter-bringt, - 


Die Gecanten und Eoferanten werden leicht durch 


Addition und Subtraction gefunden, Es iſt, Goiemee 
frie, 43. 44.), 
fec2 A=tang2A+ täng(a5° A), 
eofec2A= cot 2A+ tangA. 


Setzt man für A eine arithmetifche Reihe von Wer⸗ 
then, fo werden für die Winkel der Secanten die Unter⸗ 


fehiede doppelt fo groß als in jener, Diefe Unterfeiehg 
zu halbiren, dient die Formel, 


a 3(fecA-+[ecC) 
— [ec A.lecB. .fecC (1 + 2cof(B—A)— co[2B) 


xsmä(B—-A), ı . 
wo A,B, c, in arithmetifcher Proportion find. im . 


dem zweyten Terminus der Formel mag für [ec B- der ers 
fte Terminus gefegt, oder der Werth aus den ſchon berech⸗ 
neten Tafeln genommen werben, fo weit ihn dieſe liefern. 

- Aus diefer Behandlung ber enflomerrifchen Reihen 
fieht man, wie mancherley Veranftaltungen erforderlich 
feyn Fonnen, um eine analgtifche Reihe zum genauen arich« 
werijhen Oehrauch iugueichten: 


- * 


- 
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Zur Erſparung der Multiplication und Diviſion 
mit den großen trigonometriſchen Zahlen erdachte Neper 
Kohn Napier, Baron von Merchiſton in Schottland) 
feine Logarithmen, die er 1614 befannt machte, Er feste 
den Sinus tous — 10 Millionen, deſſen Logarithmus 
2.9, den Logarithmen der Zahl 9999999 zwiſchen 
1,0000001, und 1,0000000. in ber Tafel ift ı als 
Logarithme von sin 89° 59° angefegt, weil die Winkel 
nur nad) ganzen Minuten fortgehen. Der Logarithme des 
sin 30° oder von 5000000 ift bey ihm 6931469, der in 
dem gegenwärtig üblichen Syſtem iſt — 0,3010300, wo⸗ 
für deffen Complement 9, 6989700 in unfern Tafeln ſteht. 
Das Dreperfche Syſtem von Logarithmen ift das der natuͤr⸗ 
fichen mit einer gewilfen Abänderung, Briggs nahm 
das Verhältniß 18 ro zum Grundverhältniſſe, fo daß er 
zuerſt den Logarithinen von „5 gleich Eins fegte, her: 
nach aber logıo—ı nahm. Gr berechnete nach dieſem 
. Syftem eine Zafel der logarithmifchen Sinus und Tan 
genten für alle Hunderttheile jedes Grades bis zur vierzehn- 
ten Deceimalitelle, und eine Tafel der narürlichen Sinus 
bis zur funfjehnten, der Tangenten und Gecanten bis zur 

ehnten Stelle Diefe Tafeln find zu Gouda, in Adrians 
loch Verlage gedruckt, und erfchienen dafelhft 1633.:in 
Folio, unter dem Titel, Trigonometria Britannica, 
Es ift kein zweyter Abdruck, wie Montücla in der Gefch. 
ver Diathem. IL. Th. 27 ©. fagt. Briggs begleitete die 
Tafeln mit einem ausführlichen Unterrichte von der Bere 
ferfigung des Canons ſowohl der frigonometrifchen Linien 
als ihrer Logarithmen. Der Tod übereilte ihn, da er noch 
den linferricht von dem Gebrauche und der Anwendung der 
Tafeln beyfügen wollte. Diefes leiftete.an feiner Stelle 
Heinrih Gellibrand, Profeffor der Afteonomie an 
dem Greshamifchen Collegium zu London, der auf dem Tis 
. tel als Herausgeber des Werks genannt iſt. 
Adrian Vlacq, der die von Briggs gelaffene Lücke 
im hen Logarithmen der. Zahlen von 20000, bis 90000 
ausfüllte, und die Logarithmen aller Zahlen von ı- bis 
100000 bis aufdie jehnte Decimalftelle in der Arithme- 


Enflotednie 683 
tica logarithmica, Goudae 1628, fol, zte Ausgabe 
lieferte, fügte diefer die Sogarithmen der Sinus, Zangen: 
ten und Secanten, bis zur zehnten Decimalftelle, für eins 
zeine Minuten, bey. In demſelben Jahre, 1633, in 
weldhem die Trigonometria Britannica erfhien, gab 
er einen großen logarithmifhen Kanon der Dreyede 
heraus, worin die Logarithmen der Sinus und Tangenten 
pon 10 zu To Gerunden auf zehn Decimalftellen enthalten 
find, unter dem Titel: Trigonometria artificialis, five 
magnus Canon triangulorum logarithmicus, etc. 
- Der Canon des Nhäticus ift dabey zum Grunde -gelegr, 
Wo diefer in dem legten Ziffern Unrichtigfeiten hat, könn⸗ 
ten die darauf fich beziehenden Logarithmen auch fehler: 
haft ſeyn. Die Einleitung ift faft ganz aus der Brig: 

gifch = Gellibrandifchen Ausgabe genommen, | 
| Die beiden großen und feltenen Werke von Vlacq 
bat Vega in einer verbeſſerten, neu geordneten und ver— 
mehrten ſchönen Ausgabe wieder abdrucken laffen, mit eis 
ner. Einleitung , worin die neuere Verechnungsart ber 
Logarithmen gezeigt wird, Leipzig 1794, fol. In den 
beiden erften und legten Graden des Dundranten gehen 
die Logarithmen durch alle einzelne Gecunden. Das 
Perf verdient den Titel: Thefaurus Logarithmorum . 
completus. | 

Für die Logarithmen ver Sinus und Cofinus, fos 
wohl die natürlichen als gemeinen fabularifchen, hat 
Euler in der Introd. in Anal Infin.:C, XI, ähn- 
liche numerifche Sormeln wie für die Ginus und Co— 
finus felbft geliefert. Es find die entwickelten Formeln 
in Cyklometrie. (36, 37 


634 
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Log. tabul.sin Arc. — 90° ie 
mn ge'= 


Im+lfen—m)+l(en+m)—zIn 





* 9,594059 885702 
m? Zn 

> ns: + 0, 070022 826605, 
m* 

— 7 0, 001117 266441 . 
m® 


— 
"76 +9, 900039 229146 


m3 


mar: 000001 729270. 


—5 ne 084362, 





| m'*® - 
"ne +0, 000000 004348. 


— etc. 


Zweytens iſt | | 


Log.tabul, cof.Arc.: — , *— 
lI(n—m) +1l(n+ — In 


‚+ 10, 000000 000000 


ın? 


meh 101494. 859341 . 


— . . 0, 003 — 294065 


“ 
ns . 0, 000209 485800 


m 

75:9, 000016 848348. 
m!® 

Ze : 0, 000001 480193. 


\ 
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m’? 
Zr 
m?'+ — 
le ——— 
mis 
— — 
— etc, 
Der Punct am Ende bedeutet, daß die folgenden Ziffern 
mehr ald 5 in der ızren Stelle befragen. Der Charaftes 
riftif find 10 geliehen, wie gewöhnlich ift: 
Euler har diefe Logarithmen bis zur ı5ten Decimal« 
ſtelle berechnet. In den Tables portatives de Loga- . 


. 0, 006000 136502 


: 0, 600008 001261 


rithmes, par Callet, à Päris 1795, find fiebis zur zoften 


aufgeführte. Eben dafelbft-find diefe numerifchen Kormeln 
auch nach den analytifchen in Enflometrie (40), und nody 
nach drey aufähnliche Art convergirend gemachten, berechnet 
mitgetheilt, jede auf 20 Decimalſtellen. Ich fege zur Ver⸗ 
gleichung das vierte Paar diefer Formeln her, bis zur 12ten 


| Denn und bis jur achten Potenz; von — * 





| Log. sin — rim fin n)+ieitm 
+i MER (4n+m)+1l(6n—m) | 
+1 — (8n—m)+l(gn+m) — 
+l(toa—m)+l(ion#m)—ııln 


T. 3402745 74282 95 
1 . 
—70 01968 68907 79; 
— u — 
— T 0, 00002 67539 61 
= | 
— — ⸗0, 00000 00863 59; 
m3 | | 
= 7" 0, 00000 00003 69; 
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Log.cof —-—1 (nm) +1(n +m)+ I(gn—m) 
+-1(3n+m) +l(sn—m) +l(sn+m)+l(zn—m) 
+loan+m)+lon—m)+liontm) 
—ıoln | | 
+ ,  4,04913 63829 8x 
m* 
7777-9, 02164 33246 69. 


„mt 
— 00003 54913 42. 


m 750, 00000 01379 59» 


m 
— 060000 00007 09. 


Die abgefonderten Logarithmen machen die Nechnung 
ben kleinern Winfeln befchwerlieh, daher diefe letztern For⸗ 
meln nur bey größern Winkeln zu gebrauchen find. 

Nach diefen Formeln kann man nun die Logarithmen 
der Sinus und Cofinus, deren Winkel eine arithmerifche 
Reihe ausmachen, berechnen, und je zwey auf. einander 
folgende fo nahe bringen, daß die Reihe, oder ein Stück 
derfelben, bis zu einer gewiffen Stelle der Decimalen eine _ 
arithmetifche der driften oder. zweyten Ordnung fey, deren 
dritte oder zweyte Unterſchiede bis dahin beſtändig find. 
Darauf nehme man das Interpoliren vor, wie bey den 
Sinus und Coſinus felbft angemwiefen if. Wo die Kor: 
meln die Arbeit zu langmwierig machen möchten, fuche man 
die Logarithmen unmittelbar aus den Zahlwerthen der Gi: 
nus und Coſinus. Dazu wird in dem Artifel, Logarithme, 
für große Zahlen Anleitung gegeben. . 

Man hat nur nöthig die Logarithmen der Sinus und 
Eofinus indem erften Drittheil des Quadranten zu berech⸗ 
rien. Denn da sin2A=—2snA.cofA if, bit . »-» 
log.sin2 A==log. sin A-+log.cofA+log.2. . Aber 
man muß indem erſten Drittheil von doppelt fo vielen Sinus 
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und Eofinus die Logarithmen berechnet haben , als in dem 
zweyten Drittheil follen gefunden werden, oder in dieſem 
ſich durch die Interpolation helfen können. 

Die Logarithmen der Sinus und Coſinus fann man 
durch diefe ſelbſt oder andere gonicmerrifche Functionen in⸗ 
terpoliren. Es ſeyn A, B, C, drey Winkel in arithmetiſcher 
zunehmender Proportion, fo iſt aus Goniometrie (28.) 

sinC=2sinB. cof(B—A)— sin A. 
Man fege 2 sinB.col(B—A)=p; sin A— q, fill 


log. sin C = log. (p—qg)=log.g+ log. * N: 





Pr ——— 
Man mache — 


‚pit 
* J 
log. nat. (7 -1)=2(y+ 3y°+4y°+ etc), (f. Lo⸗ 


i 


’ 





gariegmen). Jene Gleichung giebt <— — — oder 
24 — _ sinc—sinA 
—— a a u ee 


ol(C—A = . 
— rar oder y=tg(B—A).cotB, Folg⸗ 
lich iſt ER 
log. nat. sın G=R nat,inA-+-2(y+4y’+ * 
+ etc.). 
| Zweytens, es iſt aus Soniometrie (28.) 
. colC=2co[lB.cof(B—A)— colA. 
In der vorhergehenden Rechnung vertauſche man die Sir 
nus der. Winkel mit den Coſinus, und.y mit —z, fo if 
colA—co[C 
— — —— —tang$(C—A).tangZ(C-+A), 
oder z==tang(B—A).tgB, und 
log. nat. colC==log. nat, col[A—2(z-1-123 +4 ia 


+ 


. 4 
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Bey dieſen Rechnungen iſt zu bemerken, daß die Jo: 
garithmen der Sinus und Coſinus, als eigentlicher Brü⸗ 
che, negativ ſind, und daß der Logarithmus eines kleinern 
Bruchs, der Quantität nach größer iſt, als der eines grö⸗ 
ßern Base Dahet ift in der Rechnung für bie Sinus, 


log (- = — poſitiv, und — — x größer. als bie 
au — 


fo daß dieſe Süße durch die Form — — —* 


geſtellt werden — Hingegen i in der Mesa für die 





Eofinus iſt log ( E— 1) negativ, alſo * — kleiner 


als die Aa — dieſe Größe die Form . .. 
I— 


— erhalten muß, wenn 2 einen EN tiven n Werth er⸗ 


halten ſoll. 

Da die Logarithmen in beiden Formeln die natuͤrlichen 
find; fo hat man noch dieſe mie dem Modulus des Briggi⸗ 
ſchen Syſtems zu multipliciren. Dieſer iſt4 
=0,43429448190.:=M; Dadurch wird 
log.tab,sin C=log.tab. sin A+ 2M(y3 4. y3 +iy5 

+ etc.); 
log tab. cofC —Jog. tab, colA—2 Mit! 23 4320 
4 etc.). 

Hat man eine Reihe von Logarithmen der E inus und 
Gofinus, deren Winkel in arithmetifcher Progrefiion find, 
aus ven angeführten Formeln oder unmittelbar aus den 
Zahlwerthen berechnet, fo Fann man durch Hülfe diefer 

Formeln die erfte Einfchaltung vornehmen. Es mülfen 
nur y und 2 fo Flein feyn, dag man fie ſelbſt ind ihre Pos 
tenzen durch Hülfe der Sogarithinen mit der erford erlichen 
Genauigkeit berechnen Fonnes Die Multiplicasion mit 
3 M ift-leiht, da man fich dazu-eine Tafel der Vielfachen 
diefes beftändigen Factors verfertigen kann. Die urſprüng⸗ 
lichen Glieder der Reihen können zur Probe der Rechnung 
dienen, die in einer fuccefiven Herleitung en Logarith- 

inen aus borhergehenden beſteht. 
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Exempel. Es fen aus log. sin 10®o! ber log, ro®gof 
herzuleiten. Hier iſt A 10%;B= 10° 105 C = 10° 20°, 
Aus dem Vegaiſchen Thelauro Logarithmorum iſt 

log.tab,tang. 10.= 7,.46372 73420 — 10 

log. cot, 10° 10’ — 10, 74635 22558 — 10 
logy = 8, 21607 95978 — 19 
logy? = 4, 63023 88 ıo 
log * — 15 05039 — Te) 


yo, 01622 10737 1 
y’=0, 00000 426814 
"y5=0, o0000 pppII 2 


aM(y-+3y°’+%y°)=0,01409 06815 
log sin 10°==9, 23967 03300 — 19 
log sin 19° 20'=9, 25376 99115 — 10 
welcher von dem in den Tafeln nur um + x in ber letzten 
Ziffer verfhieden iſt. Die Zahl y ift aus ihrem Logarith⸗ 
men ducch einfache Proporrionaltheile gefunden. Die 
zweyten Linterfchiede Der Logarithmen haben in dieſem Falle 
feinen Einfluß auf die rote Decimalftelle, 5 
Die in Franfreich nad) der Derimal: Eintheilung bes 
Duadranten berechneten frigonometrifchen Tafeln Baben 
den Zitel: Tables trigonometriques decimales, ou 
Table des logarithmes des finus, fecantes et tangen» 
tes, fuiyant Ja divifion du Quart de cercle en 10 
degres, du degre en roo minutes, et de la minute 
en 100 fecondes, précédées de la Table des loga- 
rithmes des nombres depuis dix mille jufqu’A cent 
mille, et de plulienrs tables. fubfidiaires; calculées 
par Ch. Borda, reyues, augmentées et pnblides 
par J. B. 2, Delambre. A Paris, An IX. in 4. 51 
Bogen. Die trigonometrifchen Tafeln gehen in den drey 
erften Derimalgraden durch alle Zehner don Gecunden, 
yoie die von Hobert und Ideler herausgegebenen; in den fol⸗ 
genden durch einzelne Minuten, aud) wie jene. Sie ent; 
halten aber noch die Proporrionaltheile für Die er | 
| Er 


Deher 
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— in den drey erſten Graden, und für Zehner von 
Secunden in den übrigen; zugleich mit den Logarithmen 
der Gecanten und Coſecanten, welche in ven Berliniſchen 
Tafeln das Format beyzufügen nicht erlaubte. In dieſen 
find bloß die ganzen Unterſchiede der Sogarirhmen benge: 
fügt. Dagegen enthalten eben viefelben die natürlichen 
Sinus und Zangenten felbft, die n gebraucht werden, und 
in der franzöſiſchen Ausgabe zum Nachtheil des Werks feh— 
len. Die Logarithmen gehen in diefer bis zu der fiebenten 
Decimalſtelle, wie in des deutſchen Ausgabe; es iſt aber-eine 
wichtige SDülfstafel beygefügt, welche die Jogarithmen ver 
Sinus und Tangenten von Lo zu Io Gecunden bis ju der 
zehnten Minure, und dann von ro zu ro Minuten bis. aufdie 
eilfte Decimaljtelle liefert. Diefe dient den dogarithmen ei: 
nes Ginus oder einer Tangente bis auf die zehnte Deci: 
malftelle zu finden, Borda verftarb, wie Briggs, in der 
Zeit, da er die Vorrede und Einleitung auffeste. Diefe 
at Delambre, der erfte Rechner in Sranfreich, vollendet, , 
ie ift ſehr lehrreich, und enthält theils eine Methode, 
die Logarithmen der trigonometrifchen Linien und der Zah: 
len zu berechnen, theils eine Sammlung von ‚bequemen. 
Formeln zur Berechnuug fphärifcher Dreyecke. 
‚Das Verfahren, welches Delambre zur Berechnung 
der Logarithmen der frigonomefrifchen Linien angiebt, ift 
folgendes. Zuerft giebt er eine Reihe für log. sin. 95. 
log. col 9, und log. tang O. Diefe find die in Cyklome⸗ 
frie (23, 24,25) angegebenen. Er findet fie aber aufeine, 
andere Art, nämlich aus den Werthen der Sinus und Co- 
finus, mittelſt ver Sormel, 
log.nat.( -x)=—x— 3x — 4x7 — Ixt— etc: 
Durd) diefe Reihen follen die Logarithmen der Sinus und 
Coſinus bis zum fünften Grade berechnet werden. ‚Die. 
Logarithmen der Sinus größerer Winfel werden nach der 
Reihe durch eine der folgenden beiden Formeln gefunden, . 
worin M der Modulus des briggifchen Syſtems iſt. 
Isin(P + »)=1sin® + 1lcolw-+- Ml[cot@.tang w 
n — cot 9° .tangwa® 4 3 cot PB, tang w? — etc.];. 
und | 
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lsin(ö + ao ==1sin® + 2Mfcot({G+$u)\iefu 
— ——— 
| 2 Fi Ä + etc.]. 
Die zweyte iff diejenige, melche ich fchon oben zur Berech— 
nung der Logarithmen der Sinus angegeben babe, . Die 
erjte berubt auf der Sormel, > 
sin(P + w)=sin®. coſ + co[O. sin w 
. sind. colw(1 + cot@.tangw),. 
Aus dieſer ift Da 
lsin (P-+w)=1sin$-Hlogcofw - Iſ1 + cotd.tgu). 
er dritte Terminus wird in eine Meihe entwickelt, nach 
ber Sormel, lognat(ı + x)==x— 4x? + 1x5— etc, 
wozu denn noch der Modulus der fabularifchenlogarichmen 
ald Factor zu fegen ift. | +3 
Mittelſt ver Formel, sin2 A=2sin A.colA, wird N 
aus dem Logarithmen des Sinus und Cofinus eines Wins “ 
kels der Logarithme des Ginus des doppelten Winkels 
gefunden. Zugleich) findet man den Logarithmen des Eofiz" 
nus diefes Winfels vermirtelft einer der Zormen, +" 
co[A® —ı —sin A? Ä ED 
col2A=1—.2sin A® 


„_1—tang Ar ’ 
cof ————— Zu | 
und der Formel, log t — ) — x— Ex! IX’ etc. 


Man Fann dadurch die logarichmifchen Sinus für alle Dex 
eimalgrade finden, indem man durch fortgefegte Halbthei⸗ 
lung bis zu einem Winkel gelangen fann, der Flein genug 
ift, um die Meihe für den Logarithmen des Ginus und‘ 
Eofinus fehr convergivend zu machen, woraus man dann ſuc⸗ 
ceſſiv durch die Sinus der mittlern Winfel zu dem Sinus 
des gegebenen gelangt. | 
‚ Zur Interpolation der Logarichmen, wo die vierten 
Differenzen fo Flein find, und ſich fo wenig verändern, daß 
man fie als unveränderlich anfehen Eann, gebraucht Des 
lambre allgemeine Sormeln , die aber doch nicht bequemge« 
nug find, und.auf eine mühfame Art gefunden werden. 
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Die folgenden Formeln ſind leicht gefunden, ifferenzen⸗ 
rechnung, 48.), und leicht anwendbar. 

Die Reihe der Winkel ſey 9; P + ws P+2u; 
-6+30; u. f.'f. fo ift das erfte Glied der erften Diffe- 
renzreihe von ben Jogarithmen der Sinus, -oder 

1 

2 sin $*® = 


co[® j | 2+00029 


Alog.nat.sin$ cot . - 





T 3 sin 9° * 12 sin 9% * 
(5 4 coſ 9) cof® 
es" 7 ui. 


Bezeichnet man bie Coefficienten von w durch e,ß, 7, 
ö, &, etc. fo find die Anfangsglieder ber zweyten und fols 
genden Differenzreihen, 
A°logsin P=2Bw+-6ywi—-r4öwt-t 3055 + etc. 
45logsin 9 —=6yw5+ 3606 + ı1502.w5 + etc, 
Alogsin H=245w4 + 2402w° + etc. 
Aslogsin = 120:w°-+ etc, 

etc. 

Für die —— Logarithmen iſt mit dem Mo: 
dulus derfelben, M==0, 43429 44819 . . zu mulkipli« 
eiren. Es ift logM=g, 6377743 — 10. 

Erempel, Es ſey P—=42 Derimalgrade und . . 

. | 
mim. Man ſucht die Anfangsglieder der 
Differenzreihen der Logarithmen von sin 42°; sin 42° 1’; 
sin 42° 2°; etc. bis auf die zehnte Demimalſtelle. 
1M=9,6377843—ı0ol  1M=9,63778— 10 
Icot® =0,1103177 . #l?=2,39224—10 
l1»==6, 1961199— 10 . 4.090032 10 
LI. 5,9442219—10 l2=0,30103 
lsin9'=9,5749—10 _ 


nn 2,15420 — 10 
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L.=-+ 0, 0000879472. 
IL ne ee 1426 
Alog.sin 42°=-0, 0000879329 » | 
Das Anfangsglied der zweyten Differenzreihe iſt s 5 

— — 0,0000000285: 

Durch dieſelben Formel findet man auch die Anfangs⸗ 
glieder der Differenzreihen für die Logarithmen der Coſinus, 
aber für eine abnehmende Reihe von Winkeln; oder man 
muß, für eine wachfende Reihe den Unterfchied wnegas 


fib nehmen. 
Erempel. Man fucht die Anfangsglieber der — 
men der Coſinus von 42°; 42° 153 42° 2';etc, Es iſt 


nun 0580, und u——ı", Dadurch 
Mcot . u — — 0,0000529159 4 * 
- Mu? 
nor — es 858 
Alog. coſ 42°=—0, 0000529245 2 
Atlog. col42°=—0,000000017F8 6. 7 
Diefe Rechnung ſtimmt mit den von Hobert und Ide⸗ 
ler in der Einleitung zu ihren trigonometrifchen Tafeln, 
©. L.LI. gefundenen Differenzen bis zu der zehnten und 
eilften Decimalftelle überein. Dort find die Differenzen 
aber nicht durch eine allgemeine Kormel gefunden. 
In den trigonometrifchen Tafeln ift der Logacithmus 
bes Halbmeffers — — 10 gefegt. Man hat namlich die tris 
gonometriſchen Sinien auf einen Halbmeffer- von 10000 
Millionen- Theilen bezogen, inden Fleinern Zafeln aber von 
ben Zahlwerthen die legten drey Ziffern abgefchnitten, die 
Kennziffer der Logarithmen aber noch nad) der vollftändis 
gen Zahl eingerichtet. Gegenwärtig nimmtman den Halbs 
meffer als Einheit, wodurch "die Sinus, und die Tan⸗ 
genten unter 45 Gr. eigentliche Brüche find. Da die 
rogarithmen derfelben negativ find, fo nimmt man ihr Coms 
plement ju ro, und bemerft entweder ausdrüdlich, oder . 
in Gedanken, . daß to wieder abzuziehen find. 3.8. 
es iftsın 25°=0,4226183,0der genauer 0,4226183013, 
und log. sin 25°—9,6259483- ıo,anftatt . . 
— 0, 3729517. Der erfte Teil des Logarithmen if der 
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Logarithme eines. Zählers, 4226183013, die ſubtractive 
20 ijt der Logarithme des Menners 10000 Millionen. 
Gewöhnlich braucht mandie ſubtractive ro nicht hin zu feßen. 

Den Logarithmen der Tangenten über 45 Gr. und de: 
nen der Secanten die alle pofitiv find, giebt man der Gleich" 
formigfeit wegen auch zwey Theile, wovon der eine die ſub— 
tractive roifh Z. ©, es iſt tang 70° = 2,7474774, 
und log, tang 70° = 10, 4389341 — 10, wofür man 
auch fegen kann ©, 4389341. 

In den Begaifchen Fleinern Tafeln find die nafürlichen 
Sinus und Zangenten als Bruchgrößen, eigentliche oder 
uneigentliche, angegeben, wie in den gleich vorher angeführ: 

ten Benfpielen. In den mehreften Tafeln erfcheinen fie 
wie ganze Zahlen. Von diefen hat man’, wenn der Gi: 
nus totus 10 Mill, Theile hat, 7 Ziffern von der rechten 
nad der linfen Hand als Decimaltheile abzufchneiden. 

. 3. 3. wenn sin 30° die Zahl 87265 hat, fo ift dafür zu 

feßen 0,008 7265. 

Die Tangenten und Secanten dee Winkel, die nahe 
an 90° find, pflegen für einen Fleineen Halbmefjer als die 
übrigen angegeben zu werden, weil der Platz nicht alle Zife 
fern: faßt, undbey großen Zahlen die Zehnmillionentheilchen 
nicht in Betracht fommen mögen. In den Sherwin⸗ 
fchen Zafeln ift dieſes auf folgende Art bemerflich ger 
macht, Tin den Zahlwerthen aller trigonometrifchen Lis 
nien find drey Ziffern durch ein Komma am Ende abge» 
ſchnitten, welches beym Ausſchreiben Verwechſelungen ver⸗ 
hütet. Wo in dem gedachten Falle der Halbmeſſer nur 
eine Million Theile hat, ſind nur zwey Ziffern abgeſondert; 
für den Halbmeſſer — 100000 iſt nur eine abgeſondert, 
und für den Halbmeſſer 10000 iſt das Komma am Ende 
noch beygefügt, Die Charakteriſtik der Logarichmen bes 
giebt fich immer auf einen Halbmefjer von 10000 Millio: 
nen, oder auf den Halbmeſſer ala Einheit durch die Hin: 
zufügung ber Zehn. In deutſchen Musgaben der Tafeln 
‚findet man oft zwey Zißern abgeſchnitten, und in den gro⸗ 
ßen Tangenten und Secanten eine Ziffer nach dem 
Puncte, oder einen Punet hinter die Zahl geſetzt. 
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Zu den vorzuͤglichſten Ausgaben trigonometriſcher Tas 
feln gehören auſſer den vorher ſchon angeführten 
Sherwin’s mathematical tables, ‚the third edi- _ 

. tion, carefully revifed and corrected by W. Gardi- 
‚ner. London 1742. .gt: 8. ., Diefe Ausgabe wird’ als 
ſehr genau gerühme, wie ic) fie auch gefunden habe, Die 
fegte uud fünfte vom J. 1770, beſorgt von Clark, iſt Auf: 
ferft fehlerhaft gedruckt. Hutton ſagt, Daß er einige faus 
fend Fehler darin angemerft hat. — Zu 
Gardimer gab auch 2742 zu London in groß Quart 
heraus; Tables of Logarithims, for all numbresfrom | 
ı to 102100, and for the fines and tangent, .to 
every ten feconds ofeach degree in the quadrant;as 
allo for the ſines of the firft 72 minutes to every fingle ‘ 
fecond, with other ufeful and necelflary. tables. 
Bon diefen Tafeln iſt nur eine Fleine Anzahl Abdrücke ges 
macht, und bloß auflinterzeichnung, ‚daher find fie ſehr ſel⸗ 
ten. Sie werden wegen ihrer Genauigfeit und Brauchbar⸗ 
keit ungemein hoch geſchätzt. ( Hutton in der Einleitung zu 
feinen mathematifchen Tafeln). Käftner hält diefe Samm⸗ 
fung irrig für eine zwepte Ausgabe der Sammlung in 
Octav, weil er die letztere bloß aus Karftens Lchrbegriff 
kannte. Aſtron. Abh. IE Samml. ©. 17. u 
Ein fauberer Abdruck Diefer größern Gardinerſchen 
Tafeln ift zu Avignon 1770 veranſtaltet. In diefem find 
die logarithmiſchen Sinus und Tangenten fuͤr alle Secun⸗ 
den der erſten vier Grade, von Mouton berechnet, beyge⸗ 
fügt. (Kaſtners aſtron. Abhandl. zte Samml. ©: 19.). 
In Frankreich geſteht man, daß dieſe Ausgabe nicht fü 
correct fen, als die engliſche. een ie 
Schulje Sammlung logarithmiſcher, trigonome: 
trifcher, und. anderer. zum Gebrauch der- Mathematif un: 
entbehrlichen Tafeln. - Berlin, 1778: 2 Bände, gr. 8. 
Darin find die Logarithmen der Ginus und Tangenten 
in ven beiden erften Geraden von Secunde zu Secunde. 
Auch findden Briggifchen Logarithmen die Dieperifchen aus: 
Urſins großem Canon beygefügt. Dieſe und die trigono⸗ 
metriſchen Linien gehen in ben vier erſten und. vier legten 
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Graden durch Zehner von Secunden, in den übrigen durch 
einzelne Minuten. . Ä 
Der zu früh den mathematiſchen Wiffenfchaften ent: 
riſſene Vega hat fich durch verfchiedene bequeme und fehr 
genaue Ausgaben Iogarirhmifcher und frigonometrifcher 
Zafeln fehr verdiene gemacht. Die erite, Wien 1783, 
enthält alles wefeneliche aus Sherwins Tafeln , und dazu 
noch in den erſten und legten fünf Graden bie Logarithmen 
ber trigonometriſchen Größen für Zehner von Secunden. 
Das Togarichmifch » trigonometrifche - Handbuch, Leipzig 
1793, enthält eben das, nur nicht die trigonometriſchen 
Großen ſelbſt. ine vollſtändigere Ausgabe iſt zu Leipzig 
1797 in zwey Bänden, groß Octav, herausgekommen, 
von welchen der zweyte verſchiedene Logarithmiſche, aſtro⸗ 
nomiſche und analytiſche Tafeln oder Formeln enthaͤlt. 
Die große Sammlung in Folio iſt oben angeführt. 
Eine ſehr genaue, bequem eingerichtete und ſauber ge⸗ 
druckte Sammlung ſind: Tables portatives de Loga- 
rithmes, par Francois Callet. Edition ftereotype, 
à Paris (1795) An IX, aus Dibors Druckerey. allet 
hat ſchon 1783 eine bequeme Ausgabe der größern Gardi: 
nerfchen Tafeln beforgt, in Jomberts Verlage aus Didots, 
des Vaters, Druckeren. (Käftners geom. Ab. J. S. 483.) 
Da eine Auflage bon 6000 Fremplaren zu Ende gieng, fo 
war ber jüngere Didot auf eine Einrichtung bedacht, mo: 
durch mir der Zeit ein vollfommen fehlerfreyer Druck zu 
erhalten ſtünde, und fiel auf das Mitrel, den ganzen Sag 
unverruͤckbar zu machen, indem die Buchſtaben ju einer 
Mafje mit einander verbunden werden. Daher die Ver 
Nennung edition fiereotype, Die nach und nach ent: 
deckten Fehler werden abgeandert, ohne daß neue Fehler, 
tie bey einem neuen Gage unvermeidlich ift, ſich ein⸗ 
ſchleichen. Den Beſitzern der vorhergegangenen Abdrücke 
werden fie in gelehrten Zeitſchriften oder auf andere Att be 
kannt gemacht. — In den erſten fuͤnf Graden ſind die Loga⸗ 
rithmen der Sinus und Tangenten für alle Secunden, 
Uberhaupt von 10 zu 10 Secunden der Sexageſimal⸗ Eine 
theilung auf ſieben Deeimalſtellen geliefert. Ferner find 
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die Logarithmen der Sinus und Tangenten von Minute 
zu Minute nach der Eentefimal- Eintheilungdes Duadrans 
ten bis zur fiebenten Decimalftelle beygefügf; dann noch 
die natürlichen Sinus für alle Zehntheile der Decimals 
grade mit ihren Logarithmen; beides auf 15 Derimalitel: 
len, zum Gebrauch beym Einfhalten, um. die Sinus oder 
ihre Logarithmen für jeden Winfel eben fo weit zuerhalten, 
tm. die Interpolation bey ungleichformigen Differenzen 
bequemer und ficherer zu machen, ift eine Verbindung zwi⸗ 
ſchen der Tafel der Logarithmen der Zahlen und der frigo: 
nometriſchen gemacht. - Diefe beruht darauf, daß Fleine 
Winkel ſich fehr nahe wie ihre Sinus oder Tangenten vers 
halten. Die erfte Zahl auf einer Seite der Tafel mit 
den Logarithmen ber Zien ſey n, fo ift über derſelben 


t 4“ 
bengefügt log, = ‚ und log en nebſt den 


Variationen diefer Logarithmen für bie —— 10 der 
Zahlhen. Man kann ſich dieſes Verfahrens faft eben fo. 
leicht bey jeder andern Ausgabe von Tafeln bedienen, 
Sind n und n + p die Zahlen der Secunden zweyer Eleis 


nen Binfel, fo iſt sin (n+p)= a — P_ 


fo daß log.sn(n-+p) — in, wenn log. sın.n 
aus den Tafeln genommen wird. | 
Hutton ward durch die äußerſt fehlerhafte fünfte 
Ausgabe von Sherwins Tafeln veranlaßt, eine neue dieſer 
Art zu veranitalten, die 1785 zu London bey Mobinfon 
gedruckt ift. In der Einleitung ift eine Gefchichte der frie 
gonometrifchen Tafeln und der Logarithmen enthalten, bes 
ſonders vaber eine ausführliche Darftellung aller Metho⸗ 
ben, deren man fich zur Berechnung der Logarithmen be: 
dient bat. Diefe Einleitung ift mit dev Worrede in der 
don Maferes veranjtalteren großen Sammlung von loga⸗ 
rithwiſche⸗ Schriften eingerückt, T. L..pag. I-CXI. 
Viele litterariſche Nachrichten und Fleine Auszüge über 
den Gegenſtand dieſes und des vorhergehenden Artikels fin— 
den fich in Pfleiderers ebenen Trigonometrie Tuü⸗ 
bingen 1802. 








sinn nahe, 
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Cnyulinder iſt ein geometriſcher Körper, der zwiſchen 
zwey gleichen, ſich parallelen Kreisflächen, und einer von 
dieſen begränzten krummen Fläche enthalten iſt. Die letz— 
tere wird von einer geraden Linie beſchrieben, welche mit 
ihren Endpuneten auf dem Umfange der beiden Kreiſe, pa: 
rallel der Linie durch ihre Mittelpuncte, herumgeführt wird. 
Die Linie durch die Mittelpuncte der beiden Kreiſe heißt 
die Axe des Cylinders; die beiden K treisflächen heißen die 


iz Grundflächen. 


Wenn die Are fenkrecht.auf;die Grundfläche ſteht, fo 
heißt der Enlinder ein ſenkrechter (rectus); ift fie gegen 
die Grundflachen geneigt, fo ift es ein fchiefer ([calenus). 
Der fenfrechte Enlinder wird durch die Umdrehung eines 
Rechtecks um eine feiner Seiten befchrieben. Diefes-ift 
die Erfläarung, die Euflives giebt, da er nur den fenfrech- 
ten Cylinder betrachte. Wenn ein ſchiefwinklichtes Pa: 
rallelogramım ſich um eine feiner Geiten dreht, fo befchreibt 
zwar die derfelben parallele Seite eine cylindriſche krumme 
Fläche, wie an dem fenfrechten Eylinder, allein anitatt der 
ebenen Kreisflächen wird der Körper von zwey Kegelflächen 
begränzt. Die Erumme Oberfläche des fchiefen Eylinders 
iſt von jener ganz verfchieden. 

Der Durchſchnitt des Enlinders mit einer den Grund: 
flächen parallelen Ebene ift ein Kreis, fo groß als eine der 
Grundflächen. Geht die-fchneidende Ebene durch die Are, 
oder iſt fie einer durch die Are gelegten Ebene parallel, fo. 
ift der Durchſchnitt ein Parallelogramm. Sn jeder ans 
dern Lage der fehneidenden Ebene, ift der Durchfchnirt eines 
ſenkrechten Eylinders mit derfelben eine Eilipfe, und, eis 
nen befondern Kall ausgenommen , auch in dem ſchiefen 
Cylinder. 

Von den Durchſchnitten des Cylinders hat ein geici— 
ſcher Mathematiker, Serenus aus Antiſſa auf der In— 
ſel Lesbos, eine Abhandlung geſchrieben, die nebſt einer über 
die Schnitte des Kegels, einigen Ausgaben des großen 
Werks Über die Kegelfchnitte von Apollonius beygefügt 
find; griechifch und lateiniſch in der ——— Ausgabe. 
Orford 1710, u 
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Es ſey (Fig. 104. Tab. VII.) Ab ein Cylinder, defe 
fen Grundflächen ADBE, adbe find. Die Axe iſt Cc, 
durch welche das Paralllogramm ABba gelegt iſt, mwels - 
ches gegen die Grundfläche geneigt feyn mag, wenn die Are 
gegen fie geneigt ift, Der Eylinder werde von einer. durch 
die Linie FG gelegten Ebene gefehnitten, und der Durche 
Schnitt derfelben mit der Ebene der Grundflaähe, IHIfey. 
fenfrecht auf die Richtung des Durchmeffers AB, nämlich 
‘auf die. Zinie ABH; oder-man ziehe auf die Durchz _ 
ſchnittslinie IHI durch den Mittelpunct C die fenfrechte 
ACBH, und lege duch AB und die. Axe cc das Paralles 
logramm ABba. Durch einen Punft K der finie FG 
führe man einen Schnitt parallel „mit der Grundfläche, 
Diefer ift ein Kreis LNMN, deffen Durchmejferder Durch 
ſchnitt LM der Kreisfiäche mit dem Pgrm Abit. Er 
‚fchneide den durch FG gelegten Schnitt in der !inieNKN. 
Diefe Linie ift parallel mit IH I, weil fie diefe.nicht fchneider, 
da die Ebene LNMN mit der Grundfläche parallel ift, 
und weil fie zugleich mit ihr in derfelben Ebene, der durch 
- FH und HI gelegten fich befinde. Weil NKN mit 
IHI, und LM mit AH parallel find, fo ift ver W. 
LKRN=AHI, (Eucl: XI. 10); alfo it NKN 
fenfreht auf LM, und wird von diefer in K halbirt, da 
LM ein Durchmefjer des Kreiſes iſt. Vermöge einer Ei: 
genfchaft des Kreifes it KL. KM=KNqu. Man zie⸗ 
he FO parallel mie LM, fo tKF:KL= FG: FO, 
"und KG: KM=FG:FO; alfo ift = 

KF.KG:KL.KM=FGqu: FOgn. das if 

KF.KG: KNqu=FGqu.:FOgqu 
—FGqu:ABgqu. Diefe Proportion gehört für eine 
Eilipfe, in welcher FG und AB conjugirfe Durchmeſſer 


: find, und NN eine zugehörige Doppel: Ordinate ift, die 


wie alle ihr parallelen , von dem Durchmeffer FG halbire 
wird. Wenn das Parallelogramm Ab auf die Grund⸗ 
fläche fenfrecht ift, und der Schnitt durch FG fenfrecht auf 
Ab iſt, fo iſt der Durchſchnitt NN ber beiden anf Ab 
fenfrechten Ebenen fenfrecht auf die Ebene von Ab, und 
daher ſenkrecht auf FG; In dieſem Falle iſt FG eine der 


700 u Cylinder I ————— 


Axen der Ellipſe FNGN, und der Durchmeffer des. Krei- 
ſes in der Grundfläche iſt die conjugirte ‚Are. 
Wenn FG=FO, oder wenn der W. FOGFGO- 
ift, und ſowohl die Ebene A b fenfrecht aufdie Grundfläche, 
als ver Schnitt ſenkrecht aufjene ift, fo ift der Schnitt FNGN 
ein Kreis fo groß als die Grunpfläche. Diefer Schnitt 
heißt der Wech ſelſchnit t (fectio [ubcontraria.) 
Die Eigenfchaften des Kreifes, welche die Verhältniſſe 
ber barin gezogenen geraden Linien betreffen, laſſen ſich auf 
die Eilipfe übertragen, wenn man diefe als eine Projection 
eines Kreifes durch parallele Linien mit der Are eines Ey: 
finders auf eine gegen die Grundflächen geneigte Ebene 
betrachtet. Durch diefe Projection giebt des Mittelpunct 
des Kreifes in der Grundfläche den Mittelpunct der Ellipfe ; 
zwey Durchmeffer des Kreiſes, Die auf einander fenfreche 
find, geben die conjugirten Durcmeffer. ber Ellipſe; paral- 
lele Linien, in der Ebene des Kreifes werden durch die Über: Ä 


tragung auf die Ellipfe parallele Linien, die fich wie jene in 


in dem Kreife verhalten. Auf diefe Art erweiſet Maclau: 
rin in feinem Treatife on Fluxions,B I. ch.XIV. man: 
che Figenfchaften der Ellipfe, Hier fülgen ein paar ach 

Beyſpiele. 
Es ſey AB (Fig. 105.) derjenige. Durchmeffer 
Grundfläche des Cylinders, welcher mit der Axe in einer 
auf die Grundfläche fenfrechren Ebene liegt, wenn ber 
Eylinder Fein fenfrechter if. An den Limfang des Kreifes 
fen in Bdie beruͤhrende EF gezogen, welche ver verlänger⸗ 
ten AB in-F begegne und ED fen ſenkrecht auf AB. 
Der elliptifhe Schnitt fen aeb. An diefen find die mif 
der Are Cc parallelen Aa, Dd, Bb, Ee, gejogen. 
Die Ebene durch EF und Ee berührt den Cylinder. 
Ihr Durchſchnitt mit der erweiterten Ebene AabB fey 
Ff, fo ift F£ parallel mit Co. Die Ebene dur) abf 
und de fchneide die Ebene EFfein ef, fo ift ef eine 
berührende an der Eilipfe in e, welche die verlängerte 
Are ab in ffchneide. Da die Ebene Ab fenfrecht auf 
die Grundfläche ſteht, und in diefer ED fenfrecht auf AB 
ift, fo ift die Ebene Ed fenfrechtauf die Ebene Ab. Da 
ber elliptiſche Schnitt auch darauf ſenkrecht ift, ſo ift die 
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Durchſchnittslinie beider Ebenen, ed, ſenkrecht auf die 
Ebene Ab, alſo ſenkrecht auf ven Durchmeſſer Ab. Die: 
Segmente * Linie A F find den gleichnamigen auf af pro⸗ 
portional. Nun ift in dem Kreife CD:DB=AD:DF, 
und CD:CB=CB:CF (f. Kteis) ; alfo iff auch in 
der Ellipſe, cd:db=ad:df, md cd:cb==ch: cf, 
wo d der Punct ift, in welchem die fenfrechte von dem Bes 
rührungspuncte e die Are trifft. (©. berühr, Linie, 8.) 
In der Grundflähe ACBD eines Cylinders 
(Fig. 106.) fen irgend eine AB gezogen, welche die beiden 
unter fich parallelen, CD, EF, inG, Hfchneide. An 
den elliprifhen Schnitt acbd feyn die der Are parallelen 
Aa, Cc, Ee, Bb, Ff, Dd gejogen. In der Ebene 


des Schnittes ziehe man ab, cd, ef, von welchen die 


le die beiden andern in g, h fchneite. Nun find 
‚_Hh, der Are parallel, als Durchfchnitte zweyer 
en mit welchen die Are parallel ift, (f. Ebene). 
Daher find'Gg und Hh den Aa und Bb parallel, und es 
it AG: AH —ag: ah, fo wie auch GB: HB= 
gb: hb, woraus folger Ä 
AG.GB:AH. man gb: ah. hb. 
Eben fo ift 
CG.6GD:EH. HF=cg. gd:eh.hf. 
In dem Kreife ft AG.GB=CG.GD, ud AH.HB 
—EH.HF, alfo ift in ver Ellipfe. : 
ag.gb:ah.hb==cg.gd:eh.hf, 


Die Linien cd, ef find parallel, weil fie in derfelben Ebe⸗ 
ne liegend zugleich in den beiden parallelen Ebenen Cd, 
Ef befindlich find, Diefe find parallel, weil Cc mit 
Ee, und CD mit EF parallel find. (Eucl. XI, 15.). 
Der Inhalt eines Eylinders ift gleich dem Inhalte 
eines Prisma über einer Grundfläche von gleicher Größe 
mit der Grundfläche des Eylinders, und mit derfelben Höhe, 
oder dem fenfrechten Abftande der Grundflächen. Der Ey: 
finder ift namlich die Gränze der vielfeitigen Prismen, des 
ren Grundflachen reguläre Figuren find, Es gilt alfo von 
. dem Inhalte ber Eylinder was von den Prismen gilt, 


03. Cyvlinder 


daß gleiche Grundflächen mit gleichen Höhen gleichen 
"inhalt geben. * 

Es ſey der Durchmeffer der Grundflächen — d; ber _ 
Umfang — rd; die Höhe — h, fo iff der inhalt -. 
bes Cylinders —4rddh. Die Einheit ift der Wür: 
fel derjenigen Linie, welche die Einheit für die Jängen 

Das Verhältniß zweyer Eplinder wird zufammen- 
gefest ans dem geboppelten Verhältniſſe der Durchmeffer 
und dem einfachen. der Höhen. wu 

‚Dep gleichen Eylindern verhalten fich die Höhen umges _ 
kehrt wie die Duadrate der Durchmeffer. (Eucl. XIL. ı5.) 

An ähnlichen Eylindern verhalten ſich die Höfen, wie 
bie Durchmeſſer; ihre Fürperlichen Näume find daher wie 
‚die Würfel der Durchmeſſer. (Eucl. XI. 12.) 

“  Spft der Inhalt eines Cylinders gegeben, fo fteht es 
frey, Höhe oder Durchmeffer zu beftimmen. 

Die Höhe fen dem: Durchmefjer gleich, fo ift der 
Inhalt —ddd. Iſt der Inhalt gegeben, fo ift der 
Durchmeſſer beſtimmt. Der Inhalt ſey — A, fo iſt 


3 4A 
Fe 7 Sm, Z. B. ein Berliner Quart oder Maaß 


halte 64,218 Cubik-Zoll Rheinl. Duod. Maaß, fo iſt 
der Durchmeſſer eines gleich hohen und dicken Cylinders 
von dieſem Inhalte, A4, 3402 Rh. Duod. Zoll. 
log. A = 1,8076230 — 
log. 4 = 0,6020600 


- 7 | 
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log d3= 1,9125331ı 
log d = 0,6375010, a 
Die frumme Öberflöche eines fentrechten Cy⸗ 
linders ift gleich einem Rechteck, defjen Grundlinie ver _ 
Umfang der Grundfläche, und die Höhe der Are gleich. 
ift. Wenn diefes mit der Höhe an eine Geitenlinie des 
Eylinders gelegt und fo gefrümmtwird, daß die Grundlinie 
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in den Umfang der einen Grundfläche fallt, fo bedeckt es ge⸗ 
nau die krumme Oberfläche, indem für jeden Punct der 
Grundlinie, der in einen Punct des Kreisumfanges fällt, 
die auf jene Grundlinie ſenkrechte in die Seite des Enlins 
ders fällt, die durch denfelben Punct des Kreifes ſenkrecht 
auf dieſen ſteht. Der Durchmeffer fen d, die Höheh, 
fo ift die Frumme Oberfläche =rdh. Iſt die Höhe dem | 


Durchmeffer gleich, fo ift die Frumme Oberflähe dd, 


fo groß als’ die Oberfläche der eingefchriebenen Kugel, 
Die Oberfläche eines ſchiefen Eylinders zu finden, _ 
‘ führe man (Fig. 107.) durch die Mittelpuncte C, c der . 


Grundflähen ADBD und adbd Schnitte fenfrecht auf = - 


die Are, namlich vuch EDFD und edfd, in dem auf 
beiden Enden fortgefesten Eylinder. Diefe Schnitte find | 
Eilipfen, deren große Xren DD, dd, und deren fleine 
EF, ef find, Die Geitenlinien des Enlinders fiehen auf 
den Umfang der Ellipſen ſenkrecht. Manconftruire ein. 
Rechteck, deſſen Grundlinie der Umfang. der Ellipſe, 
(welcher als angebbar hier berrachtet wird), und deffen: 
Höhe die Are des Enlinders ift. Legt man Diefes Recht⸗ 
eck mic der als Höhe angegebenen Seite an eine auf der krum⸗ 


men Oberfläche zwifchen den beiden, elliprifchen Schnitten. 


der Are parallele finie, wie Ee, Ff, und legt die Grund⸗ 
linie gekrümmt an die Eilipfe, fo lege fich das Rechteck an 
die cylindriſche Fläche an, und. diefe ift daher fo groß als 
jenes Rechteck. Der Theil der Eylinderflache, welcher auf 
der einen Geite' der elliptifchen Flächen liegt, ift demjeni⸗ 
gengleich, welcher auf der andern Geite liegt, nämlich der.. 
Theil DAED dem DBFD, und der Theil daed dem 
‚dbfd, Folglich iſt die eplindrifche Släche gleich dene 
Mechteck, deſſen Grundlinie dem Umfange eines auf die 
Are fenfrechten elliptifchen Schnittes, unddie Höhe ber Are 
des Enlinders gleich if. Der ſchiefe Eylinder hat eine 
andere Are Rundung, als der fenfrechte. Sie iſt in der 
Richtung des Fleinften Durchmeff ers abgeplattet. Daher. 
Fann der fihiefe Eylinder auf einer gemeinen. Drehbank 
nicht gedrechſelt werden. 

Bey der Abwicklung der . Eiludeade verwandelt 
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ſich der Umfang der Grundfläche in eine fransfrendente 
frumme Linie. Es fen (Fig. 108.} ADBDA die Grund⸗ 
fläche des Eylinders, EDFDA derelliptifche fenfrechr auf 
die Are geführte Schnitt, welcher jene in DCD ſchneide. 
Auf dem elliptifchen Duadranten DGE nehme, man einen 
Punct G, und ziehe dadurch GH parallel mit der Are an 
H in dem Umfange der Grundfläche. Mun verwandle 
man DG in eine gerade Linie, und feße Darauf durch den 


‚ Endpunet G eine ſenkrechte glei GH, fo iſt deren End: 
punct in der abgewicfelten DH. Die tinie GH ift — 


HC.sinHCG. &s ift alfo nöthig, den W. HCG 
durch einen mittelft der Abwickelung gegebenen Winfef 
ansjudrücden. Diefer ift DCG, oder der Winfel,. wel: 
hen die durch die Are und durch die beiden CD, 6 G ge 
legten Ebenen mit einander machen. 

Man ziehe in-der Grundfläche ven Halbmeſſer CH, 
und gedenfe fih um C eine Kugelfläche mit dem Halbmeſ— 
fer CD befchrieben. Die Linie CG werde bis an diefe 
"verlängert. _ Zwifchen den Endpuncten diefer drey Halb⸗ 
meffer der Kugel, CD, CH und ber verlängerten 66 
entiteht ein ſphäriſches Dreheck dhg. (Fig. 109,), worin 
der Bogen dg das Maaß des W.:DCG, der Bogen . 
dh des Winfeld DCH, und hg des W. HGG ift, 

. Da die Ebene HCG jenfrecht auf Die Ebene DCG ift, fo iſt 
in dem fphärifchen Dreyeck der W. hgd ein Nechter. Der 
Winfelhdg ift der Winkel der Ebenen , worin die Bogen 
hdunddg Tiegen, d. i. der Grundfläche und Des elliptifchen 
Schnittes, alfo gleih dem W. ACE. Dan fee ACE=a; 
DCG—=9; DCH=u, fo iff angu— a » 

und sinHCG=sina. sinw, da in dem fphärifchen 
Dreyer ift col d.tanghd=tangdg, undsinhg 
=—-sind.sinhd. Der Halbmefjer ver Grundfläcdye fey 
a, und die fine GH=y, fo iſt y=asına.sin w. 
- Wird nun für irgend einen Winfel © die Jänge des elliptie 
ſchen Bogens DG durch die dafür gehörige Reihe (ſ. Rec⸗ 
tification) gefunden. wird ferner aus P der Winkel bergeleis 
get, und daraus die Linie y berechnen, fo hat man ein paar 
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orbirtafen an-ber frummen $inie, in twelche der. Umfang 
der Grundfläche des Cylinders durch die Abwickelung ſich 
verwandelt. Die Frummetinie bekommt eine Geftale, wie 
die in (Fig. 110.) gezeichnete, wo die gerade DDD der 
Umfang der Ellipfe ift, DG ein Bogen der Ellipſe von 
dem einen Durchfchnittspuncte der Grundfläche mit dem 
elliptiſchen Schnitte an genommen, bie darauf fenfrechte 

GH das Stück der Seite des Cylinders zwiſchen jenen bei⸗ 
den Schnitten: "EA und FB die größten Ordinaten, 
jede —asina, Die Frumme Linie ſchneidet die Abſciſſen⸗ 
linie unter dem Winkel « oder ACH. Der Schnitt eines 
ausgebreiteten Ärmels, wo er an das Leibſtück geneht wer— 
den foll, hat eine folche Seftalt, nur daß. bier die gerade 


DD die abgewickelte Kreislinie der Grundfläche eines ſenk⸗ 


‚rechten Sylinders, und DABD eine abgewicfelte Eilipfe - 
ſeyn mag. | Dr 


Cylindroid iſt erſtlich ein enlinderartiger Körper, 
der zwiſchen zwey parallelen ebenen Grundflachen, die nicht 
. Kreife find, und einer frummen Oberfläche, die «uf diefelbe 
Art, wie an dem Cylinder befchrieben wird, eingefchloffen 
if Wenn die Grundflächen elliprifch find, fo-ift das Cy⸗ 
lindroid zugleich ein Cylinder. Denn fo wie man in eis 
nem Cylinder immer einen ellipfifchen Schnitt legen kann, 
beffen Aren ein gegebenes Verhältniß haben, fo fann man 
auch umgekehrt zu jeder elliptifchen Grundfläche für Die ger 
- gebene Jage der Are die Sage der eircularen Grundfläche 
finden, Die Schriftfteller, welche den enlindrifchen Kür, 
per mit ellipfifehen Grundflächen unterfcheiden, worunter 
auch d'Alembert in dem Dictionn, encyclop. gehört, ba: 
ben diefen Umſtand nicht beachtet. 

Zwehtens haben Wren und Parent dem Körper, 
der durch die Umdrehung einer Hyperbel um eine durch dem 
Mittelpunct aufdie Hauptare fenfrechte gerade Linie erzeugt 
wird, den Mamen, Cylindroid, gegeben Hier iſt diefe Bes 

nennung fehisklich. Die Oberfläche läßc fich für eine gegebene 
Hohe deſſelben aufdiefelbe Are finden, wie bie eines gedruckten 
Sphäroids von dem durch den Mittelpunet gelegten Kreife 


Py 
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‚an genommen. In dem Artifel, Sphäroid,twirddiefes ges 
zeigt: Parent har darüber eine Abhandlung in den Mem. 
de l’Acad. 1709 geliefert. Der inhalt eines Abſchnittes 
diefes Körpers, zwifchen der Grundfläche und einem diefer 
parallelen Schnitte iſt in dem Artifel, Cubirung. ©. 582, 
gefunden, | 
| D 


PDactylonomia oder Chironomia, Finger- 
rechenkunſt, iſt ein Verfahren, die Finger anſtatt der 

Ziffern zu gebrauchen, und dadurch Zahlen anzugeben. 
(ÖarrvAos der Finger, xXeıp die Hand), Es iſt dabey 

alles willkührlich. Die einfachfte Art wäre, die Ziffern 
durch die Anzahl der ausgeftreckten Finger, die übrigen 
eingefchlagen, anzudeuten, zuerft die Einer,. dann die Zeh⸗ 
ner, u. f. f. Oder man laft den Daumen der linfen 
Hand Eins, den Zeigefinger derſelben Zwey, und fo ferner 
nach ihrer Kolge bedeuten. Oder man bezeichnet die An— 
zahl. der Einer, der Zehner, der Hunderte, der Zaufende, 
jede durch eine gewiſſe, ganz willführliche, Stellung der 
‚ausgeftreeften und eingefchlagenen Finger; die Anzahl der 

“ Zehntaufende und Hunderttaufende durch eine Jegung ber 
Hand gegen den Seid. Man müßte ein fehr gutes Ger 
dãchtniß haben, die Bedeutungen aller diefer ganz willfürs 
lichen Zagen zu behalten. Abbildungen in Leupolds Thea- 
‚tro Arithm. $, 3.’ und in Nofenthals natürlicher Magie 
7. DD, 276. ©, F 


Datum, mas als beſtimmt und bekannt angenom⸗ 
men wird, oder erwieſen iſt, in Abſicht auf Größe, oder 
Lage, oder Verhältniſſe, ſ. Gegeben. 


Data des Eufloides, eine Sammlung von Jehrfägen, 
"welche zeigen, wie aus gewiffen Verhältniſſen oder Größen 
andere folgen. - ie ift für die Analyfis der Alten ein 
"wichtiges Hülfsmittel. Mirtelft diefer Säge fucht man 
‚ben der Auflöfung einer Aufgabe, was aus den gegebenen 
Dingen folgt, was aus Diefem wieder hergeleitet wird, 


\ 


- 
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u. F w. bis daß man findet, daß das, was in der Auf: 

gabe zu leiſten verlange wird, gegeben feg. Oder man 
geht von demgefuchten als gegeben aus, und fucht, wie man 
durch Größen und Verhältniffe, deren eins durch das andere 
gegeben wird, auf etwas gegebenes fomme, um von bie: 
fem wieder auf das gefuchte zurück zu gehen. Benf piele, 
Der gte Gag in der Ausgabe von Gregory: Wenn zwey 
oder mehrere Größen zu einander gegebene Berbältniffe ha: 
ben, und wenn fie zu andern Großen gegebene, wenn auch 
nicht einerley Verhältnijfe haben, fo werden diefe andern 

Größen auch gegebene Verhältniffe zu einander haben. 

Der 66fte Sag: Wenn in einem Dreyeck ein Winkel gege 

ben ift, fo hat das Rechteck von den einfchließenden ©eitenzu 
dem Dreyeck ein gegebenes Berhältniß. 

Diefes Werk ift zuerft griechifch und lateinifch mie den 
andern Schriften des Euflives von Daſy podius 1571 
zu Straßburg herausgegeben. Eine beſondere Ausgabe 
mit einer neuen Lleberfegung bat Hardy beſorgt, Paris 
1625. Diefe Lieberfegung hat Gregory in feiner ſchö— 
nen Ausgabe der Euklivifchen Schriften, Oxford, 1703 
fol. mit Berbefjerungen dem griechiſchen Zerte bengefügt. 
Nobert Simfon hat eine englifche Lieberfegung gelies 
fert, worin er Änderungen des Ausdrucke und der Ordnung 
der Sätze vorgenommen, auch einige neue Sätze hinzuges 
than hat. Diefe Ausgabe bat Schwab ins Deurfche über: 
feßt, nnd mir einer Sammlung geometrifcher, nach ver 
analytifchen Methode der Alten aufgelöferen Droblime 
| Begleiter, Stuttgard 1780. 


Decimalbruch ift ein Bruch, deffen enter eine 
Potenz der Zehn ift, wie Ps; 15- Da die Rechnung 
mit diefer Gattung von Brüchen nicht mehr Schwierigfeit 
macht, als die mit ganzen Zahlen, fo werden in der Dias 
thematik faft Feine andere gebraucht. 

So wie man die ganzen Zahlen aus Einheiten, in ei⸗ 
ner nach) dem Zehnfachen aufſteigender Folge von den Ei⸗— 
nern an zuſammenſetzt, ſo ſetze man auch die eigentlichen 
Brüche aus Einheiten in einer nach dem Zehnfachen her⸗ 
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abfteigenden oder abnehmenden Kolge aus Zehntheilchen, 
Hunderttheilchen, Tauſendtheilchen, u. f. f. zuſammen. 
Und wie man den Werth der Zablhiffern linker Hand hin 
‚mit jeder Stelle zehnfach größer werden läßt, fo laſſe man, 
von der Stelle der Einer nach der Rechten hin, die Wer: - 
the der Ziffern mit jeder Stelle zehnmahl Fleiner werden, 

dann Fann man die Nenner der Brüche erfparen, und die 
. Bruchrehnung vollig wie mit ganzen Zahlen verrichten. 
Nur muß man die Stelle der Einer durch ein Zeichen, als. 
einen Punct, oder wie es gemöhnlich ift, durch ein Komma 
bemerfen. Solchergeſtalt hat man die Zahl: 43,85304 
zu lefen: 43 Einer, 8 Zehnth., 5 Hundertth., 3 Tau⸗ 
ſendth., o Zehntauſendth., 4 Hunderttauſendth. Wenn 
keine Ganze vorhanden ſi ſind, ſo wird in die Stelle der Einer 
die o geſetzt, wie 0,693. Fehien auch die Zehntheilchen, 
Hunderttheilchen u, m. fo wird deren Stelle auch durch o. 
ausgefüllt, wie o, 048; 0,004314. 

Die nach dem Komma ftehenden Ziffern, mit Weg⸗ 
laſſung der Nullen, die etwa unmittelbar nach dem Komma 
folgen, ſind der Zähler eines Bruches, deſſen Nenner die 
Eins mit ſo vielen Nullen iſt, als durch das Komma Zif⸗ 
fern und Nullen rechter Hand abgeſondert ſind. ZB, 
43,85304 =43 Pooaas; 9,048 = 1388 

Einem auf angezeigte Art ausgedruckten Decimal: 
bruche Eann man fo viele Nullen anhängen, als man will, 
weil der Werth jeder Ziffer durch das Komma beftimme 
ift. Aber für jede Stelle, die dad Komma rechter Hand | 
Hin fortrückt, wird die Zahl mit ro multiplicirt, und für 
jede Stelle, die es linker Hand Binaufrlickt, durch 10 

dividirt. 

Einen jeden Bruch verwandelt man in einen Deci⸗ 
malbruch, wenn man Zähler und Nenner mit einer Potenz 
von zo multiplicirt. und das Product aus dem Zähler in 
dieſe Potenz durch den Menner dividirt, woben aber. oft-ein 
Reſt bleibt, den man inzwifchen beliebig vermindern kann, 


da die Potenz der zo nad) Belieben groß genommen wers 
den mag. 


3. B. 0,0917 u... - | 


% 
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Ein Reſt bleibt immer wenn ber Nenner andere 
Factoren als 2 unde5 hat, vorausgeſetzt, daß ber Bruch 
auf die kleinſte Zahlen gebracht ſey. J 
Addition. Decimalbrüche werden wie ganze Zah⸗ 

len addirt, nachdem man ſie ſo geordnet hat, daß die 
Kommata, und alſo die Einheiten von gleichem Werthe, 

über einander ſtehen. F 

Beyſpiel. 84,732 
| 7,5048 
432,14 
0,05389 


j Summe — 524,43069 
Subtraction. Dieſe geſchieht auf die nämliche Art, 


43, 06847 537,48 
17,487 12,5934 
25,58147 524, 8866 


Multiplication. Man verfährt, als wenn man 
ganze Zahlen mit Weglaffung des Komma zu multiplicie 
ven hätte, und ſchneidet von dem Probucte fo viele Ziffern 
von der rechten nach der linfen Hand ab, als in beiden 
Factoren zufammen abgefchnitten find. 


Bepſpiele. 
7526 7,526 75,26 0,274 
3.471 3,47 0,347 ©, 0426 
526,82 0,52682 | 0,52682 1644 
3010,4 3,0104 3,0104 548 
22578 22,578 22,578 | _to96 


26115,22 | 26,11522 | 26,11522 | 0,0116724 
In dem legten Exempel find die Nullen vor den bedeu⸗ 
tenden Ziffern in den Partialprodueren jur Bequemlich⸗ 
£eit weggelaffen. | 
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Diviſion. I. Fall, wenn Dividendus und Diviſor 
ganze Zahlen find. Iſt jener größer als diefer, und es 
bleibt ein Reſt, nachdem die Einer in dem Quorienten ge: 
funden find, fo macht man diefen durch Hinzufegung einiger 
Muflen zu Decimaliheilen, welches folgweife gefchehen 
‚mag. nämlich) den erſten Reſt zu Zehntheilchen, den folgen: 
den Reſt zu Hunderttheilchen u. ſ. f. wodurch die Theile 
des Duotienten nach der Reihe in gleichnamigen Decimal: 
theilen gefunden werden,” Menn die Neduerion eines Ne: 
ſtes auf eine zehnfach Eleinere Einheit zur Divifion nicht 
genügt, fo bringt man ihn-auf eine noch Fleinere Einheit, 
bis er durch den Divifor theilbar wird. Iſt der Dividen- 
dus kleiner als der Divifor, fo verwandelt man ihn in ‚De: 
cimaltheile, wie ſchon gewiefen ift, 
Erxempel. | — 
37 |872 || 23, 562 567 567 . +» 
—_,_ — 


74 132 Einer 

111 370 Zehnth. 
185 250 Hundertth. 
222 280 Tauſendth. 

259210 Zehntauſendth. | 
Die Producte aus dem Divifor in jeden Theil des Quo⸗ 
tienten find zur Seite gefest. Da der Reſt 2ı Zaue 
fendth. ſchon, mas die Ziffern betrifft, bey den Einern vor: 
gekommen ift, fo kehren diefelben Ziffern von den Zehntheil« 
en an, wieder. In jedem nicht vollftändigen Decimals 
bruche giebt e3 folche Perioden, wovon hernach. 

II. Fall, wenn ver Dividendus allein Deeimaltheile 
enthält. Die Dipifion wie vorher, nur daß das Komma 
in dem Quotienten um fo viele Stellen nach der linfen 
Hand fortrügft, als Ziffern in dem Dividendus abgefchnitz 
fen find, Ä F 





37 K 72 | ©, 23567 567 — 


| II. Salt wenn ber Divifor Derimaltpeile enthält. 
Man rückt das Komma in demſelben vorwärts bis zur letz⸗ 


\ 
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ten Ziffer, und das Komma in dem Dibidendus um eben 


fo viele Stellen, in welche man für bie etwa fehlenden 
Ziffern Nullen fegt, | u 
Erempel. . - 
——— — 
das it 37.1872 || 23, 567 567 ... 
eder - ! in 
0, 37 = J 
37 | 87200 || 2356, 7567 « + 


Derioden der Decimalbrüche. 


Wenn ein Meft, zu welchem Feine Ziffer aus dem 
Dividendus zu nehmen war, wieder kommt, was nämlich 
die Ziffern, ohne Rückſicht auf ihre Einheit betrifft, fo _ 
fehren die Ziffern in dem Dividendus, don derjenigen an, 
die dus jenem Reſte entftanden ift, wieder, wie das vorige 
Beyſpiel gezeigt hat. ‚ Dun konnen nicht mehr verſchiedene 
Meite Start haben, als der Divifor Einheiten weniger 
eine hat. Daher Hat jeder Decimalbruch, der einem tas 
tionalen Bruche gleich iſt, wenn er nicht abbricht, von ei⸗ 
ner Stelle an Perioden wiederkehrender Ziffern. Man 
braucht die wirfliche Divifion nicht weiter als bis zu dem 
Ende einer Periode fortjufegen. Alle folgenden Ziffern - 
find Dadurch gegeben. age 

Die Perioden Fünnen aber auch weniger Ziffern ent⸗ 

halten als der um Eins verminderte Divifor Einheiten hat. 

Wenn der Divifor die Form zo” ı bat, fo. enthäle 

jede Periode des Quotienten m Ziffern. Denn es fen ber 
N 


Bud = 7; und D= 1r—ı1,fil = 


.N(10®@ + 10"® 4 10”3® + etc.) Buchſtabenrech⸗ 
‚mung, 26. 3 B. * 


— 
‘ 
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== 24, 7386 . 
ee. 24 7386 
24 7386 


247 - 


24, 7410 7410 -7410.... 


Ehen das findet Statt, wenn ber Divifor ein Factor 
j 10"— 1 


- 








bon 10* — rift. Es fey nämlich D— 

nn „N - Na 

eine ganze Zahlift, fo ift 5 * 

Da 1 m— (ro H)(ToR + I) ft, ſo geben 

Dipiforen, welche die Korm 1o@ + ı haben, oder Racto: 

ren einer Zahl von diefer Form find, Perioden von 2m 

Ziffern. _ 

Es iſt F 

10 — 19. 13.3 108 — 19.3. 37 
10 — ı=9.r71 10 19. 11. 101 
106 — 19.41. 271 

10° — 1==29.3.7.11,13:37% 

Auch 10%-++1==73 .137, 

Die Primzahlen, die hier als. Kactoren vorfommen, 
geben als Diviforen Perioden von fo viel Ziffern, als- 
der Erponent der Potenz von zo in dem niebrigften zuger 
börigen Producte 10" — ı Einheiten enthält. Die Face⸗ 
toren 73 und 137 von 104 41 geben Perioden von 
2 mahl 4 Ziffern. — 

Eine allgemeinere Theorie als dieſe fragmentariſche iſt, 
giebt Gauß in den Disquiſitionibus arithmeticis, 
Sect, VI. Aus dieſer iſt folgende Tafel für die einfachen 
Diviforen bis 97, und die Anzahl der Ziffern in den Per 
rioden der Quotienten gezogen. Der Divifor ift mit D, 
die Anzahl der Ziffern in den Perioden mit Z bezeichner. - 


wo a 
Bag ee 
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_D_| 2 D zZ 
s 1 47 46 
7 6 58 13 
11 a. 59 58 
13 — 61 60 
J9 16 67 33 
19 18 71 35 
23 22 73 J 
2» | 28 9.118 
31 15 83 AL, | 
37 8 | 44 
41 s I 97 | 96 
j 3 2I. 


Der Nenner D bes Bruchs 3 ſey das Product von 


zwey Primzahlen A und B. Der Quotient — enthal⸗ 


| —— 
te Perioden von m Ziffern, der Quotient "B enthalte 
Perioden von. Ziffern, fo beftehen die Perioden des Bru⸗ 
N N 
ches —— aus fo viel Ziffern, als die Eleinfte Zahl, wor⸗ 
- in m und.n aufgehen, Einheiten bar, alfo aus mn Zifs 
fern,. wenn m und nn feinen gemeinfhaftlichen Theiler ha- 
ben. Zum beffern Verftändniß des Beweifes diene vorlaus 
fig folgendes Efempel. | | 
3 50, 142857 142857 142857 ... 
7570, 0099 0099 0099 0099 u. « 
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Hier tms, nm 4, und bie un zahl, worin 
beide aufgehen, if 123 alſo hat 
12 aifern. Es ift 


7x 10 Perioden von 


— 001414137157" 0oz4r —— 


Man bemerke hierbey, daß die beiden erſten Perioden 
des Bruches Zfich Durch den Nenner des andern Bruches, 
ſo wie die vier erften Periosen diefes zweyten fich durch 
ben Dienner des erften ohne Reſt theilen laſſen. 
| Es ſey nun, wenn m und n einen gemeinfchaftlichen 
Theiler haben, min —=p:gq, wo p:gq die Fleinften 
Zahlen für diefes Verhältniß find. as bezeichne die 


Ziffern in einer Periode des Bruches Buch .. 
abc ., 0. k,etc. die zum u o fen Fönnen, 
fe daß FR a, 10"!-+b. 10”*+-0.10”3...+k.1o” 
+a1o.,. +kıo= Lamm, ki 
+ .Der Reſt am Ende der erſten Periode 
iſt nämlich =ı.10””, am Ende der zweyten... 


— 1. 10728; am Ende der qren —=ı.10”°",. Diefer 
Reſt mit A dividirt giebt die Ergänzung des Decimals 


bruchs zu dem bollftändigen Werthe deg Bruches — 
Demnach iſt 


ro ® — ı(a.ıo®m bb, 1090... -. )RaA. 
- Man bejeichne nun auch die Ziffern in einer — des 


| Bruches — durch a, B, Ye “0. fo iſt auf 


dieſelbe Art 

ror — ı = (a,roP? -ß.1ofm,., +x)B 
Da pn — qm ift, fo iſt (a, 10m... + x)A 
—(a1or,....+x)B. Folglich ift A ein Theiler 
des Factors von B, Ba wie B ein Theiler des Factors von 





⁊* 
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A ift, da A und B Primzahlen finds. Alfo ift auch A ein 
Theiler von a. 10" +B.107°... + 2.107", fo wie 
B ein Sactor von a. 10” + b. 


1 ! 
Wird num der ohne Ende fortlaufende Derimalbruch — 
durch B dividirt, fo geht die Diviſion bey je gm Ziffern, 


bon der Stelle der Zehntheildhen angefangen, ohne Neil. 


auf, und in den Stellen -qm—ı; —2aqm—ı5 
—3qm-— 1; etc, fehren diefelben Ziffern wieder. Eben’ 


fo verhält es fih, wenn der Deeimalbruch — duch A 
dividirt wird. Mit je pn Stellen fommen diefelben Zif: 
fern wieder, Der Bruch — enthält alfo Perioden 
von qm, das ift, pn Ziffern. Kürzer find die Perioden 
nicht, weil die obiaen Producte nur dann gleich find, wenn. 
a0 — 1 I0P®— r, oder went gm pn iſt. 

Der Bruch enthält daher auch Perioden von 
‚qm (pn) Ziffern, Denn bey der Multiplication des 
Derimalbruchs 7 durch N enthalten die Partialpro⸗ 
ducte durch die Theile von N jedes qm (pn) Perio⸗ 
den, und werden. in allen Perioden von IH auf 
gleiche Art unter einander geordnet. 

Der Deeimalbruh I, wo A, B, C Prime 
jahlen find, enthält fo viele Ziffern in jeder Periode, als 
"die Eleinfte Zahl, worin das Product der Ziffer Menge in 
den Perioden von z ' ‚ * aufgeht, Einheiten 


enthalt. Auf ähnliche Art verhält es ſich bey noch mehr 
untheilbaren Factoren in dem Diviſor. 
Wenn der Diviſor eine Potenz von 2, oder von 5. 


“ 
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oder von beiden enthält, fo ift die Ziffer: Menge in den 
Perioden diefelbe, welche in dem Decimalbruche, nach Ab: 
fonderung jener Faetoren, Statt hat. Denn zift 5; 
1; 3 Vo, ete. und Jr 5%; 3 tr, 
etc. Die Divifion ducch die Potenjen von 10 verändert 
die Ziffern nicht, nur ihre Stellen in Abficht auf die Stelle 
der Einer; und die Multiplication durd) die Zähler verän: 
dert den LImfang ber Perioden nicht. Bey der Beftim: 
mung der Öröße der Perioden in einem Derimalbruche hat 
man daher die Factoren 2 und 5, menn folche in dem Die 
pifor vorhanden find, abzufondern, BET 

Zu vergleihen: Wallifii Algebra, cap, 89. 

Eulers Algebra, $. 525. ff. 

Robertfon on the theory of circulating Deci- 
mal Fractions. Philof. Tranf, 1768, . 

Bernoulli fur les fractions decimales perio- 
diques. Mem. de Berlin 1771. Ä 

Gaufs disquilitiones arithmeticae. $. 312. £.L[. 
Lipfae 1801. \ 


. Deeimahnaaß ift die Eintheilung der Einheit zum 
Meſſen oder Zählen, in Zehntheile, Hunderttheile u. f. f. 
nad) der Decimalprogreffion. Man fagt Fuße, Zolle, Lie 
nien, Decimalmaaß, oder Decimalfuß, Decimal:Zofl, 


Decimallinie. Ein Decimalfuß beziept (ich auf eine Ruthe 


als Einheit; ein Fuß ſchlechtweg iſt eine willfürliche Eins 
heit für fich ſelbſt. Man har jegt angefangen, den’ Qua: 
dranten eines Kreifes in Decimaltheile zu theilen, fo daß 
der zehnte Theil des Dundranten, ein Decimalgrad, der 
Bundertfte Theil eine Derimalminute heißen müßte, wenn _ 
man die alten Benennungen neben den neuen Theilen be= 
halten wollte. Die franzöfifhen Mathematiker nennen 
den hundertften Theil des Quadranten einen Decimalgrad ; 
den hundertften Theil dieſes Grades eine Decimal-Minutez 
den hunderrften der Minute, eine Decimal: Gecunde, (Ta- 
bles trigonometriques decimales par Borda et De- 
lambre, pag, 18), Die Benennung Eentefimale ware 
beſtimmter. | ie dis 


Decimalrtehnung 97 


- Die Eintheilung nach der Deeimalprogreffion ift ohne 


Streit die bequemjte, weil man nach derfelben die Bruchs 
- theile wie ganze Zahlen, ohne die umſtändliche Meducrion, 


die bey andern Eintheilungen noͤthig ift, behandeln Fann. | 


Freylich werden die trigonometrifchen und aftronomifchen 
Tafeln, die nach der Geragefimaltheilung eingerichtet 
find, dadurch faft unbrauchbar, und man muß fi an 
ganz neue Zahlen für befannte individuelle Größen in 
der Phyſik und Afteonomie gewöhnen. Allein die viel 
größere Leichtigkeit der Mechnungen nach dem Decimal- 


maaße vergütet das alles. Wenn die aftronomifchen Tas. 


feln mit den neueften Verbeſſerungen nach dem Deci- 
malfnftem abgefaßt find, fo wird jeder Ajtronom feine 
Pechnungen nach demfelben machen müſſen, da die äls 
tern Tafeln ihm nicht die gehörige Genauigfeit gewäh— 


ren würden. In Eleinern Rechnungen z. E. bey geo— 


dätifchen, wird man fich der bisherigen Eintheilung noch 
bedienen Fönnen, fo lange die Inſtrumente nach verfelben 
verfertigt find, | 


Decimal⸗ Rechnung, iſt das Verfahren mit Des - 
cimalbrüchen zu rechnen. Sie iſt in dem Artikel, De . 


cimalbruch, vorgetragen. Megiomontanus hat die 
Beranlaffung zu dieſer Nechnung gegeben, da er bie 
‚ Seragefimal: Eintheiiung des Halbmefjers eines Kreifes 


- 


mit det bequemern in zehn Millionen Theile vertaufchte. 


Um die Mitte des fechsjehnten Jahrhunderts zeigten 


Buckley und Recorde in England und Ramus in 


Frankreich, wie die Bruchtheile bey der Ausziehung der 
Duadratwurzel in Derimaltheilen auszudrücken find, da 
man vorher irgend einen andern Bruch der ganzen Wur⸗ 


jeljahl angehängt hatte. Simon Stevin ſcheint 
die Rechnung mit Decimalcheilen wirkſam empfohs . 


len zu haben, in einer befondern Schrift, die 1585 in 
einer franzöfifchen Lieberfegung herausgefommen, und 
feiner praktiſchen Arithmetik, in der Sammlung 
feiner Werke bengefüge iſt, worin er den Mugen 
der - Eintheilung. und Rechnung nah Zehnen zeige. 


* 
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Er bedient ſich noch nicht des jetzt gewöhnlichen 
Komma oder Punctes, die Stelle der Einer anzuzeigen. 
Er giebt jeder Stelle einen eignen Mamen: Primen, 
Secunden f.f. welches die Feldmeſſer lange Zeit beybehal- 
ten haben. | 

Decken f. Eongruen;. 


Decrementa, die Unterſchiede der Glieder einer 
fallenden oder abnehmenden Reihe von den nächjt vorherz 
gehenden, Man begreift diefe auch unter dem Damen, 
Incrementa, die in diefem alle negative Zunahmen, d. i. 
Abnahmen find. Die Benennung, Differenz, begreift 
beides. Gewöhnlich wird das vorhergehende Glied von 
dem folgenden abgezogen, fo daß die Differenz negariv iſt, 
wenn jenes größer als dieſes ift, beide pofiriv genommen, 


Decuflare, fi fchneiden, wird von Linien ge: 
braucht. Decuffs hieß bey den Römern ein Gewicht 
von zehn Pfund, decem alles. Diefes ward durch X be: 
zeichnet, Daher aud) diefe Figur ſelbſt decuffis hieß. 


Deficiens hyperbola ift nad Pemweon. eine 
Gattung bon Linien aus der driften Ordnung , welche nur 
eine Aſymptote haben, an welcher fie mit zwey Schenfeln 
nach entgegengejejten Nichtungen binlaufen. Gie heißen 
mangelnde, weil die Hyperbel, welche ein Kegelfchnirt 
ift, zwey Aſymptoten mit vier Schenfeln hat. Unter den 
$inien der dritten Ordnung giebt es auch Hyperbeln mit 
drey Aſymptoten und ſechs Schenfeln, Diefe nennt Newton 
hyperbolas redundantes.. | 

Die Gleichung für die hyperbola deficiens ift . . 
xyytaxö+-bx +ex+ey+ d=o, wo-b,c,e,d 
negativ fenn Fonnen, a aber pofitiv iſt. Nimmt man die 
Drdinaten y auf;der Aſymptote, fo ſchränkt ſich für ein 
unendlich großes y und unendlich Fleines x die Gleichung 
auf die Glieder xyy -F ey ein, Daher die Öränzgleichung 
iftxy-+e= 0, eine Öleihüng für die gemeine Hyper⸗ 
bel, wenn die Abſciſſen von dem Mittelpuncte aus auf der 
einen Afymptote genommien werden, und die Drbinasen der 
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anderen Aſymptote parallel find. Die Hyperbel naͤhert ſich 
mit denjenigen beiden Schenkeln, die zu der Aſyhmptote 
der Curve gehören, dieſer ohne Ende. Sechs Arten der 
defectiven Hyperbel haben keinen Durchmeſſer; ſieben 
Arten haben einen, der namlich die mit der Aſymptote pas 
rallelen Doppelordinaten halbirt. Diefe Hyperbeln können 
mir einer Ovale, einer Fnopfartigen Biegung, einem Knoten, 
einer GSpige verbunden fenn. Newtoni enum. linea- 
zum tertii ordinis. Fig. 43 — 53. ©. Krumme Linien 
vom dritten Grade, Zr 


PDebciens numerus, eine Zahl, deren —— 
Theile zuſammen genommen, weniger betragen als die Zahl 
ſelbſt. Z. B. Die Zahl 105, deren einfache Factoren ſind 
3, 5, 7, und deren Theiler find 1,3,5, 7, 15, 21, 35, von wel: 
chen die Summe iſt 87. Die Formeln, wodurch Zahlen vou 

dieſer Beſchaffenheit gefunden werden, find denen ähulich, 

wodurch die überfchießenden Zahlen (numeri abundantes) 
gefunden werben, nur daß das Zeichen der Ungleichheit ent: 
gegen gefetstzunehmen ift. S. abundans numerus, Eine 

Zahl deren Theiler zufammen der Zahl felbft gleich find, Heiße 

eine volltommene Zahl. Diefer Zahlen find fehr wenige. 


Definition. f. Erflärung 


Defadif, dekadiſches Zahlenfpftem, dekadiſche 
Ä —* der Zahlen, iſt die Vertheilung der Zahlen in Elaf: - 
en von zehnfach fleigenden Einheiten, deren jede Claſſe 
zehn enthaͤlt, ſo daß zehn Einheiten einer Claſſe eine Ein— 
heit der nächſt höhern Claſſe aͤsmachen. Die Einheiten 
der vier erſten Claſſen heiffen: Einer, Zehner, Zun— 
derte, Tauſende. Die Tauſende zählen wir wie Einer 
bis zu tauſend Tauſenden, das iſt einer Million; die 
Millionen wie Einer bis zu einer Million derſelben oder 
einer Billion. Bon diefer fteigen wir zu einer Crillion, 
Qusdrillion, Ouinquillion, u.fsf., welche Einheiten 
jede eine Million mahl größer find, als die nächft vorher⸗ 
gehende. In der Fortſchreitung nach Zehnern iſt auch die 
Tortſchreitung nach Tauſenden enthalten, ſo daß wir mit 
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den Tauſenden der Einer, der Taufende ſelbſt, der Millio⸗ 
nen, einen Ruhepunct im Zaͤhlen machen, daher wir die 
Tauſende als Ordnungen der Zahlen, jede von drey Claſſen 
anſehen können. Die Abtheilung der Zahlen in Millio— 
nen, Billionen, Trillionen u, ſ. w. rührt von einem Mies 
berländifchen Mathematiker, Albert Girard, her, 
f Algebra. | = | 

- Die Bezeichnung der Zahlen gefchieht. auf eine dieſer 
Vertheilung gemäße Art. Die Einer, Zehner, Hunderte, 
u.f. f. werden alle durch diefelben Zeichen, deren nur neun 
nöthig find, angedeutet; die Größe oder die Befchaffen: 
beit der Einheit wird durch die Stelle des Zeichens ange: 
zeigt. Die Einer nehmen den erften Plag rechter Hand 
ein, die Zehner den zweyten, die Hunderte den dritten, 
u.f. f. die Einer von Millionen den fiebenten, die Einer 
von Billionen den dreyzehnten, die Einer von Trillionen 
den neunzehnten, u.f.w. Die Stelle der Millionen fann 
man oben mit einem Striche, der Billionen mit zwey 
Strichen u. ſ. mw. bezeichnen; odee man rückt die Millios 
nen, die Billionen, u.f, f. oder die Abrheilungen von je 
ſechs Ziffern ein wenig von einander ab. Wenn eine Öat: 
fung von Einheiten fehle, fo wird ihre Stelle durdy © 
ausgefüllt. Die Sache ift fo befannt, daß es an einem 
Beyſpiele genügen wird. - Die folgende Zahl, 

187446744" 073709°55 1615 

jft die Summe der Körner, welche man erhält, wenn für 
das erfte Feld eines Schachbrettes eins,. für Das zweyte 
zwey, für das drifte vier, und fo immer weifer Doppelt ge 
rechnet werden. Das Zeichen 5 zeige fünf an, aber in 
der erften Stelle bedeutet e8 fünf Einer, in der fünften 

fünf Zehntaufende, in der fechsten fünf Hunderrtaufende, 
&o audy für jede andere Zahl;iffer. 

Die alten Völker, felbft die Griechen, haben faft alle- 
fehr unbequeme Bezeichnungsarten ber Zahlen gehabt. Die 
Indier haben die gegenwärtig allgemein gebräuchliche erz 
funden; von diefen iſt fie durch die, Araber nach Europa 
gekommen. Die Gefchichte der verfchiedenen Bezeich— 
nungsarten ift in dem Artikel: Zahlzeichen, anzutreffen. 


m 
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Dekadiſche Arithmetik. Die Rebmmg mie 
Zahlen von der defadifchen Form. Zu vergleichen find die 
Artikel; dodefadifche und dyadiſche Arichmerif, | 


Dekagonalzahl ift eine ganze Zahl von der Form 
n(4n—3). Gie gehört unter die Polygonalsablen, 
Siehe diefen Artifel. ! 


Delifche Aufgabe int eine bey den Alten fehr bes 
rühmte Aufgabe von der Verdoppelung eines Würfels, 
das ift, die Seite eınes Würfels zu finden,» welcher dope 
pele fo groß ift ald ein gegebener. Sie führt darauf, daß 
jroifchen zwey gegebenen Linien zwey in jtefiger Proportion 
gefunden werden. Denn das Verhältniß jweyer Würfel - 
ift da8 dreyfache (triplicata) ihrer Seiten. In der ſte— 
figen Progreffion, a: b: c: d, ift das Verhaͤltniß 
a: d auch das dreyfache des Verhältniffes a: b, indem 
e3 aus den drey gleichen Verhältnißen a:b; b:c;c:d 
zufammen gefest wird, (f. Verhältniß) Sind a und b 
die Seiten zweyer Würfel, fo verhalten fich diefe Körper 
wie a: d, und umgefehre ift ons Verhältniß det Würfel 
gegeben, fo it das Berhältni ihrer Seiten das von ar b 


oder c: d, wo b und c die beiden miftlern Proportionalen  - 


jwifchen a und d find. Diefe fönnen durch die gemeine 
Geometrie nichf gefunden werden; daher ward die Aufgabe 
für die Alten von Wichtigkeit, indem fie zu Ulnterfuchun: 
gen höherer Art führte, Sie ift auch durch Sagen von 
der Veranlaffung dazu verherrlicht. Der König Minog, 
ift die eine Gage, habe feinem Sohn Glaufus ein Grab: 
mahl errichten laffen. Da die Bauleute es hundert Fuß 
lang, breit und hoch gemacht hatten, fand er es zu Flein, 
-und verlangte, daß es. noch einmahl fo groß follte ges 
macht werden. Hier entfland die Frage, wie Die Seit 
jweyer Würfel ſich verhalten, beren einer doppelt fo groß, 
iſt, als der andere, Die zweyte Sage ift, das Drafel zu 
Delos habe einmahl befohlen, den Altar des Apollo, wel⸗ 
Ger ein Würfel war, zu verboppeln. Da man diefes 
nicht zu bewerkſtelligen wußte, ‘Habe man bey Plato dazu 
die Anweiſung gefucht, Dieſes erzähle —— in 
| in 
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einem Schreiben. än den König Prolemäus Evergetes, 
worin er,ein don ihm erfundenes Inſtrument zur Erfin 
dung zweyer oder auch mehrerer ftetiger mittlern Propors 
tionallinien befchreibt. as Schreiben hat Eurocius in 
feinem Commentar über des Archimedes Schrift von Ku— 
gel und Cylinder aufbehalten: - Plutarch in der Schrift. 
‚von dem Genius des Sokrates führt die zweyte Sage noch 
mit mehrern Limftänden an. Eine Peft in Griechenland 
habe veranlaßt das Drafel in Delos zu-befragen, worauf 
man jene Antwort erhalten; da man aber die Vergrößerung 
des Altars auf unrechte Weife gemacht, und die Peft nicht 
nachgelafjen habe, fo fey man bey wiederholter Anfrage 
belehre worden, daß die Form eubiſch bleiben müßte, 
Plato habe den an ihn Abgeordneten geantwortet; dem 
Gott ſey eigentlich an der Verdoppelung ſeines Altars nichts 
gelegen; er verweiſe dadurch den Griechen ihre Gleichgül— 
tigkeit gegen die Geometrie, befehle ihnen den Kriegen zu 
entſagen, und vermahne ſie, ſich der Erwerbung von 
Kenntniſſen mit Ernſt zu befleißigen. Vielleicht hat 
Plato ſelbſt den Ausſpruch des Orakels veranlaßt. Die 
Aufgabe von der Verdoppelung des Würfels iſt älter. 
Denn Hippokrates von Chios, der durch die Duadra- 
tur der Lunula befannt ift, ift fchon vor Platons Zeit dar: 
auf gefallen, und hat auch eingefehen, daß die Auflöfung 
auf die Erfindung zweyer mitelern Proportionallinien 
anfomme ER | 

Die Aufgabe hat die vornehmften Geometer unter den‘ 
Alten befchäftigt. . Ihre Auflsfungen hat'uns Eutocius 
a. a. O. aufbewahrt, Die von Eratojthenes, Nikomedes 
und Hero gegebenen hat Pappus in feine mathematifchen 
Sammlungen aufgenommen, im 3ten Buche, wozu er noch 
eine von ihm gefundene fligt. Plaro gebrauthteine Art von 
Parallellinial zuemechanifchen Auflöfung. Archytas von 
. Zarent, ein vertrauter Treunddes Plato, gabeine nerwickelte, 
bloß intellectuelle Auflöfung, welche gewiſſe Bewegungen von 
einem Dreyeck und einer Kreisfläche gebrauht. Me- 
nähmus, der, wie es ſcheint, zuerſt die Kegelſchnitte 
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betrachtet hat, gebrauchte ven Durchfchniftöpuner einer 
Parabel und Hyperbel, „desgleichen auch den. Durch: 
ſchnittspunct jweyer Parabeln, mit einem gemeinfchaftlis 
chen. Scheitelpuncte Apollonius von Perga hat 
nach dem Berichte des Pappus auch die Kegelfchnirte zur 
Auflöfung unferer Aufgabe angewandt ,. aber fein Verfah ⸗ 
ven iſt nicht zu uns gekommen. Seine mechaniſche Con⸗ 
ſtruction iſt dieſelbe, wie Die von Hero angegebene, wel⸗ 
cher ſie vielleicht bon ihm entlehnt hat. Da man von der 
Aufgabe Gebrauch bey den Kriegsmaſchinen machen konnte, 
wenn man die Berhältniffe der Hauptmaaßen, nach der Wir⸗ 
kung, die fie leiſten ſollten, zu beſtimmen hatte, fo war man 
auf praftifche Conſtructionen bedacht, die durch Probiren 
das Gefuchte geben. Solche gaben Hero bon Alexan⸗ 
drien, und Philo von Byzanz. Die Auflöfung des 
erftern beruhte darauf, daß eine gerade Linie durch einen gez 
gebenen Punct fo gelegt ward, ‚daß die Dutchfchnitts« 
- puncte mit den Schenfeln eines rechten Winfels von eis 
nem beftimmten Puncte, der Mitte zwifchen dem gegebe: 
nen Puncte und dent Scheitel des rechten Winfels, gleis 
ehe Abftände befamen, Davon mußte man fich durch un⸗ 
mittelbare Meffung verfichern. Die Eonftruction des 
Philo ift etwas leichter. Durch einen gegebenen Punct 
in dem Umfange eines gegebenen Kreifes wird eine gerade 
Linie fo gelegt, daß Die Theile'derfelben zwifchen dem Lime 
fange des Kreifes und den Schenfeln eines rechten Wi:,- 
fels gleich groß ausfallen. Eratoſthenes, der wegen 
feiner aftronomifchen und geographifchen Unterſuchungen 
berühmt iſt, erdachte ein Inſtrument, zwey oder mehrere 
- mittlere Proporrionallinien zwiſchen zwey gegebenen zu 
finden. Er ſchaͤtzte diefes fo body, daß er es in einem Teme 
pel mie einer Beyſchrift in Verſen aufhängen ließ, und 
auch in einem Schreiben art den König Proiemäus die Eins 
tichtung und den Gebrauch erflarte. Pappus nennt es ein 
Mefolabum, - Nikomedes erfand die Condoide, und 
ein Inſtrument zu ihrer Zeichnung, um dadurch unfere 
Aufgabe aufinlöfen, Er gebraucht fir, um zwiſchen zwen 
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geraden Linien eine von gegebener Größe ſo zu legen, daß 
ihre Verlängerung durch einen gegebenen Punct geht. Sie 
dient ihm alfo das Verfuchen, das ohne ſie nöthig ſeyn wuͤrde, 

zu vermeiden. Die Eonftruction an ſich, auch ohne 
Sen Gebrauch) der Conchoide, ift finnreich, und die Fünfte 
lichſte von allen, fo daß man Mühe har, die Analyfis, wor 
durch der Lirheber dazu gefommen ift, zu errathen. Dior 
kles gebrauchte die Eiffoide, um durch ihren Durchſchnitt 
mit einer gegebenen geraden Linie zwey mittlere Propor» 
tionalen zu finden. Er fand durdy eine Eonftruction meh. 
rere Puncte derfelden, und zog durch diefe eine Frumme 
inie, die fir die Eiffoide felbft gelten fonnte. eine Ab: 
icht feheint die Anwendung auf Wurfgeſchuͤtze geweſen zu 
fenn. Er bat feine Auflöfung in einer Schrift egı 
rupiwv (de pyrüs) vorgetragen, in welcher vermuthlich 
diejenige Art von Wurfgeſchütz befchrieben iſt, womit bren⸗ 
nende Dinge geworfen wurden. Die Auflöſung, welche 
Pappus (mathem. Samml. 3. B. 5. ©. und 8. B. 
11. ©.) giebt, iſt im Wefentlichen diefelbe mit der von 
Diokles gegebenen, nur daß er den Punct, den diefer 
durch die Eiffoide findet, empirifch mittelſt der Gleichheit 
zweyer Abſchnitte auf einerrum einen feiten Pucnt gedreh ⸗ 
fen geraden Linie findet. Die Auflöfung des Sporus, 
welche Eutocius ebenfalls anführt, ift von der nad Pap⸗ 
pus gar nicht verſchieden. — — 

In den neuern Zeiten iſt die Aufgabe von zwey mittlern 
ffetigen Proportionalen oft vorgenommen worden. Oron⸗ 
tius Finäus (Oronce Finde), Profeſſor der Mathe 
matik zu Paris im 16ten Jahrhundert, glaubte auf meh» 
rerley neue Arten die Aufgabe auflöfen zu Fönnen, aber irrig, 
welches Buteo und Nonius zeigten. Daſſelbe ift 
mehrern begegnet, die nicht hinlängliche Kenntniß ver 

Geometrie beſaſſen. Vieta gab eine Auflöfung mittelſt 
des Kreiſes und gerader Linien, wobey aber, wie in meh⸗ 
rern Conftructionen der Alten eine gerade Linie durch einen 
gegebenen Punct fü gezogen werden muß, daß ber durch 
ztey‘ gegebene Linien auf ihr - abgefchnistene Theil 
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dem Halbmeffer des Kreifes gleich fey. (Opp. mathem, 
p. 242). Kür den Fall, da die beiden gegebenen Linien 
fi wie 1 : 2 verhalten, hat er noch eine befondere Aufz 
föfung (a. a. O. p- 354). Raser , ei 
Die analytifche Behandlung der Geometrie, welche 
Desrartes lehrte, gab die völlige Aufflarung über die Ber 
fchaffenheit diefer Aufgabe. - Manfah, daß fie nur ein 
fehr befonderer all derjenigen ift, jede Gleichung vom drit⸗ 
ten oder vierten Grade durch eine geomerrifche Conſtruction 
aufjulöfen, wozu man nothwendig einen Kegelfchnitt im 
Berbindung mit einem andern, oder bequemer mit 
einem Kreife gebraucht. Die alten Geometer haben 
allerdings eingefehen, daß die Aufgabe von den beiden 
mittlern Proportionalen ein problema folidum fey , wor 
zu Linien aus einem Körper gefchnitten, das. ift Kegel⸗ 
fehnitte, erfordert werden, welches Pappus deutlich bezeu⸗ 
get (Collect. mäthem, pag. 7.). Weil die Kegelichnitte 
nicht leicht zu zeichnen find, fo haben fie, fagt.er, zu einer 
bequemen und fchicklichen Eonftruction, die mit der Hand 
- auszuführen iſt, verfchiedene finnreiche Werfzeuge erdacht. 
- Wir fehen den Grund deutlich ein aus der Beſchaffenheit 
der Gleichung, welche die Ordinaten oder Abſciſſen zu den 
Durchſchnittspuncten zweyer Linien angiebt., Soll eine 
Gleichung durch die Durchſchnitte zweyer Linien conftruirt 
werden, fo fann das Product der Erponenten ihrer Ord⸗ 
nungen nicht niedriger feyn, als der Grad der Gleichung, 
Die Gleichung für die erfte der mittlern Proportionalen 
zwiſchen aund bift aab=z3. Denn esfegn die beiden 
erſten in der Progrefjion, a und z, fo ift die dritte 
z° $ \ | 
—— und bie vierte * .Heißt dieſe b, fo iſt a b25. 


- Man müßte eine Linie vom dritten Grade conſtruiren, 
wenn die andere eine gerade Linie feyn follte. Dieſes 
könnte nur. auf fehr befchwerliche Art durch einzelne 
Puncte gefchehen. Man muß alfo zwey krumme Linien 
nehmen, zwey Kegelfchnitte, worunter auch der Kreis mit 
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begriffen fern mag. - Diefe Linien find vom zweyten Gras 


de, und dienen Daher zwar ſchon zur Auflöfung der Gleich: 
ungen vom vierten Grade, aber auch derer vom dritten 
Grade, Die durch die Multiplication mit der unbefannten 
Große zu einer Gleichung vom vierten binaufiteigen, wie 
@bz==z# (ine Wurzel ift —=o, fo wie in der Con: 


ſtruction für ben einen Durchſchnittspunct Die Drdinate 


== o:iff, 
Descartes gebraucht hier, wie überhaupt für Gleich: 
ungen vom driften und vierten Grade, den Kreis mit der Pa- 
rabel, weil der Kreis leicht befchrieben wird. Sein Commenta⸗ 
tor, der P. Rabuel, zeigt (p. 530) wie man auf zweyerley Art 
die Hyperbel mit dem Kreiſe verbinden könne, und bringt 
auch die Conſtruetion des Menähmus mit zwey Parabeln 
bey, die in Abſicht der Deduction die leichteſte iſ. De 
Slüſe zeigte in der Schrift, die er Meſolabum beti—⸗ 
telte, wie-die beiden Propoetionalen auf mancherlen Arf 
Durch zwey Keselſchnitte gefunden werden Fonnen, ſynthe⸗ 


tiſch nach der Form der alten Seometrie, (f. oben ©. 615). 


Einige ſolche Eonitrucrionen findet man in Wolfs Eler 
mentis Analyfeos finit. $. 624., Newton theilt in der 
Arithm. uniyerfali in Append, de aequat. conlir, 
Jincari drey Conftructionen mit. Sie beruhen darauf, 
daß entweder zwifchen zwey der Lage nach gegebenen geras 
ben Linien, oder zwifchen einem Kreife und einer geraden 
$inie, ober zwifchen zwey Kreiſen eine gerade Linie fo ger 


legt werde, daß fie Durch einen. gegebenen Punet gehe. 


Bey den beiben erften ift Die Conchoide anwendbar, Die 
erſte ‚von allen drenen ift Die eine von Vieta angegebene 
mit einer geringen Nbandernng. Newton jest auch hinzu, 
daß dieſe Conſtruction befannt fey: 

Bon den manchen Auflöfungen feße ich hierher eine 
porzüigliche unter den alten, Die von Nikomedes gegebene, 
mic ihrem geometriſchen Beweiſe, und die einfachfte unter 
Den neuern, nach Descartes mit ber analytiſch⸗-geometri⸗ 
ſchen Herleitung. | 

Auf die Schenfel eines rechten Winfeld HAF (Fig, 
sız. Tab, VIE) frage man bie beiden qqußern Der bier 
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Propottionalen AB, AO von dem Scheitelpunete aus, 
und vollende das Parallelogramm, ABDC. Die Linie 
AB haldire man-in.G, und AC inH, Durch D.und 
G jiehe man die.gerade DG, welche ben nah K verlän« 
gerten,Schenfel FA in K fchneide. In H errichte. man 
bie fenfrechte FEL, und ziehe von C aus an biefelbe Die 
ECL=AG. Durch K und L werde KL gejogen, und 


mit.dieſer die Pavallele CM. Durch L lege man die 


* 


gerade LNF fo, daß das zwiſchen C Fe und CM abge 
fchnittene Stück NF==AG fer. . Diefes gefchieht (wenn 
man. fich feines empirifchen Verfahrens bedienen will) ver: 
mittelſt einer. Eonchoide, die aus dem Pol L über der 
Grundlinie C M mit der gegebenen AG befichrieben wird, 
Nun ziehe man durch Fund D.die gerade FDE, welche 
ben andern Schenkel des rechten Winfelö in E fchneidet, 


ſo find die Linien DC:CF:BE:BD, oder AB:CF} 


BE:ACin ſtetiger Proportion. 

Es wird eine Übting in der: — Analyſis 
ſeyn, den Weg zu ſuchen, auf welchem Nikomedes zu fein 
nem: fynthetifchen. Beweiſe gelangt ſeyn mag. 

Machdem das Parallelogramm ABDC gezeichnet iſt, 
siehe man die Linie EDF- willkührlich, fo iſt DC:CR 


- —=EB:BD. Die vier Linien find immer proportionale, 
und in einem befondern alle ftefige. Man fege, fie ſeyn ſtes 


tige proportionale, fo ft DC: CF—=CF:EB, wodurch 
ahCF:EB=EB:BD ift, Die erfte diefer Propors 


tionen giebt CF —=DC,EB, Um die beiden Theile 


der. Gleichung füch ahnlich zu machen, nehme man anftatt. 


des Berhältniffes DC: CF das ihm gleihe AE:AF, fü 


ft AE:AFZCF:EB, und daher AE.BE—AF. CE, J 
Halbirt man AB in G, und ACinH, ſo iſt AE.BE 


+BG:—=EG’, un AF.CE+HCZ=FH,, (Eu 


flides IE, 6.). Iſt AC fleiner aß AB, fo ift HC Bleiner 
ald BG, und da AE,BE=AF.CF ift, ſo it FH 
Eleiner als EG. Um eine Gleichung zu behalten, abdire 


man zu FH? ein Quadrat fo groß, daß die Summe gleich 
"EG? ſey. Zu dem Ende errichte man in H auf AG 
“die ſenkrechte HL, und ege, daß FH’ - HL’—EG# 
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ſey. Es iſt alſo AF.CF+HC+HL—=AE.BE 
—BG. Da die beiden Rechtecke AF.CF wm . . 
AE.BE gleich find, fo it C - HLB 6. Zieht 
man CL, fo it HC + HL’=CL*, aloe CL=BG, 
folglich ift die Linie HL gegeben. Man ziehe FL, fo ift 
 FL=EG. Es werde nun NF=BG genommen, fo 

WE LNSEB Mun ziehe man CN, und mit-diefer 
die parallele I.K bis an die verlängerte FA, fo iſt 
FN:NL=FC:CK, bat if; BG:BE—=FC:CK. 
&s it aber BE: :AB=(ED: DF)AC:CF, atfo ift 
BG:AB==AC:CK. DaBG die Hälfte von AB ift, 
fo it AC die Hälfte von CK, oder AK=AC, alio iſt 
KR ein gegebener Punct. Da man nun von dein als gege⸗ 
ben angenommenen, aber geſuchten Puncte F auf. einen ge⸗ 
gebenen gefommen ift, fo Eann man auch von dieſem zu 
jenem gelangen. . Das giebt die von Nifomebes vorgetra⸗ 
gene Sonftrucrion. 

Die analgrifch = geometrifche Aufloſung iſt eine Con⸗ 
ſtruction der Gleichung, x? —aab, oder der, ys za bb. 
Denn es feyn a und b die zwey gegebenen Größen, x die 
erite der beiden mittlern Proportionalen, und y die zweyte, 
fo itasx—x:yınd xıy=y:b. Aus jener wird er⸗ 
halten x —ay; aus biefer, y’_bx. Jene Gleichung 
quadrirt wird xt—a®y?, alſo iſt x —aab. Eben fo 
ift ys Sabb. Die Conſtruction dieſer Gleichungen iſt 
in der allgemeinen begriffen, die in dem Artikel, Anwen⸗ 
dung der Geometrie auf die Algebra, IL. ©. 134. gelehrt 
iſt. Aus jener folgt für diefen Fall folgende Eonftruction 
der Gleichung ys — abb. Man zeichne (Fig. 112. 
Tab. VII) eine Parabel AM, deren Parameter —b, 
und Ur AXift. MufAX nehme man AB=4b, und 
feße auf AB in B die fenfrechte BC—4a, befchreibe aus 
C mit dem Halbmeffer AC durch ven Scheitel A einen 
Kreis, welcher vie Parabel in M fehneide, und ziehe durch 
M die fenfrechte MP auf AX, fo fAP=x; PM=y. 

Aus diefer Conjtruction folgen umgefehrt die beiden 
Gleichungen x —ay und y—bx. Die letztere ift die 

Gleichung für die angenommene Parabel. Man. ziehe 


#. 
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CO ‚fenfreht auf MP, ſo it MC’ (x — ıby% 
+y—3aP =x’—bx+gb'i+y—aytza. Dg 


MC=AC—=#a'+4b°, und bx=y’ift, fo iſt 


x’—ay, welches die erſte jener Gleichungen iſt. Folg— 
lich ſind a:x:yıb continuirlich proportionale. 
Der geometriſche Beweis dieſer Auflöſung iſt folgen- 
der. Der Kreis ſchneide die Axe der Parabel außer in A 
noch in D, und die Ordinate außer in Mnoch in N, fo iſt 


AB=BD, und MQ=NOQ, da bie ſenkrechte aus demn 


Mittelpuncte eines Kreifes auf,eine Chorde fie halbirr, An 


der Parabet iſt ADX<AP=PM?, da AD oder 2 AB 


der Parameter iſt. Es iſt, in dem Kalle ver Figur, . 
AD=AP+PD, md PM=2PQ+PN, daher 
it APqu+APxPD=3PQxPM-+PMXPN. 
An dem Kreiſe it AP<PD=PMXPN; folglid 
ft APqu=2PQxPM=2CBXx<PM. Daraus 
it2aCB:AP=AP:PM. An der Parabel ift 
AP:PM=PM:2AB. Solglihfind 2 CB:AP:PM: 
2 AB continuirlich proportionale. 


Die Conſtruction befriedigt den Verſtand vollkommen. | 


Die Ausübung verlangt ein leichteres Verfahren, das 


ſchärfer ift als die Zeichnung finnlicher Linien feyn fann. 


Diefes ift die Ausziehung der Eubifwurzel aus aab und 
abb, wenn a und b als Zahlgrößen gegeben werben. Da 
diefe den Alten Schwierigkeit machte, ſo waren ihnen geo⸗ 
metrifche Sonftructionen nörhig. Dieſe zogen fie auch wer 


— 


gen ihrer intelleetuellen Vollkommenheit der arithmetiſchen 


Annaͤherung vor. Ma 

Montucla hiftoire des recherches fur la quadsa- 
ture du Cercle — avec une addition concernant les 
problömes de la duplication du cube et.de la trifec- 
tion de Yangle, à Paris 1754. 8. 

Hiftoria problematis de cubi duplicaione five 
‚de inveniendis duabus mediis-continue proportio- 
aalibus inter duas datas, auct. N, Th. Reimer. 
Gottingae 1798. 222 pag. 8. iſt eine mit philologifcher 
Gelehrſamkeit und marhematifchen Einfichten abgefaßte 


Schrift. Die Yuflöfungen ver Alten find darin alle mit 


— 
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| mancherley Ganerfungeh vorgetragen. Von den neuern 
iſt eine kurze Anzeige geſchehen. — 


Demonſtration, ſ. Beweis. 
Denominator- Fractionis, . Rennen, 


_Denominator rationis ift entweder einerley mit 
dem Exponenten eines Verhaͤltniſſes, oder wie Wolf es 
annimmt, der Quotient von der Diviſion des größern 
Gliedes durch das Eleinere, ( Elem. Anal, $. 113.). Als 
fein für allgemeine Rechnungen, in welchen die Quantitäf 
nicht beſtimmt wird, iſt diefe Einfchränfung hinderlich. 


Derivations: Rechnung ift die Methode, eine 
Function einer oder mehrerer veränderlichen Größen fo zu 
entwickeln, daß die Glieder der. entwickelten Function nach 
einem beſtimmten Gefege aus einander 'hergekitet werden, 
Arbogaft,. Mitglied des franzöfifchen National» Sinftis 
tuts, und Profefjor der Mathematik zu Straßburg, hat 
dieſe Methode ineinem befondern Werke vorgetragen, und 
auf verſchiedene ſchwere Ilnterfuchungen angewandt. Der 
Zitel,iff: Du calcul des derivations, park. F. A. 
Arbogaft, a Strasbourg, An. VIII. (1800), 404 pag. 
gr. in — 4. . ich werde aus dieſem Werke bie Derivas 

tions-Rechnung in ihree Anwendung auf den leichteften 
Fall erklären, und einige Erläuterungen hinzufügen. Das 

fcharflinnige und gelehrre Werk verdient von den Jiebhabern 

der höhern Analyfis ganz und mit Fleiß ſtudirt zu werben. 
1. Die Art, wie in einer Reihe von-Grsßen jede be⸗ 

ſtimmt wird, ift in der allgemeinen Eu verfchieden, Ein 
Glied der Reihe Fann eine beftimmte Zunetion der Stelle 
deſſelben feyn. Es kann aber auch nach einem gewiſſen Ges 
fege aus dem vorhergehenden, aus: einigen, ja aus allen 
vorhergehenden Gliedern beſtimmt werden. Diefe Art der 
Verknupfung unter den Gliedern einer Reihe ift eine Des 
rivafion. Die Glieder der entwickelten Potenz eines 
Pinomium (a b)", find ein Beyſpiel einer einfachen 
Derivation. Zwey auf einander folgende Glieder der Po: 

stenz-feyn Pa=2 b" und. vn —— fit 2 0... 
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Q _ III > 7 — , Ein anderes Beyſpiel diefer Art 


bon Derivation geben bie Glieder der Reihe für den Bo⸗— 
gen oder Winkel ® durch den — oder des Sinus 
durch den Winkel. Alle ſueceſſiven Differentiale einer Fun⸗ 
ction, durch die conſtanten Differentiale der Functionalgrö⸗ 
- Be dividirt, geben eine ſolche einfache Derivation. - La 
Grange bat Daher auch diefe Quotiönten derivees genannt, 
und ein neues fehr fruchtbares Syſtem von analytifchen 
Operationen darauf gegründet. Wenn man zu einer Fun 
tion einer veränderlichen Größe das Differential berfelben 
als Factor feßt, dann das Antegral nimmt, mit dieſem 
wieder fo verfährt, und fo immer weiter gehe, fo entſteht 
auch eine Reihe von einfach derivirten Größen. i 
“ 2 Die Derivation kann auch eine zuſammengeſetzte, 
mehr oder weniger verwickelte, ſeyn, wenn ſie nicht bloß 
nach einem gewiſſen Geſetze aus. dem vorhergehenden 
Gliede einer Reihe geſchieht, ſondern dabey noch die Größen 
einer andern Reihe, ja auch mehrerer Reihen, eingeführt 
werden, doch ſo, daß die Verknüpfung derſelben mit den 
einfachen Derivationen nach einem gewiſſen Gefeße ges 
ſchehe, fo viele Glieder der andern Reihe auch genommen 
werden müſſen. Ein Beyſpiel giebt die Potenz; eines 
Polynomium, p=a+bz+c2’+dz’+ ec Es 
ſey Pr =A+BzZ+Cz? + D25 + Ezi+ etc. ſo 
werben die Coefficienten in dieſer Reihe jeder aus allen vors 
hergehenden, und eben fo vielen Coefficienten in der Wurzel 
‚nebft dem gleichftelligen in derfelben nad) einem allgemeinen 
Geſetze hergeleitet, f. combinatoriſche Analyſis (52.). 
Die unabhängigen Werthe dieſer Coefficienten, welche das 
Verfahren in (35.) daſelbſt liefert, werden ebenfalls durch 
Vertauſchung jedes einzelnen Coefficienten a, b, c, d, 
etc. mit dem nächftfolgenden b, c, d, e, etc. und Divi: 
fion mit der Anzahl derfelben in jeder Combination herger 
leitet. Z. Beil 
XAamme Bamt(zbd+c). 

: P&a®r73, zbcDamn b⸗, 
wo A, B, E, D, die Binomiagfcoefficienten in der mten 
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Potenz find. Durch die angegebene Vertauſchung und 


Divifion wird der folgende Eoefficient, 


F=XNar tif DBart(2betacd) 
Caæmos (3 b d 4 3 ber) + Dar”. bs o · Eam-shs, 
Die Derivationen der zweyten Art, oder die zuſam— 
mengeſetzten, find ed, womit fi die Derivutionsrech— 


nung vornämlic, befchäftigr. 


. 


3. Die leichtefte Aufgabe für_die Derivationsrech— 
nung ift die Entwicelung einer unbeftimmten Function ee 
ner zweytheiligen Größe. Dieſe gefchieht mittelſt des 
Taylorſchen Lehrſatzes. Die zwentheilige Größe fey 
“x, wo «eine veränderliche Größe ift, deren Differens 
tial unberänderlich genommen wird, und x eine bon ders 
felben. unabhängige Größe bedeutet. Irgend eine Fun— 
ction von beiden zufammen, werde duch FCa-+x) ber 
zeichnet, fo iſt Ä 





-dFa d’Fa 
F(a+x)=Fse+ u Pa — x! 
| d>Fa *F d+F« 
= 1.2.3.da® 7 Iso FRE Fa res 


Die Differenrialquotienten hängen von der Vefchaffenheit 
ber Junction Fa ab, und werden jeder aus dem borhers 


gehenden allein, auf eine gleichmäßige Art nach ven Ne 


geln der Differentialrechnung hergeleite. Der tehrfag 
macht die Örundlage der Derivarionsrechnung. | 

4 . Es fey x eine aus Potenzen einer andern unbes 
flimmten Größe z mit unveränderlichen Eoefficienten jus 
fammengefegte Reihe, und die entwicelte Kunction, 
F (a -+-x), werde nad) den Potenzen diefer Größe z ges 
ordnet, fo beftehen die Eoefficienten von z theils aus den 
Eoefficienten derfelben z in der Bunctionalgröße, theil aus 
den Differentialquotienten der Function Fa ; aber die Facto⸗ 
ren, welche aus jenen zufammmengefegt werden , find bon 
biefen Quofienfenunabhängig. Die Form jener Zactoren ift 
nicht allein unabhängig von der Relation und der Quan⸗ 
tität der Eoefficienten in der durch x bezeichneten Reihe, 
fondern aud) unabhängig von der Art und Beſchaffenheit 
der Function. | | 


f \ % 
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dfza dFa 
5. Die Differentinlquotienten, I — 
d’F « 


d wu ; etc, ‚bezeichnet Arbogaſt durch DFa, D°Fa, | 


»>Fa, u. f. f. wo der Buchſtab D aus der kleinen Ca⸗ 
‚ pitalfchrift genommen ift, um diefe Operation von der 
Differentiation, und zugleich das Zeichen derfelben von 
dem Symbol D eines Evefficienten zu unterfcheiden. Die 
Hperationen, wodurch die Größen pFa, p*Fa, n3Fa, 
etc. die erite aus Fa, die andern jede aus der nächft 
vorhergehenden hergeleitet werden, nennt er Derivstionen. 
Die Größen felbft werden derivirte genannt. 











6. Diefem nad) ft F(la+-x)=Fa+ >, 
"Fr F +F a 
+ a in urn 


7. Denn Fa=a genommen wird, fit . . 
’ d | 
Da — — 1. Arbogaſt fest da=ı, weil es uns 


veränderlich if, Allein diefes verurfacht einen Anftoß, 
da ein Differential mit feiner endlichen Größe verglichen 
werben fann. 

8. Die a fen a«-+-ßx, fo ift F («+ Bx)= 


D Fa 
Fa + — Bx+ PT Bext + etc. lim 8 mit 
in den-deribiten Größen zu — gebraucht Arbos 
gaſt das — mit einem Punete dahinter, 
folgendermaßen: 
F (a * ß y- Fa — 


D*. Fa | 


1.2 


o3,Fa 
* 1.2.3 TR 


fo daß 2n, Fasenef a,ß* if, 
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9. Eben dieſe Bezeichnung RE Arbogaft auch 
anf eine allgemeinere Art bey der Entwickelung der Sun 
etion, 

Pat Pr r=" +33 ein), un 
fo daß bie entwickelte ne —— Bei 
net wird, 

D.Ga : . n®.6a 

'Ga+ = —— te x — F xp etc 
wo die — Derbalenchen arena: 
aus den Eoefficienten 8, y, ö, etc, und den derivirten von 
Ba bedeuten. Kurz, das Derivationszeichen ohne Punkt 
jeigt eine einfache Derivation, das mit einem Puncte 
verbundene eine zuſammengeſetzte, oder eine Detivation der 
zweyten Art an. 

10. Die Coefficienten in ber entwickelten Reihe zu be⸗ 
ſtimmen giebt Arbogaſt zwey Methoden an, deren erſtere 
er gegen die zweyte zuruͤckſetzt, wiewohl ſie och, über die 
Derivation der Eoefficienten fehr guten Aufſchluß giebt. 
Das Verfahren ift folgendes. 

Don der. Function F(& + Bx) nehme man wieder eine 
Function, deren Beſchaffenheit durch O bezeichnet wird, 
namlid) OFla-+PBx), wie z. B. log. sin w eine folche 
Doppelfunction von dem Winfel w ift-- Es iſt 


Fa 
— OF(a+Bx)=PFa+ * ax 


| ——— 


| ober in Derivations: Ausdruͤcken, 








' 


Fa rt 2, "ar 
PF(a+Bx)=pFa+ x „u se 

— D3,0F«-- | RP — —— 

+ — x 4 etö. 

Da bie Functionalgröße, nämlich F(a-+Pßx), eine 
—* iſt, die in (8.) entwickelt worden, ſo hat man hier 
die Entwickelung einer Funiction einer dieltheiligen Größe 
zu machen, deren Glieder aber von einander abhängig find: 


ae ey | 
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Man fee, um abzufürgen, Faa, fo iſt nach der Ber 
zeichnung in. (9), © —* Ä 





D. a — Ds. a RE TE 
Peer Tau) 


— 


| D. e 20a... 23.0a 
re ee IE 


x? etc; 





Es find nun die Werthe von D.Pa; D°, Ya, ete, burch 


P Oa, psOa, etc. und durch D. a, pe. d, etc. aus zu⸗ 
drucken, oder die zuſammengeſetzten Derivationen auf ein⸗ 
fache zu bringen. oh | 

11. Go wie in (8.) iſt D.Fa=pFfaß, ſo iſt 
bir D. Pa-Ga. D. a. indem die in der Functional— 
größe befindlichen, zu X? und den folgenden Potenzen gez 
börigen Eoefficienten auf den von x in der entwickelten 
Sunction Feinen Einfluß haben, und in Abſicht auf diefen 
als nicht vorhanden zu betrachten find. Allein ben den fols 
‚genden Derivationen fommen die deribirten von D.a, 
nämlid) D°a; 25,a, etc. allerdings nach einander in Rech⸗ 
nung, fo weit als die mit ihnen in Der Sunetion 


Da .:_ — | " 
lat —— x + etc.) verbundenen Potenzen es 


erfordern. Das Verfahren iſt dem ähnlich, welches 
bey der Differentiation eines Producers aus zwey oder meh⸗ 
reren veranderlichen Factoren angewandt wird. Die de⸗ 
rivirte jedes Factors wird in das Product der übrigen Fac⸗ 
toren multiplicier. | 
Die derivirte D°.Oa entſteht durch eine Derivation 





x 


der zwenten Art aus. n.Pa, oder ausmGa.n.a GE 


iſt 2.(D.a)=D°.a, aus der Meihe für Fla+ßx), 


und D.p$a=n*Ga,n.a, eben fo wie aus n, Oabers 
geleiter if p Pa.n.a. Alfo ift | 
-D°.Ga=ppaP°.a-- n°Oa(D,a)%, Ei 
Auf ähnliche Are wird die derivirte D>. Da gefunden. Es 
iſt D.(D°,a)—=Dp%a, und D. (D. a —a2D.a D. a, 
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indem für jeben der’beiden Factoren der derivirte ju fegen 
iſt. Auch iſt o.(DGa)=Dn’Gan.a, Folglich it 
n°®.Pa—npPa.o?, a+ p*Pa. D.a.n°®.d 
+nD’Pax2D,a.p°.a-+-D Pat(D. a) 
'—DpOGa.nd.a-+3Dn*Pa.D.a.n?a | 
+p’Ppa.(D,a)), 
Ferner iſt 
 »4.Ga=D9a.D%a-+ D°Pa(4n.a.n3 — 3(D%.a)*) 
‚+s»’9a. (p: a)”. D*. a-+Dn*Pa.(n.a)%. 
uf. w. | 
12. Die Derivation ber Größen D4.Pa;n3.0a, 
u. f. f. jeder aus der nächft vorhergehenden gefchicht auf 
eine fehr einfache Art. Es werden nur die Derivirten 
D.a, p°.a, p3.a, etc. und DPa, D’Ga, n250a, 
etc. mit den nächftfolgenden vertaufcht; und den leßtern 
wird 2 der Vertauſchung noch D.a als Factor beygefügt, 
| Zur deutlichen Einficht in diefe Herleitungen 
ift es Dienlich die Differentialrechnung, die bey dem gans 
zen Proceß zum Grunde liege, unmittelbar anzuwenden. 
Arbogaft hat diefes nicht für nöthig gehalten, 


Es ift D. a — * — G, jufolge der Form des 


Taylorſchen Lehrſatzes für 7— F(a-++-ßx) in Derivations⸗ 
Ausprüden (10.). Da bier das Differential im Nenner 

nicht das Differential der Functionalgröße ft fo Drucke 
| * ne dpa 

‚man biefe Derivirte fo aus: —— — 6. Dieſe 


iſt nach der angenommenen Bezeichnung, D9a. Da.ß. 


Es iſt naͤmlich 








der Coefficient von x in der Ent⸗ 


da dF 
| wicelung der * G(a-+-x), und Ep oder = = 


in der Entwicelung der Sunstion F(a-+ x), 


g:-* 
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Um »°.9a- zu finden, bemerfe man, daß diefer 
| ge | * 
Ausdruck — —* * iſt, zufolge der Form des 


Taylorſchen Lehrſatzes für OF la 4x). Nun iſt 
de a Ga, , 4290 da 
er. 
— 40a da. d’Ga da , — 
man Ta dar Weide Facts 
ven der Größe, die differentirt wird, find endliche une 
etionen, ohne Differentiale,, daher die Weränverlichkeie 
von da nicht in Betracht fommt, indem der Divifor,-da, 
nur anzeige, daß diefes Differential durch die Divifion 
weggeſchafft fey, Alſo ift a | R 
dGda _ dda da , "dba dat 


2 
Hier äft alt der Eoefficient von x* in der Entwicke⸗ 





we 





dda | 
lung der Funetion P (a-+x), fo wie Fern von x 


in derfelben ift, wenn da als eonftant- betrachtet wird. 
In diefer Rückſicht wird diefer buch DGa, jener durch 


, da 14 
nD! Da bezeichnen, Eben fo find A und jener 


Ber Coeffieient von x, Diefer von x* in der Entwickelung 
von F(a + x), wenn da unverändetlic genommen wird, 
und in diefer Rückſicht werden fie durch DFa und D°Fa 
oder pa und D*a bezeichnet. Es iftnun 
DD’. Pa- ( a .D°a+p°Pa.n a), 
Auf diefe Arc wird auch 03, Ha gefunden, Es ift 
d’Oa PIE | | 
nämlich diefe = * PR’, (ro) Nun iſt 





Aao 
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aan 20 Bee SER LISSLLE 


a a A 7, Aa de # 
Or geoa Ba, dOa 2da de a Ä 


da: de® Tr, da®. " da 


dePad4 
er Fr - Fr durch Differentiation des zleich vor 


| | z Be 
her RER Werthes von * Wegen — 


d 2 
if Baffele zu bemerken, was ‚vorher wegen 22 erin⸗ 


dpa 
— iſt; es.iftaus ——— ru, ‚einer — Function von 


a, bie, feine Differentiale enthält, enrftanden, und das 
Differential da ift aus dem Differential biefer ‚Sunetion 
weggeſchafft. Wir Haben nun 

d30a dga da sd Ga da.da 





das da des !. da des 
a ‚.. d0a da 

den ou 6 4 — — 
DT gas das 


And daher 
u. 3508, Pa=(oPa. pD3a-F3D°Qa.na. p'a 
+2°9a.023) 8). 

Wenn man in dieſen Formeln Da.8 mit D. a; 
p°a.ß® mit D?.a; D3a.ß} mit D3.a vertauſcht, fo er⸗ 
hält man die vorher durch Derivation gefundenen — 
14. un ſoll die Function 


Parbıt zw + 
in eine Reihe * — | 
E J 
A+Bx+ nr LT 
verwandelt werden, | 





3 
2.9, * ++ etc.) | 


— 
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Die Werte von B, C, D, E, etc. laſſen ſich aus 
ben vorher für D.Qa; D°.da; D’.da; etc. gefundes 
nen herleiten. Denn wenn b=»2.a; c—=n*a 
d po.a u. ſ. f. iſt, ſo iſt, da Am: pa sl, ans en). 

B=»0a,b | 

cC=1,ha.c+Mga.b — 

D—»6a.d+1°0a.3bc-+03Ba. bs. 
EZzoPa,e-+n’pa(gbd+gc‘) 
2304. sb c-+nrGa. b# 

net.” 

Nun kommt es, le ber Benerkäng it (4.), niche 
auf die beſtimmte Quantität und Pelation der Eoefficiens 

en von x in der zu enfwickelnden Kunction an, fondern die 
Kor der Eoefficienten in ber entwickelten Function bleibe, 
wie auch jene fich verhalten mögen. Alſo gilt die gefunde⸗ 
he Entwickelung allgemein, wie auch die gegebene Funs 
<tion befchaffen feyn mag, 
15. Man fü ehr nun ‚ wie auch in biefer allgemeinen 
Form die Größen B, C, D, E, etc. die erſte aus A oder 
Da, bie andern jede aus ber vorhergehenden entſtehen. 
Sie find wie Derivirre zu betrachten, jede in Abſicht auf 
die vorhergehende, indem b, c, 4, e, etc. auch als ſolche 
angeſehen werden. 
Bey ben. fucceffiven ser bon Ha wird jedes⸗ 
mahl der Factor b > äugefeßr. So fommt für O a die 
derivirte p Ga.b; für pꝰ Oa eben ſo pꝰ Ga. b, u. fu 

16. Man habe nun die Function 

Gla+ßx+yx+ öx’->ext-Fetc.) 
in eine Reihe von der Sorm . 

A+BX+CX + DNS +Ext-r etc. 
zu verwandeln, ſo iſt, wenn bie gehörigen Subſtitutionen 
in in (24. ) gemacht werden, 


\ 
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were 
B=o9a.ß ö 
>» C=vpa.y + Pe. 2; 
D°O« | 3 
—=nPa.ö + I: ‚2ßyY+ 6 
‚n® 
„.Ez=Peet —— (260 
2204 —W 
J 1:2.3 6274 — 
uff. 


17. Diefe Werthe der Eoefficienren treffen mit denen 
in dem Artikel, combinatorifche Analyfis (43.) überein, 
wenn die gehörigen Bertaufhungen der Buchftabenzeichen 
gemacht werden. Für die Derivationen Pa, po’ Pa, 
030.«, etc. fommen dort a, 28, 6y, etc. Hier ift 
nun auch der Grund der Bemerkung gefunden, die-dafelbft 
(:46.) über die Detivation der ſchon gefundenen Formen 
der Coefficienten gemacht ward. een. 
18. Arbogaft finder die Coefficienten B, C, D, etc, 
hoch auf eine zweyte Are durch fucceffive Entwicelung 
der Derivirten, die entftehen, „wenn die ganze Reihe, 
Bxtyx!+öx3+ etc. als der zweyte Theil eines Yi« 
nomium betrachtet wird. Die zu. entwicelnde une 
ttion ift | 
Ola +Bx+yx ix text + etc.) 
Manfhe J 
»—ß+yxFixtt+sxX+t etc. 
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fo ift, nad) bem Taylorſchen Sehrfage; | 
Gla+rs)=Parnpa.rx +. nix® 
. 4 IT. m3 x + etc. (1.). 


Hier wird die Funetionalgröße als ein Binomium behan⸗ 
delt. Betrachtet man fie ald eine polynomifche, fo if, 
nach der Bezeichnung in (9.), Die entwickelte Function 


& 


D.Pa .»°.0« 3,0% Ä 
Gt ta 
| | etc. (II.) 


Subſtituirt man in jener erftern Reihe für die Potenzen, 
pon mx ihre entwickelten. Werthe, fo. erhält man. die - 
Werthe der Coefficienten in der zweyten Reihe. Anftart 

. die Potenzen von mx nad), dem polynomiſchen Lehrfage zu 
entwickeln, behandelt Arbogaſt fie mie Functionen einer pos 
Innomifchen Größe, welchen er die Form in (9.) giebt. 











Es ift namlich 
D. F D3. n 
— xt — ĩ = — 
— —— 
=ß+ —— xy De etc,’ 
etc. etc. - - | 


Ben der. Subſtitution dieſer Reihen in (J.) nehme 
man die Glieder, welche dieſelbe Potenz von x enthalten, 
zufammen, fo werden dadurch die Eoefficienten in (II.) 
erhalten, Es ift nämlich on 


- 
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D. Da =npe. B- Ei 
2.9 BD. Ana D'ßa ., 
1.2 —— — Ye 
.D’.d« — B.. »9a D Ar 
1.2. Pu. arte 7 
DRO 
ur. 
+ 
»5.0e 23.ß D!Oa _Dn®Pp® 
oda. — | f 
4:4 1.2.3 1-2 I.2 
2’0a D.B oD4+0a 
1.2.3 ı T — Br 
‚Ba »4,B Da D.ß 
a Fer em dir, 
| ı,,.D50a . 
Fr 1..5 * 
eto. ‚etc. | 


19. Lim die Derivationen von 6 und deren Porenzen. 
gu machen, betrachte man Bald das erite Glied des Poly: 
nomium SH yx+öx’-+ex’+ etc, und fege dem zu 
folge in den jegt gefundenen Formeln PB für Pa, und y 
für 8. Dun it OB eine Potenz von 8 oder ß ſelbſt. Es 
fen PR+B", fo iffp9ß—=npr;DO9B= 
N.n—1. — EUER n—1I. n— 2. Pr; 
u. ſ. f. | 

Dadurch. ift für 34, und n=1,; — 
und alle folgenden Derivirten von OP find —o,:f0 daß 


ß nD®, .D3.B 'D®, 74 
D. = 1,93 1.2 * 1. 2.4; 1123 _— I. 7 


| 1:2 
ns.ß D3.Y \ + 
— — — 


4 24 u 1.2.3 — uf f. 


Ferner nehme man © ſo iſt 04 263 


nm PA 2.1; irrt KR dadurch ift aus ben 
Sormeln in (18 





' 
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'D.ß =3ßy ' N 











»*®, 5° w * 2 
oma. D.y + — — 
—* TE GE Sr Fon 
u trete —— .PD— 
1.2.3 Au * 1.2 * 
..pt.pß*® DI.y 2.07. Dry ; 
1.4 2 x I.2.3 1.2 1.2 3 
etc. etc. A J 


Dann nehme man Gm=ß, fo iſt D —E—— 
neo 2ß; DIPAT3.2.1:PB}] und dadurch 








—36 
D ei — 2 3.2.B — | Er 
1.2 ———— * 1.2 = ER  ; 
m "De. B3aB ii 
— 22 we 
u La * * DU j 
2 — es | 
— iD - E 
= — — a Ba 
| Noch. — man OB—B*, f fr Kr 
Dur re DHOB==A. 3.2.2, und 
D.ß+ N . - 
n*®, ß* 2:.3#° . 
—— 3 — © 
1.2 = 49.» + 1.2: 1 | 
‚D. Br D°.y , 4.3B® . 
3 
1.2.3 = aß'. — 1. a N Et 
| . 4:3- a 
— — 
as | 
D+.BH. D’I.y , 4.3  D»®’.y® 
— 2 — 3 — — — — — 
7*44 7 1.3 "' 8 


4. 2. 26 3 4 
* 1.2.3 ·D +4 = +Y 


et, etc. 
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Auf ähnliche Art werben die Derivationen von ben fol- 
genden Porenzen gefunben.- | 

20. Ben den Derivationen von y und deren Potens 
gen betrachte man y als erites Glied des Polynomium 
ytöx+exstetc Folglich bat man nur in den jegt 
aba Sormeln y für 8, und ö für y zu fegen. Auf 

aßnliche Art werden bataus die Derivationen von © und 
deren Potemen gemacht, hieraus die von— weh 
Es ift alfo 
2? . 6 ‚».B — 


KD. B=17,7 Te 
24, ß 


ger‘ . == 6; etc, \ 


⁊ 
U. >= 2 By; Sm 


23, ß° 
Zahn = mutter 
etc, | 


u DB nz — 


»3,B? ; 
520 38. — 
94.6 
—— — ICE LU RT 


I. ıv — NL: 5 
. Dıß may Tg muß d4686 


| = Z4B + — — — — — 


| TRIER. —R 


Ne 


21. Man bezeichne bie aus 6(44 Bx+ HB: 
Bu u} En etc.) ‚entwickelte un durch A+ 
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+ 0% + Dxv + Extıh ete. ſo daß Be n:Ha; 





De. Oa  . ».Da 
ae u Pace 1.2.5 uff & iſt 


nun, wenn in den Werthen ber Coefficienten (18.) die ent⸗ 
wielten Werthe (2 9.) gefeßt werden, 


..A=09a 
4 B=oPa.Pp 
| — SIE» 


2D30a 

1,3; + 3° 

— 4 FI GB) | 
Do: 


Cru herr dt 





D=29e.5+ u De . BF | 


=2934 nt 


— a BIS HT, = — 


F Ds O a 
ae 
u. ſ. f. eben fo, wie in (16.) gefunden iſt. 

22. Diefes Verfahren ift weit Fürzer als dns von 
Arbogaft gebrauchte Er entwickelt eine Derivirte 
von B* erftlih- zu Derivirfen von y und deren Po: 
tenzen, diefe wieder zu Derivirten von 5 u. ſ. f., bis Feine 
Derivationen mehr übrig bleiben. Hier findet er ben 
der Begleigung | ber letzten Entwicelungen von . 

5,ß4 | 
—— und — das Geſetz der Formation, welches 
in dem Artikel, — Analyfis (45.) angemerft 
und auch) bewiefen if. Der Beweis, den X. giebt, iſt vers 
wickelt. Hernach zeigt er ein leichtere Verfahren, die 

* —* .ß? »’2 ß 3 
Derivirten, wie z. B. d. 663 — 75 zeuff | 





' 
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jede aus den vorhergehenden hergeleitet werden können 
Der Weg dazu iſt etwas lang, und das Verfahren ſelbſt 
beruht auf einer Induction. | | 
23. Bequemer und natürlicher ift es,. die unbeftimmte 
Potenz eines Polynpmium durch die Combinationslehre zu 
finden, und die Formel für diefelbe zu den Gubftiturionen 

bey den Potenzen-von  (18.) anzuwenden, wie es in dem 
Artifel, combinatorifche Analyfis ( 43.) , gefchehen ift. 
Arbogaft hat ein durchgängig gleichformiges Verfahren be- 
obachten wollen, und hat deswegen auch den polynomifchen 
Lehrſatz nad) feiner Methode behandel. 

22. Diefer Analyſt läßt zwar der Hindenburgifcien 
Combinations⸗Rechnung Gerechtigkeit wiederfahren, allein 
er giebt doch feiner Diethode in Abſicht auf.die Principien, 
die Rechnungsweiſe und die Bezeichnung den Vorzug. _ 

‚ Die Prineipien der Derivations⸗Rechnung feyn mehr 
befaſſend, da fie mit der allgemeinen Theorie der Functionen 
verknüpft ift, und einen Zweig derfelben ausmacht. 

Das vonähm angewandte Verfahren bey. det Entwicke⸗ 
Jung der Sunctionen fey leichter, auch mehr analytifch, als 
das combinatoriſche. Mach vem legtern würden die von 

ihm fo genanntch Polnnomialgrößen (die aus ß, 1, 6, & 
etc. zufammengefeßten) jtückweife gefunden, zuerſt die Li⸗ 
teralproducte, dann die numerifchen Factoren. "Hingegen 
‚gebe fein Verfahren die volftändigen Zerminos der Ent⸗ 
wickelungen durch eine zuſammenhangende Rechnung, Li⸗ 
teralgrößen mie den numeriſchen Eoefficienten zugleich, und 
die Polynominigrößen eine von der andern hergeleiter, ganz 
reducirt (durch 6, y, ö, &, etc, Dargeftellt), ſo daß es fait 
nichts als die Mühe des Schreibens erfordere;. man babe 
weder zum voraus berechneter Combinationstafeln, noch 
Andeter, gleichjam mechanifcher Hülfgmitrel, duch Vers 
sheilung in Fächer, nöthig, um die Polynomialgrößen zu 
berechnen. a 

25. Inzwiſchen ift zu bemerken, daß die Derivations⸗ 
Rechnung ihren Weg durch die Differential s Nechnung 
nimmf,. oder doch der Merhoden diefer Rechnung benörhige - 
if, um die Derivationen der Funetion P a bequem zu 
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finden. Die Derivations, Größen find nichts anders als’ 
Differential: Duotienten, Es möchten daher die Gränzen' 
der beiden Haupttheile der Analyfis mit einander wermifche 
werden, ober wenigftens bliebe in einem Syſtem, wo die 
Derivationd-Mechnung vor der Differentialrechnung vor⸗ 
an gienge, das Verfahren der fucceffiven Derivationen et⸗ 
was dunfel. Hingegen ift die Combinations⸗Rechnung 

in ihren Anfängen fehr einfach, fo wie in der Ausübung 
leicht, und ſtellt fich gleich bey dem Eingange in die Ange 
Infis als eine ganz unabhängige Methode dar. Sie dient 
ols fruchtbares Hülfsmittel bey allen Operationen des 

- Multiplieirend und des Zerlegens in gleiche oder uns 
gleiche Factoren; und eben daher, weil fie alle Vorar⸗ 
beiten liefert, Fann fie zur Entwickelung der Functionen, 
mit Zuziehung des Taylorſchen Jehrfages, fehr bequem ges 
braucht werden. Daß die diteralproduete der Größen und' 
die numerifchen Eoefficienten abgefondert von einander ges 
fünden werden, ift nicht als ein LImfchweif anzufehen; es 
find ganz verfchiedene Operationen.’ Die Literalproducte 
find die verfchiedenen Gattungen der Combinationen, die 
in einem Factor zufammen genommen werben, Die numes 
riſchen Eoeffirienten zeigen die möglichen Verſetzungen ber 
Elemente in den Eombinationen an, und beide zufammen 
geben ‘alle Variationen der: Verbindungen. der Elemente. 
Es iſt daher erwas fehr mwefentliches, den Lirfprung der nur 
merifchen Eoefficienten, als Verſetzungszahlen, zu kennen, 
welches die Derivations : Nechnung nicht erfahren Tape. In 
der That ift ed bequemer, zuerſt die Combinationen zu bil⸗ 
den, und dann die Verfegungszahlen benzufügen, als wenn 
‚man, um beides zugleich zu thun, die Aufmerkſamkeit thei⸗— 
len muß. : Allein die combinatorifche Rechnung ann, eben 
fo gut wie die Derivations⸗Rechnung, das Gefeß ange: 
ben, nach welchem. die Combinationen der Eoeffieienten 
‚aus der Runctionalgröße und ihre numerifchen Begleiter 
in der entwickelten Function folgweife aus einem Eoeffis 
cienten in den andern hergeleitet werden, wie es in der com 
binat. Analyfis (45.) gefchehen it. Zugleich fieht man den 
Urſprung ſowohl der Combinationen als igrer numeriichen 


\ 
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Begleiter durch fie deutlich ein. Wennübrigens die Com⸗ 
binationslehre bey ihrer Anwendung auf die Analyfis nicht 
felten zum voraus berechnete Combinationstafeln aufſtellt, 
auch wohl die Größen zumeilen in Rächer verteilt, fo ge 
ſchieht das Feinesweges Deswegen, als ob die combinatoti: 
fhe Methode ſolche gleichſam mechanifhe Hülfsmittel 
nicht entbehren Fönnte. Die combinatorıfche Entwick: 
lung und Darftellung der Größen ift immer leicht, und kann 
gleich da vorgenommeh werden, wo man fie braucht. Vor⸗ 
gearbeitere Tafeln haben die Bequemlichkeit anderer Tafeln, 
und find aud) zur Bergleichung brauchbar; bie Bertheilung 
in, Sacher dient dazu, den Zufammenhang mehrerer 
Groͤſſen untereinander anfchaulich darzuftellen und 
nachzuweiſen. 
26. Arbogaſt wendet die Derivationsrechnung auf 
verſchiedene ſchwierige analytiſche Entwickelungen an. 
Er. zeige, wie Producte von mehrern Polynomien und 
- Bunctionen eines Polynomium gemacht, und wie Funcrio⸗ 
‚nen bon zwey Ober mehrern einfachen Polynomien entwif: 
Belt werden. Er erweitert feine Merhode auf Functionen 
zweyer oder mehrerer veränderlichen Größen, und macht 
die Anwendung davon theils auf die rücklaufenden Reihen, 
forohl einfache, als gedoppelte oder dreyfache, theils auf 
bie allgemeine Umkehrung der Reihen. letzt zeigt er ih · 
ren Gebrauch in der Differential⸗ und Integralrechnung. 
Mod) fuügt er nützliche Anwendungen derſelben bey, die ſich 
bey den Reihen mit Sinus oder Coſinus von Winkeln in 
arichmetifcher Progreffion, bey Producten von Factoren 
in einer folchen Fortfchreitung, und in der Differenzens 
Rechnung machen laffen. | 
. 27. Eine der Derivations:Pechnung ähnliche Mies 
thode hat fchon von Segnerin den Elementis Anal. 
Infin. P I. $. 543. angewandt, ein Polynomium auf 
Serne unbeftimmte Potenz zu erheben. Sie verdient hiew 
mitgetheilt zu werden, aber auf eine deutlichere, kürzere 
und allgemeinere Art, als fie daſelbſt vorgetragen ift. 
28. Es ſey Z=a+ßztyz2 + Zelt + etc. 
wo a, 6, % 6, & ets. unabhängige Größen find, Es 
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ſoil irgend eine Function von Zdurch die gleichnahmige Fun⸗ 
etion von a, und durch die gegebenen Größen, nad) Po: . 
fenzen von zZ geordnet, ausgedruckt werben, 

Zu dem Ende fehe man z als die endliche Veraͤndet⸗ 
ung Ax einer beränderlichen xan, und a als eine Function 
von x. Den andern Größen, 6, y, ö, &, etc, gebe 


Ä d 
man man abhängige Werte, nämlich B= — J 
ze adx 3 =, — — —— * — 
uf. fe Alſo iſt Z eine — ytAy bon x+4x, y 


wenn y die gleichnamige von x iſt. 
Nun ift nach dem — Sehrfaße 





d? 
yHaySy+ . ax- TE: Ax⸗ 
dy d+y 


day ⸗y 
Ta — A4xs47 Ar. 6x + etc. 


Dadurch ift y=a, und bie PR Heiße ift mit der 
Reihe für Z diefelbe, wenn Ax—z genommen wird, bey 
der für jegt eingeſchränktern Bedeutung von ß, y, Ö, etc. . 
Es ſey nun P(y-+Ay) irgend eine zu entwicfelnde 
Function von y+Ay. Man fege 
Plytay)=AtBast CAx’+DaAx? 
+ EAt-teete; 
wo A, B, C, D, etc. Functionen von x find. Da 
Gcy+Ay)= —* Py, fo kommt anſtatt y in 
der obigen Formel hier Py, und anftare Ay dafelbft hier 


dA dB 
A.Py, folglich HA=Py; B= TT ;c= 


24x’ 
dc ‚dD 
2 — 7 5 dr —— U. ſ. f. 


_dda 


Days, fo iſt A=Pa, und B——— oder 


da da — _dda_ | 
decke Tr 7 A Kudar da —— 8—. 


150 eReimetjend send 


Di ee eine endliche Größe iſt, f iſt * 
" dda _ da dpa 





j A und e iſt 4B— — db 
l. 42 & . 
— en . Bm: nn Ban 
ao — in 
ar: 2. a, 
Hierais iſt 
404 
a0* — 414 EFen (räa+nan). 
| | = 
Euler: 77 zul. (0 .£ 
ib baburd Be | 
| 40⸗ a 
— ö 2da a8. rei 
—— a⸗ — 


| Das Differentiaf dD giebt nach den gehörigen Sit 
' tionen, durch 4x er ! 
22 — LAZ 

s= Tr. ir ade (@Bs+ 5 

| | _a6a i do ' 
Br le Tale 
ui -..- 
WBeräandert man die Funttion «a bon x auf irgend eine 
Art, fo befommien 6, d, &, etc, andere Werthe, ohne daß 
Die Art ber Zufammenfeßuing der mit den: Differential⸗ 
Duotienten verbundenen Factoren fich ändert. Die Bes 
ſchaffenheit der Function Par beftimme nur die Form der 
Differentialquotienten, nicht die Form der. fie begleitenden 
Sactoren, Daher bleibt * der Eurwielun der Fun⸗ 


+“. 


‘ 
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etion, Pla+B2 4 YRidz? etc.) die Form ber - 
Eoefficienten von z diefelbe, welche hier gefunden ift, wenn 
‚gleich die Coefficienten 2,7, ö, etc. ‘ganz unabhängig von 
‚einander ſind. Auch braucht & nicht mehr als eine. Zune 
«tion von x betrachtet zu werden, und z nicht als die Vers 
Anderung von x, Die Größe a fann eine abfolute verän- 
derliche Größe ‚ oder eine Function von einer veränderlichen 
feyn, und. z ift irgend eine willführliche, unabhängige 
28. Zur Vergleichung der Derivations s Rechnung 
mit der. combinatorifchen Methode, und zugleich zur deut: ° 
lihern Einſicht in jene dient vortrefflich eine afademifche 
Schrift. von Prof. Hindenburg: Functionum polyno- 
miorum evolutionem per [eries, adhibito calculo 
derivationum nuperrime invento, ad [ubftitutiones 
in [ubftitutiones operofas deducere, et in combina- 
torias tandem, quibus nullo modo carere poteft, 
operationes et involutiones facillimas  definere. 
Lipfiae'ıgor. ch würde die befcheidene Unpartheylich⸗ 
keit des Verfaſſers rühmen, wenn man fie nicht bey einem 
ſolchen Gelehrten, wie. derfelbe if, vorausfegen müßte, 
Eine ausführlichere Wergleichung ;beider Methoden ift in 
einer. Sammlung hierher gehöriger Abhandlungen: anzus 
treffen: Über combinatorische Analysis und Deri- 
vationscalcul. _ Einige Fragmente, gesammelt und 
zum Druck befördert von Carl Friedrich Hinden- 
‚burg. Leipzig, bey Schwikkert, 1803. Die erftern 
franzoͤſiſch gefchriebenen Auffäge, darin:: Caracteriftique 
combinatoire; Developpement general aux fom 
ctions arbitraires; Polynome combinatoire, find 
von Profeſſor Bürmann, und haben vie Abſicht, Auslaͤn⸗ 
dern die combinatorifche Analyfis befannter zu machen und 
zu empfehlen. Die legte Abhandlung vom Profeffor 
Hindenburg: Derivationscalculund combinatorische 
Analyfis in Beziehung auf einander, dient jur näher 
und ausführlichen Wergleihung beider Merhoben gegen 
einanderxß. SE DE ER: 
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2 Diacaufica 

Determinirt, ſ. Beftimme, 

Diacauſtica iſt die Brennlinie durch Brechung, 
das iſt, die Linie, auf welcher die Durchſchnittspuncte 
je zweyer nãchſten, nad Art der Lichtſtrahlen von 
einer Linie gebrochenen, geraden Linien liegen, wenn biefe, 
wie die zugehörigen auffallenden Linien in ſtetiger Folge 
genommen werden. Ober, fie ift die Linie, ode 
allen folchergeftalt gebrochenen geraden berührt —— 

t. Es iſt CMNO (Fig. 113.) die brechende Linie. 

An * find von einem gegebenen Punete Adie Linien AM, 
AN gezogen, welche nach MS, NS gebrochen werden, 
wodurch fie ſich in S ſchneiden. Die Normalen in M und 
N find MR, NR, deren Durchſchnittspunct Rift. 
Alle Linien liegen.in ‘einer Ebene. Es foll die Gränze ges 
Funden werben, welcher fich der Abftand MS des Durch⸗ 
ſchnittspunctes S von M immer mehr nähert, je näher die 
Puncte M, N einarider liegen. 

Zu dieſem Ende müſſen die Unterſchiede der auffallen 
den Strahlen AM, AN, der gebrochenen SM, SN, 
der Bogen CM, CN, und die. Linterfchiede der Winfel 
jener Linien mir ihren zugehörigen Normalen als Differen- 
tiale behandelt werden, da ihre Quadrate und höhere Po: 
tenzen nicht mit in Rechnung gezogen werben Fönnen, ohne 
der Borausfesung, daß eine Gränze gefunden werden foll, 
zu widerſprechen. 

2. Es ſey AM=z, SM=u, der Winkel der 
Normale MR mit Ma, der Verlängerung ton AM, 
oder der Einfallswinkel RMa— 9; der Brechungswin⸗ 
#lRMS—w. Der Bogen CM fey —s, der Halbmef 
fer. der Krümmung in M=r. Das Brechungsvergälts 
niß fym:n, fodaßmin=sin G:sinw. 

2 Die tinie NR fohneidte MainP. Gi 
RPa=RMa+-MRN,unnAPN=RNb--MAN. 
Daher iſt jene Summe dieſem Unterſchiede gleich, und 
. daraus ift 

MRN--MAN=RNb—RMa. 
Die Linie NR fchneide MS inQ, fo iſt der Bintel 
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ROS=RMS-+-MRN, und us=RNS--MSN, 


alfo ift 
| MRN—MSN=RNS-—RM3, 

4. Man befchreibemit AM als Halbmeffer den Kreis: 
bogen Mm innerhalb des Winkels MAN, und mitSN 
den Kreisbogen N innerhalb des Winkels MSN. Der 

Winkel NMm iſt —RMa, weil beive mit NMa einen 
Rechten ausmachen, und der W. N Mn=00°—RMS. 
5. Weil die Lnterfchiede der Bogen MN, Mm, 

Nn, bon der geraden Linie bier nicht in Betrachtung foms 

men fönnen, fo ift Mm=MN, cofRMa; — 


MN.co[RMS. Ferner ift ver W. MAN = - — 


N 
— os. zul. ‚MSN= n __ .98.colw 


SM u 
| — SR 
Auch iſt MAIN=——. Es if nämlih MR Sie 


Graͤnze der Santa zweyer Normalen, fo wie 
MS ber Durchfchnittsmweite zweyer zurückgeworfenen 
Strahlen; daher ift für MR der Halbmeffer der Krüms« 
mung in M zu fegen. Die Duotienten bedeuten Kreis: 
bogen für den Halbmeffer gleich der Einheit. Nun ift 


O 0s.co[® 
, 3 8.00 — 
| I. * — — *56. 
.cof 
n. re 


6, UNTEREN fo ift m cola. Ow 
—ncolY, dp, und 


9 — — w 
u Pr cofo " 
7. Aus den ———— I. IL wird noch ein Werth 
des Quotienten — erhalten, Dieſer giebt mit dem in 
III. die — * 





Si 


754 | Diacaufica, 
uz+4rüucof® __ meolw 
uz—rzcol» .ncol® 

Hieraus wird erhalten | 

| mrzcofw* 

— ———— —— — —— — nn. 

mzcolwv—nzcofP—nrco[f? 


Setzt man in dieſem Werthe für m und n ihre proportio: 
nalen sin © und sin w, fo wird 

rzsınd, colw? 
zsin(P—w)—rsinw.co[Q? 


8. Wenn Pudw—ofind, Dt  . . ». 
mrz 
a er ee . Den Bereinigungspunet auf 
dem fenfrecht einfallenden, ungebrochenen Strahle nehme 
man zum Anfangspuncte der Brennlinie. 
9. Wenn m:n=P:w gefegt wird, fit . » + 
Su n _ mrz coſ | 
00 m’ und Daraus "= (m-n)z-nrcolp‘ 


Diefe Formel ift in der Dioptrik nüglich, wo bey ben fin: 
fengläfern Eleine Einfalls: und Brechungswinkel vorkom⸗ 
men, die man nicht als verſchwindend anſehen, nur als ih⸗ 

ren Sinus proportional annehmen darf. Die !änge u iſt 
nun nicht auf dem ungebrochenen Strahle, fondern auf 
dem gebrochnen zu nehmen, _ 

10, Für eine gegebene krumme Linie ift die Gleichung zwi⸗ 
fhen AM und dem Winfel derfelben mit einer Anfangslinie 
AB gegeben, dadurch ver Winfelder AM mit der inM 
berübrenden, alſo ver Winfel mit der Mormale (hier 9); _ 
ferner der Halbmefjer der Krümmung, und durch das 

 Brechungsverhältniß der Sinus von w. Soolchergeſtalt 
laßt fich die Lage ver gebrochnen Linie MS, und durd) die 
für u gefundene Formel die Jange Von MS beftimmen, 
im Allgemeinen aber iftes fehr mühſam, aus der Gleichung 
für die brechende Linie die Gleichung für ihre Diacauſtica 
au finden. Ä 

11. Kür den Kreis ift r eine gegebene Größe. Für 
eine gerade Linie iſt unendlich groß, Daher iſt für die 


u 


u 
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Diacauſtica d J Be 
iacauſtica ber legten u — 2 Die 
Brennlinie liegt auf derſelben Seite mit dem ſtrahlen⸗ 
den Puncte. | | se, 
212, Wenn die Strahlen oder Linien parallel unter fi 
auffallen, fo ift z unendlich groß, aljo | 
0... mrcofw*® 
— mcoſo ⸗ncoro 
18. Iſt m=—n, fo verwandelt ſich die Diacauffica 
in die Catacauſtica. Für dieſe if, m——n, ud; , 
v DZ09 gejegt, u Ä | 
| j F#zcold ı 
FESTE 
In dem Artikel, Catacauſtica (13. ©. 411), iſt 
rzcoſ ER 2 I 
—7557 gefunden. Daſelbſt Tiegen die 
Püncte R und S auf derſelben Geite der jurüchwerfenden 
Linie mit dem ffrahlenden Puncte; hier würden fie auf der 
andern Geite, als wo diefer liegt, fich befinden; Daher 
find hier u und r den u und r in jenem Artikel entgegenz 
geſetzt. Ubrigens ift w daſelbſt was hier © ift. | Ä 
14. Die Diacauftica wird von der gebrochnen berührf, 
Denn wenn man die Puncte der Brechung in endlichen 
Abftänden von einander nimmt, fo wird durch die ſucceſſt⸗ 
ven Durchfchnitte der gebrochenen Linien eine.geradlinichte 
bielfeitige Figur gebildet, indem auf jede gebrochene zwey 
Durhfchnittspuncte fallen. Je näher die Puncte der 
Berührung fi) Fommen, deſto Fleiner werden Die Seiten 
des Polngons, und bey einer fterigen Folge der Brech— 
ungspuncte ift jede Geite in Die Lage eines Elements der 
Brennlinie gerückt, das ift in die age einer berüßrenden, 
15. Die Diacauftica ift-reetificabel, wenn die brechen⸗ 
be eine geometrifche Linie ift. Denn es fen BST (Fig; 
113.) ein Bogen der Diacauſtica zu der brechenden ; , 
CMNO, und CB die berührende in B, welche mit AC 
in gerader Zinie hege, wenn namlih AG fenfreche auf die _ 


N 


u — 


u — 
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brechende ift. Man ftelle fihb BC als einen gefpannten 
Baden vor, der in B die Diacauftica berührt, und ſucceſſw 
an BST angelegt wird. Während diefer Bewegung wird 
der Faden an dem Ende bey C allmählig verfürzt, und diefe 
Verkuͤrzung ift für jede unendlich Fleine Veränderung der 
tage das Differential— Su. Für unendlich Fleine Ver: 
änderungen ift Nm—NM. sinNMm==NM.sin RMa; 
und Mn=MN.co!NMn=MN.sınRMS, das 
it 2—9s.inG, und —du=ds.sinw. Daher 
it &2:—du==m:n, und die momentane Berfürzung 


nöz — ——— | 
fm. Die Summe aller Berlängerungen ber 


auffoflenden Strahlen ift AM—AC; alfo die Summe 
aller Verfürjungen der gebrochnen Strahlen an der Geite 


der hrechenden Linie iſt = „(AM—AC ): Folglich iſt 
—— SM+ — — (AM— AC), alfo ver Bo: 


gen BS=BC—SM——- (AM—A0). 


16. Für die krumme Linie CMD, (Fig. 114), 
welche alle von A auffallenden Strahlen in en einzigen 


Punet B durch die Brechung vereinigt, it. — AM. 


-++BM=Conft. Denn für diefe wird der — BS 
ver Brennlinie in IE 113.=0o, und SM dafelbjt hier 


BM; folglich ift — (AM—AC)=BC—BM, 


‚ober mAM+BM=—-ACHBE. Der 


zweyte Theil dieſer Gleichung iſt eine gegebene Größe. Iſt 
C auf der geraden AB, fo geht der Strahl AC unge: 
brochen durch, und ift fenfrecht auf die krumme Linie. Die 


AB verlängert ſchneide fie in D, fo ift — AD+BD 


— 
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a Rn =, 
= —AC+HBC. Es ift hier nur die eine Hälfte der 
Linie gezeichnet. Be Ä a 
Bon C bis an den Punct E, wo die krumme Linie von 
einer aus A gezogenen Linie AE berührt wird, fallen die 
von A ausgehenden Strahlen auf die convere Seite der 
Linie. Jenſeits jenes Punctes E fallen fie auf die concave 
Seite, und hier fliegen die auffallenden und Die gebrochenen 
auf derfelben Seite der berüihrenden. Wenn diefes gleich 


im ‚phnfifchen Sinne Feine Brechung heißen kann, fo mag 
man fie doc) als eine geometrifche anfehen,. Der Winfel, 


deſſen Sinus = — sin © ift, kann fo que ſtumpf als 


ſpitz ſeyn. Don C bis an den Berührungspunct E ift dies 
fer Winfel fpig, von E bis D ift er ftumpf. Man mag 
es auch als eine Zurückwerfung betrachten, nur daß die 
Winkel des auffallenden und jurückgehenden Strahls nicht 
- gleich groß find. | 

17. Diefe krumme $inie-ift von Descartes zuerſt bes 
trachtet worden. Geometriae L. II. pag. 42. et 50 ſeqꝗ. 
edit. Amftel, Er uennt fie eine Ellipfe der zweyten Gattung, 
und giebt noch die Eonftruction von drey andern Eurven diefer 
Art, die er Ovalen nennt. Füralleiftm in sin P:sinw. 
Die abgelenkte Linie kann viererley Lagen um den Brech⸗ 
ungspunct bey der geometriſchen Behandlung haben, Das 
ber entſtehen die vier Ovalen. Descartes giebt die Art, 
mie er auf fie gefommen ift, nicht an, fondern zeige aus 
‚andern Örlinden, daß fie die von einem Puncte auffallen 
den Linien nuu, einem gegebenen hinlenfen. Er wollte fie 
in der praftifchen Optik anwenden, zu Linfengläfern ohne 
Zerftreuung der Strahlen. Allein esift theils nicht möglich, 
durchs Schleifen die gehörige Krümmung genau zu erhalz 
ten, theils aber wird die Farbenzerftreuung durch Feine Art 
der Krümmung gehoben. ©. Dvalen des Descartes. 

18. Huygens iff zwar ber erfte, der Die Diacauſtica 
betrachter hat, allein er hat fie nur für einen befondern . 
Fall durch Beſtimmung einzelner Punctegezeichnet. ar 


— 
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cob Bernoulli iſt der erfte, der eine allgemeine Conſtru⸗ 
etion angab,. für jede brechende Frumme Linie mittelſt ihrer 
Krümmungshalbmeffer die Puncte der Diacauftica ju ber 
ges Acta Er. 1693 und Opp. T. I. nr. 56. wo 
der Herausgeber, Cramer, den Beweis beygefügt bat, 
Aus feinen nachgelaffenen Papieren ift in den Opp. T.II. 
nr, 103. art. 17. eine Auflöfung mitgetheilt, die mit der 
‚ bier vorgefragenen jneinigen Stücken übereinfommt, doch 
aber ſowohl in Abſicht der angewandten geometrifchen Sons 
ftruction als der ganzen Form der Mechnung bverfchieden 
it. Joh. Bernoufli hat von der Brennlinie durch 
Drehung am Ende der Lectionum Hofpitalianarum 
gehandelt. ‘Sein Verfahren iſt aber fehr unbequem. Er 
fucht Die Länge des gebrochnen Strahls aus der Gleichung 
zwiſchen rechtwinklichten Coordinaten an der brechenden 
E:rve. Bey parallelen auffatlenden Strahlen ift die 
Rechnung noch erträglich; allein für divergirende GStrahfen 
iſt Dernoulli gezwungen fie unvollendet zulaffen, Die Lange 
des gebrochenen Strahls ‚hängt von einer gewiſſen Linie 
ab, für welche die Gleichung unentwickele bleibt, 
LHopitalhat in der Analyfe desinfiniment petits, 

nr 733. eine analyrifche Auflöfung gegeben, die leicht 
genug ift, aber wegen der Differenzen der Einfalls : Sinus 
und dev Drehung? » Sinus noch einen Anftoß laffen 
möchte. Cr har daraus die von Jakob Bernoulli gegeber 
ne Eonftruction hergeleitet. Das Verfahren ift im Wes 
fentlichen daſſelbe mit dem von Cramer diefer Conftruction 
beygefügten Beweife, und dem von Käftner in dem Lehr: 
begriffe der Optif, ©. 226 gebrauchten. Die in diefem 
Artifel vorgetragene Auflofung wird vollfommen fcharf 
ſeyn; fie gebraucht die Hilfe der Geometrie nicht weiter, 
als es Die Natur der Trage norbwendig macht, | 

19. Ein befonderer Fall bey der Brechung durch den 
Kreis, wo die nach einem Punete bin zielenden Strahlen 
nach einem einzigen hin gebrochen werden, verdient noch 
Bemerkung. 

Es iſt AMB (Fig. 115.) ein Halbkreis aus © über 
AB beſchrieben. In M falle ein Strahl T M auf, der nad 


ı 
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einem gegebenen Puncte D auf der Verlängerung von 
AB gerichtet if. Man nehme AD:AE gleich dem. 
Brechungsverbältniffe, fo ift ME der gebrochne Strahl 
Das Brechungsverhältniß fey mn. der Einfallse 
winfel CMD=O9, der Bredhungswinfel CME=u, 
Es iſt | | 

| sin®:smD=CD :CM 
| sinE:inw=CM:CE, 
alfo sinQ. sinE:sinw.sinD=CD:CE, 

oder mxXMD:nx ME=CD:CE. 

Damit für den gegebenen Vereinigungspunet D der aufe. 
fallenden Strahlen audy der für die gebrochenen E derfelbe 
bleibe, muß das Verhaͤltniß MD:ME unveränderlid), 
feyn. Der Kreis har die Eigenfchaft, daß das Verhälte 
niß MD:ME für jeden Punct M einem gegebenen 
gleich bleibt, wenn die Puncte D, E fo genommen mwers 
den, daß die Verhältniſſe AD: AE und BD:BEvdem 
gegebenen gleich find, f. Kreis. Es ſey nun AD:AE= 
BD:BE, fo ift - | 
AD:AE=AD+BD:AB=AB+2BD:AR 
—CD:CB, alfo | = 

— AD:AE=CD:CB. 

Daraus ift ferner Ä | ' 

AD:AE=AD—CD:AE—CB=AC:CE 

| '—CB:CE, 

alſo AD:AE=CB:CE. | 
- Aus diefer Proportion und der vorher gefundenen folge 
ADqu:AEqu=CD:CE, uns AD: AL 

— nz: — Da MD:ME=AD:AE,fo 
it m: >: allo mın=AD:AE; 

Hieraus iſt mn? —=CD:CE. Be 
Huygens hat diefen Gas in dem tract. de Lumine, 
Opp. reliqu. I.p. 82, one Beweis, 


’ \ 


. 


. 160 Ä Diagonalfiäde | 


Disgonalfläche ift eine Ebene, die durch zwey 
parallele Seitenlinien eines  SParallelepipedum , welche 
nicht zu derfelben Geitenfläche gehören, gelegt wird, Gie 
theile den Körper in zwey gleiche und ähnliche Theile, 
Eine Ebene, durch eine Seitenlinie der einen Grundfläche 
eines Prisma, und eine ihr parallele Diagonallinie 
dir andern Grundflähe, ift auch eine Diagonalfläche. 
Ein Schnitt durch die Diagonale der Geitenfläche eines 
dreyeckigen Prisma und eine der. beiden gegen über lies 
genden Eden ift es auch. 


Diagonal:Linie over Diagonale ift eine gerade 
Linie, welche in einer gerablinichten Figur durch zwey Win: 
Felpuncte, die nicht zunächft bey eınander liegen, gezogen iſt. 

In einem Parallelogramm feyn die beiden Geiten 
a, b, der eingefchloffene fpige Winkel SO, die gegen 
ber liegende Diagonale —d, fo it dd—=aa + bb 
— 2abco[P; und das Quadrat der andern Diagonale 
D, melde dem ftumpfen Winfel, zZA—Q, gegen über 
liegt, ft D’’—aa+bb+2abco[ß, (ſ. Dreyer und 
Formeln d. ebenen Trigon.). In der Lehre von der Zu: 
fammenfegung der Bewegungen find diefe Sätze nöthig. 
Bey Zeichnung von Grundriffen ift es nützlich, die Diago⸗ 
nalen zu wiſſen. | / 
Diagramma, eine geomerrifhe Zeichnung zum 
Verſtändniß des Beweiſes eines Satzes, oder der Aufle- 
fung einer Aufgabe, es fey in der reinen, oder in der anges 
wandten Mathematik. Das Wort wird nur bisweilen 
face Figur im Lateinischen gebraucht. | 


Diagramma Hipparchi heißt insbefondere-die Zeichs 
nung don der Zage der Sonne, des Mondes und der Erde 
ben Finiterniffen, mit den dazu gehörigen Linien, weil 
Hipparchus durch Beobachtungen der Finfterniffe den Abs 
ftand der Erde von der Sonne zu beftimmen gefucht ‚hat. 


Diameter, ſ. Durchmeſſer. | 


“. 
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Diametralzahl ik ein Product aus zwey Factoren, 


von deren Duadraten die Summe das Quadrat einer ras 


fionalen Zahlift. Z. B. 12 iſt das Product von 3 und 4, 
deren Quadrate addirt das Quadrat von 5 geben. ine 


Diametralzahl druckt den Inhalt eines Rechtecks aus, deſe 


fen Diagonale und Seiten rationale Verhältniſſe gegen eine 
ander haben. Stifel hat in feiner Arithmetica integra 
dieſe Korm einer Zahl, die jetzt nicht gebraucht wird, ums 
ftändlich abgehandelt. — | 


Differentia, differentialis numerus , heißt 
in Neper3 Canone mirificoe Logarithmorum, 
der Unterſchied der Logarithmen von den Ginus 
:und Cofinus eines Winfels, oder der Logarithme von der 
Tangente diefes Winkels. Diefe ift nämlich die vierte 
Proportionalfinie zu dem Cofinus, dem Sinus und. dem 
Sinus totus. Den Iegtern nimmt Meper zwar . 
— 1000 0000, aber den Logarithmen deſſelben ſetzt er in 
feinem Syſtem —=o. in der neuern Trigonometrie wird 
“der Sinus totus gewöhnlich — ı gefeßt, daher deſſen Lo⸗ 
garichme in unfern Syſtem auch —o ift. In des Urſi⸗ 
nus Canone triangulorum logarithmico, dem erweis 
terten Meperifchen, ıft die Benennung, differentialis, für 
den Logarithmen der Tangente auch beybehalten. 


Differentiiren it das Verhälmiß der Differentiale 
zweyer oder mehrerer zufammen gehörigen Größen finden, 
f. Differentialformeln und Differentialgleihung, 


Differenz *) ift allgemein der Theil, um melchen 
eine Größe vermehrt oder vermindert einer andern 
" Größe gleich wird, was mie einem deutſchen Worte, der 
Unterfchied heißt. Insbeſondere ift Differenz die Vers 
änderung der Function einer veränderlichen Größe, melde 
jener zukommt, wenn biefe um einen beliebigen Theil: vers 


-*) Bey den Artikeln, melche die Differenzen s und Differentialrech⸗ 
"nung betreffen, iR die ſyſtematiſche Anordnung der alphabe- 
tifchen vorgegsgen, weil fie nothwendig Im ber Orbnnng, wie . 
fie bier folgen, gelefen werden müſſen. 
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mehrt oder vermindert wird ; oder die Veränderung einer. 
Function mehrerer veränderlihen Größen, deren jebe um 
einen beliebigen Theil verändert wird, wofern fie von eine 
ander unabhängig find, oder um einen ſolchen Theil, wie 
es die Verbindung berfelben erforder, Gind x und y 
zwey mit einander verfmüpfte Größen, fo ift jeveeine Kun: 
ction der andern, und ihre Differenz angeben, ift die zu: 
fammengebörigen Veränderungen derfelben mit einander 
vergleichen. ben fo, wenn mehr ala zwey veränderliche 
Größen mit einander in Verbindung ftehen, Es kommt 
bier alfo darauf an, zufammengehörige Veränderungen von 
Größen mit einander zu vergleichen, und hierdurch find 
Differenzen den Differentialen analog, nur daß lestere 
ſich mir femerendlichen Größe vergleichen laffen. Des: 
wegen foll auch die Benennung, Differenz, für diejenige 
Art des Linterfchiedes, welche die allgemeine Veränderung 
einer Function durch die Neränderung ihrer veränderlichen 
Größe darftelle, eigen bleiben. - in englifchen Schriften 
pflegt diefe Art des Unterſchiedes Incrementum genannt 
zu werden, welches aber nicht immer eine Vergrößerung 
anzeigt. Diedeutfche Benennung, LUnterfchied, werde 
gebraucht von dem Unterſchiede zweyer beftimmten Zahlen, 
ober dem Unterſchiede unveranderlicher, ver Quantität nach _ 
unbeflimmter Größen, fo fern er ohne Rückſicht auf den 
Unterfchied anderer Größen auf irgend eine Art ange: 
geben wird, dergleichen in algebraifchen, analytifchen und 
geoimetrifchen Satzen haufig vorkommt, z. B. in dem Sage, 
a—b’=(a+b) (a—b). | 
Die Differenz einer veränderlichen Größe, ald x, y, 

z, wird durch das vorgefeßte Zeichen A bezeichnet, nämlich 
Ax,Ay, Az. Diefe Symbole find einfache Groͤßen⸗ 
zeichen, wenn gleich der Figur nach zufammengefegt. Gie 
bedeuten Größen, die mit x, y,z, gleichartig find, Wird 
für die veränderliche Größe x eine Größe von einer ger 
wiflen Form gefegt, fo muß fie Durch einen Punct von dem 
Differenzzeichen abgefondert werden. 3.9. A. x⸗ bedeu⸗ 
der die Veränderung von x”, dagegen Ax? das Dundrat 
von Ax bedeutet, Auf gleiche Are find A.x® und ax”. 
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zu unterſcheiden. Auch bedeutet A.xy die Veränderung 
bes Products xy, aber yAx das Product aus yindie . 
- Veränderung von x. 

In allgemeinen Rechnungen bedeutet Az eine Zunah⸗ 
me der beränderlichen Größe z, meil man in einer Weihe 
von Größen die größern auf die Fleinern folgen zu laffen 
pflegt, lieber als umgefehrt. Inzwiſchen kann Az auch 
negativ werden, fo wie z ſelbſt von dem poſitiven Werthe, 
den es unter den zum Grunde der Rechnung gelegten ms 
ftänden har, unfer andern Umſtänden zu einem negariven 
- übergehen kann. Ein negatives Az bedeutet eine Abnah— 


me vonz. Iſt namlih Az=VAx, wo Veine Rune 


ction von x allein, nebit Ax, oder auch von x und z, 
bedeutet, fo wird für ein poſitives Ax Die Differenz Az 
negativ, wenn V negativ mwird, 
. An befondern Källen zeige man die Abnahme einer vers 
| änderlichen Größe z durch — Az an, fo daß Az fchlechte 
weg die Quantität der Abnahme bedeuter. “Wird dieſes ner 
gativ fo verwandelt fi) das Abnehmen in ein Zunehuren. 
Wenn die durch z allgemein bezeichneten Glieder einer 
Meihe nicht gleichformig zunehmen, fo läßt fich aus den 
Differenzen eine neue Reihe von Unterſchieden derſelben, 
bilden, aus den Linterfchieden verfelben, wenn fie nicht alle 
ſich gleich ſind, wieder eine Reihe, und ſo ferner, entweder 
ohne Ende fort, oder bis man auf beſtaͤndige Unterſchiede 
kommt. Kin Glied aus der Reihe der zweyten Unter: 
fehiede wird allgemein durch A’z, aus der Reihe der drite 
ten durch Ad 2, u, fr f. bezeichnet, 


- Differenzen: Rechnung (Methodusincremen- 
torum; Methode des differences; Calcul aux diffe- 
rences finies) ift die Rechnung, wodurch die Relation der 
Differenz einer Function zu der Differenz ver Funetional— 
größe, oder umgekehrt die Function aus der Relation der 
Differenzen gefunden wird. Auch mag die Tuncktion mehr . 
als eine veranderliche Größe begreifen. Die Nechnung 
erſtreckt ſich auch auf die Differenzen höherer Ordnungen, 
Die Differenzen: Nechnung ſteht in genauer Beziehung 
auf die Di erentalrechnung⸗ Dieſe ſieht aber die Reihe 
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ber veränberlichen Großen als eine ſtetige an, daher jede 
Potenz ber Differenzen gegen dieſe verſchwindet. 
1. Differenzen rationaler Functionen. 


1. Es ſey z=x*, undz +Az—=(x+Ax), fo 
ift, nach dem binomifchen Lehrſatze, 


n.n—1 = 








Aznx"'Ax-+ — —— — 
nne1 ‚n-2. ” — n...n- | “ 
1.2.3 
- '} etc, i 


2. Alfo it A.x®—=2 x Ax+Ax® 
A.x5— 3x’ Ax+3x Axt A 
A.xt—4xdAx+6x’äxt -4xAx 
+ Axt 
uf 
3. Denn n eine negative ganze Zahl, oder eine ges. 
brrochene ift, fo bricht die Reihe nicht ab, z. B. 


u.x—aA.l— — xx + x Ar—xtAg 
x 


i + etc. 
4. ta. tm zAx + 3x tr 4Xx Ax⸗ 
x 
/ “+ etc. 


! 5 
art Fa Laer irtan 
2 8 | 16 
— etc. 
Die beiden erſten Reihen geben negative Werthe für die 
Differenz der Function, für zunehmende x. Ein Bruch 
nimmt ab, wenn der Nenner waͤchſt. 

4. Man bemerke, daß die Zahl⸗Faetoren der Poten⸗ 
zen von Ax jeder aus dem mit der naͤchſt vorhergehenden 
verbundenen durch die Multiplication mit dem Exponenten 
von x in dieſem, und durch die Diviſion mit der Stellen⸗ 
‚ zahl des Factors ſelbſt entſtehen. Der Zahl⸗Factor des 
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erften Gliedes ift der Exponent ber Function. Diefes 
rührt von der Form der Binomial » Coefficienten ber. 
Die Erponenten von x werden folgweife um: ı vermindert. 


5. Es fen z=a+tbx+cx+de, fo ift en 


"Az=l(b+2cx+3dx)Az+(c+3dx)Ax* 
RE: | +dax:. 
Die Factoren der Differenzen werben nad) dem in (4) 
bemerften Gefege aus einander nach der Reihe hergeleitet. 
6. Es feyn Lund u zwey veränderliche Größen, und 
z=tu, bil 
2 +42—(t+At)(u+ Au), alſo 
| Az=uAt-HtAu+At.Au. 
7. Es ſey z=tuv, ſo iſt 
| Az—=uväAt--tvAuttuäv 
, +vAt.Au+uät.Av+tAu.Av 
+ At.Au.Av, | | 
8. Gind t und u Functionen von x, fo find At und 
Au Sunctionen von x und Ax. 3.2. Es ſey.. 
t—a+bx+ex’, und u=za+pßx+yx’, ſo iſt 
At—(b-+2cx)Ax-+cAx’; und Au 
(B+2Yx)Ax+yAx. Iſt z=tu, fo ift 
Az—(aß+barz (ay+bß-tca)x 
+3(Cby+eß)x+4cyr)Ax 
+(ay+bö-+ca+seby-+ehß)x +6cyx')Ax® 
00 +(by+eß+g4eyx)AX+cyAx%, 
Aus dem Factor von Ax merden die übrigen zufolge der 
Bemerkung in (4.) leicht hergeleitet, 
9. Es ift 
.A,x(x+ı)=(2x+ı)äx+Ax® 
8.x(x+ı)(x+2)=(3x’ +6x+2)Ax 
F +3x+3)Ax"+Ax 
A,x(xti)(<+2)(x+3)= 
(4ax-+-ıgx+22x+6)Ax+ (6x + 13x -Fır)Ax® 
| +(4xX+6)Ax’+ Axt. 


Bar Yu 
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Diefe Differenzen zu erhalten, entwickele man das Pros 
duct in der Junction, ſuche daraus den erften Terminus, 

der bloß Ax enthalt, und daraus nach (4.) die folgenden, 
Gest man Ax=ı, fit | 
Ax(x+ı)=2(x+r) | 

A.x(x+ı)ex+2)=3(xHı)(xt2) _ 
8.x(x< +1) +2) +3)>=4(X +1) (X+2)(X+3) 
u. f. f. | | Bee 
10. Die Differenzen für Ax—ı erhält man unmit—⸗ 
telbar, wenn men in jedem der Producce + ı fürx 
fest, und es von dem joldyergeftalt veränderten abzieht, 
da beide Producte nur in einem Kactor verfchieden find, 
Auf diefe Art wird auch erhalten | J 
4.(mxta)(mxtm+a)=2m(mx+m+a) 
A.(mx+a)(mx-m+a)(mx+2m-+a) 
=;3m(mx+ m-a)(mx-+ am--a). 

10. Es fy 2 = — fo iſt 

t+-At 

u+ Au 
— uAt—tAu | 

*— uQuräu 
|  at+ßx 
Erempel, z= ur 
— (aB—ba)Ax 
ee (a+bx)(a+bx+bAx) 
13. Wenn Ax= ı genommen wird, fo ift 
1 —m 


z -A42= 





w 





8. mxta ‚ (mx-ta) (mxtmfa) 
| 9 a, | 
a (mx+a)(mx+m-a) 
| — 


“(mx Fa) (mx+ m-+ a)(mx + am+ta) 


u. (fe 
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13. Es fen zwifchen zwey veränberlichen Größen, 

x, y, eine rationale Öfeichung, wie folgende, gegeben: 
ax +bxy+cy’+dx-+ey+f=o, 

fo ift das Verhältniß der Differenzen Ax und Ay in folz 
gender Gleichung enthalten, | 

(zax+by+d)Ax+(bx-+ocyte)äy 

j +aAx’+bAxAy-+-cAy’—o. 

Die beiden erften Glieder der Gleithung'werden erhalten, 
wenn für jeden Factor x gefegt wird Ax, und für jeden 
Factor y eben ſo Ay. Aus diefen Gliedern entftehen die 
drey übrigen eben fo, nur — durchgehends durch 2 divi⸗ 
dirt wird. 


1I. Differenzen irrationaler Functionen. 


14. Für dieſe mag es an einem Beyſpiele genügen. 
Es fy z—=yV(aatxx), fo it z+Az—Y(aa 
+xx+2xAxt+tAx?), Wird die Duadrarmurzel aus 
dem Duadrinomium, oder auch aus dem Trinomium 
zz+2xAx-+Ax’,nah dem binomifchen Lehrſatze ent: 
‚wickelt, fo erhält man eine Reihe, die nach den’ Porenzen 
von Ax fortfchreitet. Bequemer gebraucht man hier die 
Methode der unbejtimmten Coefficienten. Es fey, wenn 
das einfache Buchftabenzeichen u fir Ax gefegt wird, 
z+Az=z+Au+BwW+CwW+Du-+Eu 
+ etc. 
fo iſt, wenn auf beiden Seiten das Quadrat genommen, 
und für (2 Az)* fein Werth gefegt wird, 
aatxxtzxu+w—=z°+zAzu+(2Bz-+-A?)u® 
+(2Cz+2AB)u3-+(2Dz+ sAC-+B?)us 
+(2Ez-+2AD)+2BC)u’-+ etc. 
Die Eoefficienten derfelben Porenzen von u in beiden Thei⸗ 
len der Gleichung gleich geſetzt, wird, da aa -xx—zz 
iſt, erhalten 
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I: Az=x, m A=— 
® 


Il. 2Bz-+- A'=1; daraus B= . 


III 2Cz-+2 AB=0; daraus C=— = 
| | 2 
IV.2Dz--3AC-+B?==o, daraus 
‚D= (la —ar) 
827 | n 
V.2Ez--2AD+2zBC=o, daraus 
2224-242 | 
Ko 329 ö 
u; f. we 
Wenn man von den Coefficienten die Differentiale 
nad den Negeln der Differentialvechnung nimmt, fo iſt 
| oB oc 
We, Ip, EEE N 1 1. RE Be 
20x ' 30x aox sox ’ 
u. ſ. f. Esiftein ähnliches Verfahren, wie das in (4.) 
angezeigte. 


LI Allgemeine Form der Differenzen, 


15. Die Kormel für ein Glied einer arithmerifhen 
Reihe irgend einer Ordnung in dem Artifel, arichmetifche 
Meiben höherer Ordnungen, ©. 200, 6. Io. wird uns 
dienen, fowohl die Geſtalt der für die Differenz Az geho- 
rigen Reihe zu beftimmen, als auch die Derivation der 
Eoefficienten zu den Potenzen von Ax, jedes aus den vor⸗ 
bergehenden, zu entdecken. In diefer Formel, nämlich. 
AA u(u—Au) AA 
y-Atu an IT: tw 
ucu—Au)(u—2Au) AH5A 
Er FRE RE BD 
ift y eine veränderliche Größe, die nach bemfelben Geſetze, 
wie die Größen einer Reihe, Die in gleichen Abſtänden von 
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bon einander nach A folgen, durch ihren Abſtand ü von 
dem Anfangsgliede A der Reihe gebildet wird. Die au: 
Ber A gegebenen Größen der Reihe erfcheinen in der Fors 
mel nicht felbft, fondern mittelbar durch die Anfangsglieder 
der Differenzreihen, AA, AA, A5A, etc, . Der Ab: | 
fand jeder von der nächſten ift Au, welches bier niche 
eine Veränderung von u, fondern ein Intervall bedeutet, 
das als Einheit für den Abffand u des Gliedes y yon A 
u s a dy 
dient, indem die Stellenzaßl für y iſt. Nun fey A, | 
eine Function von x, es ſey eine geſonderte oder ungeſon⸗ 
derte, eine algebraifche oder transſcendente, und die Glie— 
der der Reihe, B, C, D, etc. in den Abftänden Au, 
2Au, 3Au,etc. von dem Anfangsgliede A feyn nach 
ihrer Folge eben folche Sunckionen von x+ Au, 
x+24Au, x+3%&Au, ge ‚fo find die Differenzquorien: 
A D?A — — 
ten * 7 7 eitc. durch. die Beſchaffen⸗ 
heit der Function und durch Au beſtimmt. Umgekehrt 
beſtimmen dieſe Quotienten zuſammen die Function von x. 


Nimmt man in der Formel für y die Stellenzahl * 


‚einer ganzen Zahl m glei, fo iſt y dieſelbe Funetion bon 
“ x +-mAu oder ponx-+u, wiees A von x if, Alle 
ſolche Werthe von y werden aus denStellenzahlen aufeinerley 
Art zufämmierigefegt, oder find dieſelben Functionen von 
u, und daher auch) von x—c, wenn u—x —E gefege 
u 
wird, folglich auch von x, Iſt A eine gebrochene ratio⸗ 
nale Zahl, fo iſt y ein eingeſchaltetes Glied Her Heiße, 
von welchem daffelbe gie. Denn bey Einfehaltung irgend 
einer. Anzahl von Gliedern in einer arirhmetifchen Meihe 
bleibt die erweiterte Reihe immer von derſelben Ordnung, 
(a. a: O. 26:). Die Glieder der urfprünglichen Reihe 
werden num aus den veränderten Stellenzahlen und Ans 
fangsgliedern der Differenzreihen auf dieſelbe Are zuſam⸗ 
| | Eee 
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mengeſetzt, wie die eingeſchalteten Glieder aus ihren jus 
gehörigen Stellenzahlen und jenen Anfangsgliedern. Um— 
gefehrt werden daher diefe auch aus den gebrochenen Stel: 
lenzahlen und den Anfangsgliedern der Differenzteifen in 
ber urfprünglichen Reihe eben fo zuſammengeſetzt, tie 
die Glieder derfelben in den durch ganze Zahlen bezeichne- 
ten Stellen. Da die Anzahl der einzufchaltenden Glie— 
ber willführlih ift, und unbeſtimmt groß gedacht werben 
Tann, fo gilt eben diefes für eine ftetige Folge von Gliedern, 
die Stellenzahlen mögen rational oder irrarional ſeyn. 
Demnach iſt die durch die Angeführte Formel beſtimmte 
Größe y eben eine foldye Function von x + u als es das 
Anfangsglied einer Reihe A von x ift 


5 — AA 
16. Man ſetze für die Differenzquotienten — 


AA A5A ’ | 
— — 7 etc. nach ihrer, Folge die einfachen 


Zeichen, P, Q. R, S, etc. und fege auch A==fx, einer 
Sunetion von x, und Daher eben ſo y=f(x-+u), fo ift 


etX+u)mfxtPu + um—a u) 





_R = f 
——— 


8 
4 124 u(u-Au)(u-2Au)(u-3Au) 


4 etc. | 

Die Quotienten P, Q, R, etc, enthalten jeder einen 
Zheil, der von Au frey ift. Denn AA, oder f{x-+ Au) 
— fx, enthält in allen Gliedern eine Function von Au 
oder Au felbit, weil alles, was von x allein abhängt, 
oder bloß unveränderliche Größen enthält, beiden 
Runctionen der fx und der f’x+Au) gemein ift, 
alfo bey ver Subtraction fich aufheb.. Es muß aber ein 
Zheilvon AA bloß Au enthalten, weil das Verhältniß 
AA: Au ſich einer gewiflen Gränze nähern muß, je klei- 
ner Au genommen wird, diefe Graͤnze aber nicht von eis 


{ 
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ner willkührlichen endlichen Größe Au abhangen Fann, 
fondern allein durch die Veſchaffenheit der Function fx, 


beſtimmt werden muß. Folglich iſt 





AA. 
Au der P zum, 


Theil eine Function von x allein. oft diefe für den zu A 
gehörigen Werth von x endlich, fo ift die Gränze des 
Verhaltniſſ es AA:Au ein endliches Verhälmiß; wird 
diefe Function Mull oder unendlich groß, fo wird AA. 
gegen au immer Fleiner, oder in dem andern Falle im: 
mer größer, je Eleiner Au genommen wird, ohne einen 
‚Stillftand in Dem einem wie in dem andern Tale. 

Eben fo ift Q, welches als Differenzäuotient in der 
zweyten Differenzreihe, aus P auf ähnliche Art hergeleitet 
wird, wie P aus fx, zum Theil eine Function von x al⸗ 
lein. &o enthalten au KR, 8 etc. Functionen von 
x fryvon Au | 

Wenn das Gränzverhälniß von AA : Au; von 
D°A:Au®; von A5A:Au3; etc. für den Werrh von X, 
der zu dem Anfangsgliede A gehört, nicht ein endliches iſt, 
fo muß es doc) für andere Werthe von x, das dazu gehö⸗ 
tige Glied der Reihe als Anfangsglied genommen, ein 
endliches feyn fünnen. Darum müffen die Functionen 
P, Q, R, etc. einen ton Au freyen Theil enthalten. 

17. Es zerfällt dergeftalt die Differenz; f(x + u) 
fx. in zwey Theile, deren einer bloß von x abhängt, 
det andere zugleich eine Function von Au nebft x if. 
Mun ift f(x + u) ganz unabhängig von dem Abftande 
Av, in welchem die Ölieder der Neihe A, B, C, D, etc, 
bon einander gefest werden: Daher müfjen alle Theile, 
welhe Au enthalten, fich aufheben. Bezeichnet man 
hun denjenigen Theil der Duotienten, P, @, R, $, etc. 
ber fein Au enthält, nad) der Folge durch p, q, s, 7, * | 
ſo iſt 


——— ftp t ger tin 
4 — 54 eteı 


\ 


% 


J 
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18. Hier zeigt fich nun erftlich die Geftalt der Reihe 
für die Differenz der Runction fx; Die Erponenten der 
Progreffionalgröße u fi nd bloß ganze pofitive Zahlen, Zu: 
gleich ergiebt fich aus dem, was gleich vorher. von der Per 
fchaffenheic ver Sunctionen p, q, r, s, etc, bemerft worden 
iſt, ihre Derivgtion aus einander, nebſt der von p.ausfx. 
Nämlich p entfieht aus fx, wenn, nachdem in fx fürx 
geſetzt ift x-+Au, aus der Differenz f(x + Au)—fx, 
bloß die Ölieder genommen werden, die Au allein enthal: 
ten, und.das Aggregat dur Au dipidirt wird. {Der 
Theil von O, ver fein Au enthält, das iſt q, wird aus 
dem von P, ver gleichfalls davon frey ift, oder aus p, eben 
fo hergeleitet, wie pausfx. Aus q wird auf folche Art 
1; ausr wird s, und fo fort wird in jedem Differenzquo⸗ 
ienten der von Au unabhängige Theil gefunden. Statt 
Au fann zur Bequemlichkeit u felbjt genommen werben, 
welches fo wie Au eine willführliche Veränderung von X 


iſt. In Abſicht auf das Nefultat der Operationen ift es 
einerley, ob man Au oder u fchreibt. Dod muß man 
‚ den Xbftand Au der beiden erften Glieder der Reihe, 


und den Abftand u des Gliedes f(x + u) von dem An- : 
fangsgliebe, baden nicht für gleichgültig nehmen. 

19. Die Functionen ps q, r, etc. nenne man bie 
| AA AA A>A 
Sränzquotienten bon a ae ’ aa et - 


oder, wenn fx für A, und Ax für Au gefegt wird, fo daß 
Ax den Abftand der\beiden erften Glieder der Reihe 
Afx At fx 


bedeutet, die Graͤnzquotienten von — "ax — 
Asfx u 
Ass: ‚ etc. 


20. Es ift fehr merkwürdig, daß der erfte Gränzquo— 

fient p die Sunction von x-+ u beftimmt, da Durch p bie 

übrigen Gränzquotienten alle gegeben werden. Der Quos 
Afx 

tient — beitimme bie Function nicht, weil er, fo vie 

alle Ara folche Quotienten ‚von Ax zugleich — 
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An einer krummen Linie beitimmt er. nur die Lage det berüh⸗ 
renden geraden Linie. Der Gränzquotient p ift dahe 
harafteriftifch für die Function Fx. | y 

* "gr. dA range nennt in feiner Theorie; des fon- _ 
ctions analytiques die hier durch p, 9, T, s, etc. bes 
jeichneten Kunctionen fonctions derivees, in Beziehung 
auf die Kunetion fx, als fonvtion. ‚primitive, , Er 
unterſcheidet ſte in der Bezeichnung durch Die Strichelung 
des Tünctiongzeichens, und nennt bie erfte abgeleitete, Ü x 
(d. i. p), fonction prime; die zweyte fx Coder q J 
fonction ſeoonde; die dritte fx (oder r) fonction 
tierce; u. fe fe Die Geſtalt der Reihe für f(s+u) 
und die Kormation der Egefficienten von u, leitet la Srange 
aus. ganz andern Betrachtungen ber, als hier zum Grun⸗ 
de. gelegt find. Allein .es möchten dabey noch Schwierige 
feiten fenn, zu deren Erörterung hier aber der Raum fehle, 
Einige Erinnerungen Bat — gemacht. in den 
‚elemientis Analyfeos et Geometriae fublimioris, 
'Introd. XVIIL | 
Ä 22. Exempel. Es ſey fx—lı —5 und es 

ſoll £(x + u) entwickelt werden. 


Dieſes zu bewerkſtelligen, muß man den Werth von 
allgemein für fx —(1 — x?) ſuchen. Es iſt..5 
f(xFu)= (1- x’—2xur ueym—(ı—x?)T 
+ 3 mx(1ı — x’) u--Mu? Cjufolge des bino⸗ 
miſchen Lehrſatzes) wo Mu? alle Übrigen Glieder der uns 
etion bedeutet, die u? und. höhere Potenzen von u ent 
halten. Nun iſt zufolge (18.)p—=2mx (x), 
Mit Huͤlfe dieſer allgemeinen Formel Jaffen ſich die Gränzs 
quotienten p, g, r, etc. für fx (ti x?)°8 entwickeln. 


Hier ift px — x?)2, In beiden Factoren diefer 
Function fee man x + u. für-x, und verfahre ferner nach 
| \ 3.) mis Zuziehung der allgemeinen Formel für ps 

o iſt Ber 2 


f 


} 
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gear) Fitz cr) 
=(i1+28)(1—x), — 
indem ber erſte Theil von q in (1 — x) —x ver⸗ 
wandelt iſtt. | — 

In dieſer Function wird wieder xF u für x geſetzt, 
und eben fo wie für fx und. q verfahren, fo wird der 
Granzquotient re : 

re Te Ze ZI TE IP ET He) Bu 
= +6xN)tar)d, 
Hieraus ift auf gleiche Art u 
s=09r 18x°)(1—x°)2+7(9x°+6xt) 
EHI + 24x) (dx), 
Daraus noch Ä J— Erz 
* 25x + 0x + ea) 


% * + 


V‚Differenjen transfcendenter Sunctionen, 


,, 23. Für transſcendente Functionen ift kein algebrais 
feher Ausdruck eathanhene. Kann man aber die Granze 
A x. Ä 

bes Quotienten vr oder des — angeben, fo 
werden daraus nach der in C18.) erklärten Methode die 
Granzen der höhern Differenzquorienten, alfo die Coeffis 
 eienten in der entwickelten Function gefunden, 

24: Es fyf x—logx in irgend einem Syſtem der 
Logarithmen; es wird die entwickelte Function,log (x + u) 


=ls+pu+- qu’+ * rus 4 Praha eto. 
geſucht. | u 

Aus Diefer Formel folge Iex + u)lx,.oder 
It +a)=pu+ qu’ - * ru⸗ + etc, Nun 
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iſt in jedem logarithmiſchen Syſtem das Granzverhaͤltniß 
des Logarithmen einer Zahl zu dem Überfchuffe der Zahl 
über die Einheit ein beftimmtes Verhältniß, (f. Loggrith⸗ 


I 1 
men). Manfegeputzgu’ + zruit eis 
—Mu, fo iſt das Gränzverhaltniß von Mu tz “oder 


von M: * A wenn c: 1 jenes beftimmte Bere 
koͤltniß in dem angenommenen Syſtem ift. Es iſt aber p 
die Gränze von M, alfo dt p: ze: 1, und pe 
Naun werden hieraus die folgenden Coefficienten beſtimmt. 


Man ſetze nämlid) — — ſo iſt p—ı= | 


cu F ID, JR 
— x(x (x. Lu) „und bie Graͤnze von + % das iſt 
— a Ä 
1 — . Weiter ſey g ⸗ FW fo. if | 


— c(2ux+-uu) 2C, 
er V deneü 
20 
ſey ! = Grujs ‚fo ift 


20(3xu+3xu°-+ u) ' | 
— 


2* — 4. Daraus erhellet fchon Ginkängli 


das Geſetz der Reihe, 


cu cu? cu3 
logx+W=1x+ Tre 
cu* 


—— 
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In dem natlırlichen Syſtem ift cr. Wie eine ſchnel⸗ 
lee eonvergirende Reihe gefunden wird, f. Logarithmen. 
25. Es fey fx ma”, wo a bie Baſis des Syſtems 
ift, worin x als Logarithme zu der Zahl a* gehört Es 
fol f(x + u) entwickelte werden,  - | 


Es ſey ft u) Zat tpu+ —)gu+ Zrut 
4 eto. —⸗as 4 Mu- Alſo iſt @t"— a* Mu, oder 


ar (at I ) RE * - 

ee —M, Die Granze Des Quotienten 
al 1 Po | 1 | 

— ift, wie in (24.) beinerft worden, — —- ; 


x | | ar 
alfo ift die Granze von M, und p = —.. & 
| . xtu | a*.au 
ſey p= — 7, eder p / ſo iſt p ꝰ 
I —p 
= ar (an — 1), und bie Gränze von I, dag 


I — A 
iſt, ¶ * a Eben piftr = — 
I ; 


za u. f. f. folglich 


- ‘ 





s = 


us En ut 
er 
6c 24€ 


+ etc, 


— x u — 
Aa 4 (1 -r c 7 2 c® + 
und * 

BB SE 
a*1* 7 * —— F 7 

26. Es ſey fx—sinx, oder, wenn der Winkel durch 
O bezeichnet wird, £P=sinP. Esfollf(P+ w) oder 
sin (9 -F w) durch eine nad) w geordnete Reihe entwickelt 
erden, | | 


—— u | 
ik vr de 
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Es ſey sin (P-+a)=sin-+pu-+ aut 
+ —2 + etc. Run iſt EEE 
=2col(®+ _ „ 9»). sin : ee 28. Die 


if, weil das | 





Grůnze des Quotienten 


Grängverhältniß jwifchen Bogen und Chorde das dee 


Gleichheit ift, Bogen), und daher eben diefes auch für 
sin w und » Gtatthat. Es iftalfop=cold. Um 
daraus q herzuleiten, feyp'—col(9 + w), f iſt p⸗ — — 


—— coſ - 2sincQ +70). sin 77 


Due 
mb die Gränze von 1 ‚ beiftg—=—sin Q, 


Daraus folgt (eben fo wiep aus sin ®), 
r=— col 9; hieraus s— + sin ®; dann 
— — cold, uff Demnach iſt 


sin (P-+ 4) sin 4 c0[9.u— sin .u® 
1 De - 1 1 | Er 
Tel, ind.ar + rolf. wi + etoꝛ 


27. Es fen fP=col$, fo ift 
Kol(9+0)=oolp—sind,0—- col $.w* 


— 1 na. 
a3 sinQ,.w+ Frust we — sin ®, v5 etc, 


Das Verfahren = der Gattoidehmg ift dem in (29.) 
ganz Ahnlih, Oder man leite die Formel aus der für 
sin (90 — G—w) ber, wo w negativ, in Beziehung 
auf w in (26.) iſt. 

28. Setzt man in ben beiden gefundenen Formeln 
0=20, fo iſt 
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i 1 1 'ı 
/ 1.2.3 ° 1.5 1..7 
+ etc. 
I I I 
colu=ı —— — ut — eto. 


2 Ira 

29. Wollte man diefe legtern — unmittelbar 
finden, fo daß man gleich anfangs Po ſetzte, fo wäre 

für den Sinus der Gränzquorient p—=ı, und für den 

Sofinus wäre derfelbe =o, Deswegen müßte man die 

Anfangsglieder der Differenzreiben für die beiden Kolgen 

'sino, sinw, sinzw, singw, sin4w, etc. 

coſo, cofw, cof2w, colz3w, cal4w, etc, 
ſelbſt ſuchen, und dann die Gränzen der Quotienten neh: 
men, welche diefelben, durch die zugehörige Potenz von w 
dividikt, geben, 

30; In der Cyklometrie (5, 6.) find die Formeln für 
sin w und colw mittelſt der Integration durch einen Um⸗ 
weg gefiinden, weil die Differentialformeln, A8simo 
cof w.Owund Io0lw——sinw.dw fich nicht gerade zu 
infegriren laflen. Käſtner nimme hier eine Differentiak 
gleichung vom zweyten Grade zu Hülfe, Analyſis des 
Unendl. $. 285. 293, wie es auch Zeibnig für den Sinus 
gethan hat, Acta Er. 1693. Andere gebrauchen hier die 
Nechnung mit unmöglichen Größen, wie Euler in der Tn- 
trod. in Anal. Inf. T. 1, 9. 1335 la Grange in ber 
Theorie des fonctions, $. 25. Die Differenzenred) 
nung nimmt bier den fürzeften Weg, , Die Beſtimmung 
von p wird mit allem Fug aus der Natur der Trage hers 
geleitet, 

31, &s ſey fo=ung9, und tang(P-+-w) 


—tgP+Ba+zqu+grait „satt ei. In 
dieſer Reihe ſollen die Coefficienten beſtimmt werden. 


4 
Cette) ne 50 
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32 +tg9:)tew. )tew. Der Küsge wegen ſey 


ati 
+t | 
tang dt, ſo war er — und 4 
Of | dt u , 
=. oder — en = ‘ Die Grän⸗ 


ze des Quotienten * fr. Wird nun zugleich 


in dem andern Factor tgw=o gefeßt, fo wird die Gränze 


von —* —=ı+r, weifp=ıtt. Setzt man 
biert + At für t, und p’fürp, foiftp '—p2tAt 
+At’,und nn =(2t+At) *. Die Gränze 
dieſes ——— iſt q T2t (14 t7), indem bier alles 


weggelaſſen werden muß, mas von w abhängt, alſo auch 


At in dem Factor 2t+At. Ferner iſt !—qg==2At 
+6t’At+ MAt‘, wo MAt alle zn begreift, m 


he At’ und Ats enthalten, und - — I =(2+6r I 


+ — Die Graͤnze dieſes Quorienten ift - .. 
u 6t )(1) ⸗28t 6ti. Aufdiefel: 
be Art, wie r aus q hergeleitet iſt, wird aus r der 
Graͤnzquotient s gefunden, nämlih s —kı6t +24) 





(Irt)=s@ttstrgt), Hieraus iſt der fole 


gende ränzquotient, der zum Linterfchiede von.t durch (t) 
bezeichnet werde, ()=8(2+ 15 "+ 15 ti) (1 +r ) 
=8(2 + 7 30t 15 tꝰ); m ſ. w. 

Demnach iſt, wenn tgP==t iſt ' 


UETDRETUTE) lotto + Etat 
+64 ) w+ + +t?--tt)ws 
nn. 516 
*6 rer ete,) 


— 
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32. Wenn 07° oder 45°, fo ift t=ı, und 
— rt lt 


15 45 
Nimmt man w negativ, fo iſt 


un(7r—u)=r—2 (v—w!—+ us nut 
| — 66 
+ — wi — wi. + etc.) 
15 45 


Das Product diefer beiden Meihen iſt — ı, wie es feyn 
muß, da die Tangente des einen Winkels die Cotangente 
des andern iſt. Sie ſind ſehr brauchbar, die Tangenten 
und Cotangenten ſolcher Winkel zu berechnen, welche un⸗ 
mitrelbar Feine convergirende Reihen fir jene geben. In 
Eulers Differentialrechnung. IE. $. 98. bat die Formel 
für tang (646) eine andere Geſtalt. u 
33. Eefyfy=Ang.siny=P, und. 
f(y+u)=Ang sin(ytu)=0P-+ vo; nunfoll die 
Differenz der Minfel durch Die Differenz der "Sinus aus⸗ 
gedruckt werden. 


Man ſetze wiederum f(yFu)=fy+pu 
BE 1 : — 1 
+ qu + zrwW-tetce, fo ift vw pu +zqu 


+ zrutetc. ‚ und - zn + > gu + etc, 
In (26.) iſt — daß der ränpinint, ver 
A sin .® 

gr CH - cold iſt, alſo iſt hier — = arg SE A 
Die Gränzen der Differenzquofienten diefer Function find 
fhon in (22.) gefunden, Es ift daſelbſt fx, was hier 
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p ift, wenn für das dorfige x hier y gencinmen wird, 
Alſo fommen für die dortigen p, FH, 5, t, bier q, r, s,t, 
(u), mo die Klammern das (u), als Differenzquotienten, 
von u, als Veränderung des Sinus, unterfcheiden, Man 
feße VL —yy)=x, als cof®, fo ift 

yu® 


— u 
Ang.sin(y+ uJ=Ang.sny + 7 -r — 


—— 


* „6. x° | 24x 
‚, (94+-72y?-+24y')u® „„(aasy + 6ocy!-bısey® us 
= 120x° FOX“ 
etc, ° 


34. Es ſey fxAng. colx—9, möflx-+tu) , 
Ang. col(x+u)=P+ w; nun foll die Differenz 


der Winkel entwickelt werden; 
—  Bcold es —F 
Da die Gränze von 5 = — üin © ift (26 
ee a u I _ en GG 
und 27.), fo ilt Bier p= in Von — 
und die Coefficienten in der entwickelten Reihe ſind dieſel—⸗ 
ben mit denen in (33.) nur entgegengeſetzt, auſſerdem 
daß x und y mit einander vertauſcht werden. Es iſt alſo 
| u  xu® 
Ang.cof(x + u)= Ang.colx— — 
(14 2x) uꝰ (ox + 6x’)ur “ 
Be 2 RT, 


(9+722° +2ax*)u | 
— —— ran BUCH 
120y9 


| Diefe Formel und die in (33.) find bey Fleinen Werthen 
von u fehr convergirend, aufjer wenn in jener der Winkel 
nahe ein rechter, und in diefer ſehr Elein iſt. 
35. Wenn P=o genommen wird, fo iff yo, , 
* —— us 9uß8 
und x—1, alſo Ang sin uSzu -— Aeie. | 


Pr 


! 
j 
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Diefe Reihe wird bequemer durch die Integralrechnung ges 
funden, ſ. Cyklometrie. 1. 

36. Es feyft—Ang.tangt—9, und f(t+ uw 
= Ang. tang(t + W=P+ u; nun foll die Differen; 
der Wınfel durch die Differenz der Tangenten angegeben 
werden. 


Man fee KrpW)—ft+ pu 2: Pr “qui iru 
+etc In (31.) iſt gefunden, daß die Graͤnze von 
Atang u 

—ıF+t? iſt, nämlich der dortige Werth von 


Ä | 
p. Daberift hier p (als Gränze von Kunz) : = 





— oder p=( + Sest man tt u füru, 
pip=(lıtt+ tu ka) — (a +) — 
at(1--t) "ut eta, und die Sränze von 2 — 


oder ge—st(ıtt)®. Wird bier t+u für u ges 
fest, ſo iſ =—2(ttuü) (rtt+2tutud) = 
— 3(t+u) (+1)? — g4t(ı +t)3u)+Etc.) und 

’— g==gt?(ı Frr)u —2 (1 +?) u+tetc. — 
(ge? —2(1+t°))(r +t)3u+ete, und die Öränze von 


1 oder r—(6t?—2)(ı +1) | Auf gleiche Art 


wird hieraus hergeleitet s = 24 (t— B) (1 +*)*. Dar- 
aus (t)— 24 (r—ıot’+5tt)(r +) u.f.f. Die 
Potenz des Binomium wird bey jeder Dperation entwick⸗ 
elt, und die Differenz; des einen. Factors in den andern 
Factor multiplicirt; wobey das Quadrat und die höhern 
Potenzen von u weggelaffen werden, Demnach iſt 
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E u tue 
Ang.tang(t+u)=Ang.tangt+ — — G+J: 
(zi-)w (tur (Sti-rethrus 
3(ıFe9 — (fe) ste)? 
(3 -1ot+gzt)u TR | 
le. * ete 
Man vergleiche Euleri Calc. differ. II. $.86: 87. 


37. Wenn t=o genommen wird, fo iſt 
1 1 
Angtangu=u— -u’+ - uf — etc. 


Diefe Formel wird unmittelbar und leichter durch die Dif- 
ferentialtehnung gefunden, f.Enflometrie. 10. 


38. Die Differentialrechnung liefert nach den Re— 
geln ihres Verfahrens die Quotienten p, q, r. etc. leich: 
ter. Linfere Formel erhält durch Einführung der Diffe 
tentialquotienten folgende Geſtalt: 

fx u fx w 
. fxtg=!xt% Fr Be 
fx — fx u‘ 
De n23t dm 12324 Tec. 
Die Differentialquotienten find ganz dafjelbe mi? dem, was 
hier Gränzquotienten genannt find. Die Formel ift der 
nach Zaylor benahmte Lehrſatz. 


39 Wenn x — o, und A der Bert ber Fun: 
ction fx für x—o iſt, fo iſt 


. dfx u fx ur D’fx m; 
ax ı Fam" 12" Twrıng 


orfx u! 


+ —— Dur 5 age 


wo man die Bezeichnung u auch mit x vertäufchen Fann, 
weil u jeden Werth der Runctionalgröße bedeuten Fann, 
ber durch x bezeichnet wird. Allein in den Differential 
quotienten muß man, nachdem fie durch x ausgedruckt find, 
x=o fegen, weil diefe Quotienten * nicht von u ab⸗ 


fuæa- 


* 
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hangen, alſo auch nicht von x, wenn u mit x vertaufcht. 
wird. 

Iſt für das Anfangsglieb A der Werth von x nicht 
Null, ſondern — a, ſo muß man in den Differentialquo— 


tienten a fuͤr das als veränderlich nen x feßen, 


‚40. Die Reihe für die Differenz einer Function, oder 
für f(x Pu) — fx, (wo x auch o ſeyn mag) Fann lang: 
ſam eonvergiren, oder gar divergiren, weil eine Reihe im 
Allgemeinen nım die Norm, nicht nothwendig die Duantirät 


einer Größe, angiebt. Doch mag die Reihe für hinlänglich 


Eleine u, die es nämlich in VBergleichung mir der Größen: Ein⸗ 
heit ſind, immer eonvergirend gemacht werden. Für große x 
den: Werth der : Sunction x zu entwickeln, muß man erft 


- den Werth der Function für ein Eleines x fuchen, dann den 


Werth für f(x + u), wo u wiederum hinlänglich Flein 


“genommen werde. Kerner iſt, wenn diefes x+ u durd) x 


beseichnet wird, der Werth von fCx+u) auf gleiche Art 
zu beftimmen; wodurch man fo fortfahtend den Werth ver 
Function fürirgend ein x herausbringen mag. Kin Bey: 
fpielift in (3 1.) vorgekommen. Bey der Berechnung der 
goniometriſchen Linien verfährt man folchergeftalt. 

Die Neihe für die Differenz ſtellt die Ordinaten einer 
parabolifchen Linie vor, welche die Curve, deren Ordinate 


‚ bie Sunetion felbft it, nur ofeulirt, aber nicht mit ihr eis 


nerley ift, daher man die Eure im Portionen abtheilen, 
und Diefe einzeln beftimmen muß, Dabey fommt es dar: 


‚ auf an, wie genau die Endpuncte der Portionen beſtimmt 


werden, ©. berüßrenbe Linie, 


V. Differenz einer Function zweyer veränderten 
Größen. | 
4r Es fen V irgend eine Function bon x und y⸗ 
Man ſucht die allgemeine Form der Differenz von Vdurch 
die Differenzen von x und y. Zur Erläuterung mögen 


- bie Benfpiele vorangehen, Es — 
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L V=ax+-bxy+cy: t+dx+tey+f. Dr 
Man fege x+Ax für x; y+-Ay fryı VHAV 
für V, ſo daß AV die Differenz: ift, um welche V fi 
verändert, wenn x ſich um Ax, und y fich um,Ay vers 
ändert, Zieht. man von der durch die Subſtitutionen 
entflardenen Gleichung die gegebene ab, fo ift 

AVY=(zax+by+d+taAx)äx 
+(2cy+bx+e-+t+cAy)Ay 
+bAxäAy. | 

Das erfte Glied ift die partielle Differenz von V, wenn 
x allein verandert wird; das zweyte die partielle 
Differenz von V, wenn y allein veränderlich gefegt wird; 
das dritte iſt die partielle Differenz des erften Gliedes, y 
allein darin veränderlich gefeßt, ober des owehten wenn 4 
allein — berändert wird, 
Es ſey Vzaxt + Pxy+ yxy* 4 dys, 
ſo iſt 
AYz(3 ax’ 28x5 84x Ax — 
HAXS)AxXx we 
+(30y° hayıytax+ göydy--yxAy- 
+3ay’)Ay 
+ (28x + 2yy + yAy+BAx)Axay. 
= Sa der Glieder ift dieſelbe wie in dem erſten Be 
ſpiele. 


— 


I. Noch beh =, =. fo ift AV= yax-ıay 





yyray) 
Ax xy. 
14 . a A — u 


.Ax.A J — 
— — Das erſte Glied iſt die partielle Diffe⸗ 


renz in a cht auf x, das zweyte in —— auf y; 


weil A: = — — 2·—⸗ — 
y © y+Ay y _..y(y+Ay) 


iſtz das dritte iſt die partielle Sn des erſten Gliedes 
Dos 


‚786 Differengen:Rehnung | 


in Rückſicht auf y, oder des zweyten in Rückſicht auf x. 
Daſſelbe gilt, wenn für x, eine Sunction von x, und für 

y eine Sunction von y gefeßt wird Dr 

42. Es fen. V irgend eine Function von x und y. 
Ihre partielle Differenz in Rückſicht auf x allein ſey PAx, 
und in Nückficht auf Yy allein fey die partielle Differenz 
—QAy. Die partielle Differenz von P in Nückficht auf 
y allein ſey pAy; und von Q in RMückſicht auf x allein 
fey fie g Ax. Durch die Subſtitution von x+ Ax für 
x verwandelt fih V in V-+-PAx, und diefe durch die 
Subſtitution von y+ Ay füry in V+-PAx+QAy 
+pAy.Ax Diefes ift die vollffändige verwandelte 
Funetion, da ſowohl y+Ay füry, als x+Ax für x 
Hefest if. Afoift AV=PAx+QAy+pAy.Ax 
Auf gleiche Are verwandelt ſich durch die Subſtitution 
von y+&y für y die Function V inV+Q&Ay; unddiefe 
durch Subſtitution von xXFAX für x in V+QAy 
+-PAx+gAx.Ay Hieraus it AV—=QAy 
+ PAx +qgAx.Ay. Aus der Wergleichung. diefes 
Werthes mit dem vorhergehenden folgt pAy.-Ax= 
qAx.Ay; alfop=q. | 

Die partielle Differenz von V in Rückſicht auf x als 
lein hat zur partiellen Differenz in Rückſicht auf y allein 
diefelbe, welche die partielle Differenz von V, in Rückſicht 
auf y.allein genommen bat, wenn in derfelben x allein: 
verändert wird, . . 

Der bier vorgetragene Jehrfaß giebt ein Prüfungsmite 
tel an die Hand, zu erfahren, ob eine gegebene Differen;, 
welche nebſt Ax und Ay auch Ax Ay enthält, von einer 
Function zweyer veränderlichen Größen entftehen könne. 
Die Gleihung p—=g ifteine Bedingungsgleichung 
für die Möglichkeit der Relation zwoifchen der gegebenen. 
Differenzengleihung, und einer zuftimmenden Gleichung 
für die Orößen felbft. | 
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43. Wenn von der Differenz einer Function fx pie 
Differenz, von diefer aufs neue die Differenz genommen, 
und fo fortgefahren wird, man mag nun julest.auf eine 
unveränderliche Differenz Fommen oder nicht, fo beißen. . 
Diefe Differenzen die Höhern. Die Differenz ber erften 
Differenz heißt die zweyte, die Differenz der zweyten 
heißt die dritte, u. ſ. f. Die Bezeichnungen fürd für diefe 
höhere Differenzen, Arfx, As fx, Atfx, etc. oder 
wenn fx ⸗2 iſt, A’z, A’z, Atz, etc. Gie werden 
auf diefelbe Art jede aus dev nächſt niedrigern hergeleiter,; 
wieAzausfx, indem naͤmlich für x gefegt wird x +Ax 
So wie die erfte Differenz den Factor Ax har, fo erhäle 
die zweyte den Factor Ax?, die dritte den Factor Axs, 

uff | 
| 44 Die höhern Differenzen find ſchon in der allges 
meinen Formel für die Differenz einer Function angee. 
wandt: nur find dabey die höhern Porenzen von Ax, 
nach der niedrigften, zu der Differenz gehörigen weggelafe: 
fen, weil diefe gar feinen Einfluß auf die entwickelte Fun⸗ 
etion, f(x+Ax) oder f(x+u), haben. 

45. Die zweyte Differenz entſteht aus drey Auf einan⸗ 
ber, folgenden Werthen der Function fx; die dritte dus 
vier folhen Werthen, u. f. w. (ſ. arithm. Reihen höh. 
Drdn.) Die Unterſchiede der Werthe von x könnten zwar 
ungleich genommen werden, allein alsdann ift das Geſetz 
zu beſtimmen, nach welchem ſich die zu den Werthen der 
Function gehörigen x verändern ſollen. Demnach wäre x 
eine Function einer Größe y, beren Unterſchiede gleich 
groß find, oder man muͤßte diefe wiederum eine Funetidn 
einer andern Größe v ſeyn laſſen, fo daß man jutest doch 
ben einer Größe ſtehen bleiben muß, deren Veränderungen 
gleich groß find, indem die zugehörigen Werthe der Fuͤn⸗ 
ction £x ſich ungleichförmig verändern. So wie jene das 
Maaß oder die Einheit für die erften Differenzen der 
Sunerion fx find, fo find ihre Quadrate es für die zwey⸗ 
ten Differenzen, ihre Cubi für die dritten u, fo f. Ohne 
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die Annahme einer beftändigen Differeriz finder Feine bes 
ſtimmte DBergleihung der höhern Differenzen Statt. 

Die zweyte Differenz von fx .dividirt durch das-Ona: 
Drat der unveränderlichen Differenz; von x Coder einer an⸗ 
dern, wovon x eine Function iſt) iſt im Allgemeinen. eine 
endliche Größe, als Gränze jenes Duotienten; eben fo die 
dritte Differenz von fx dividire durch den’ Eubus der uns 
veränderlihen Differenz; fo auch die vierte Differenz von 
fx dividirt durch das Biquadrat der letztern, we fe . : 

Az 452 A3z ze 

Auch find ga 3 Axraz? in A 

gemeinen endliche Quotienten. Denn der erfte kann anges 


A’z ax 
feßen werben als das Product Sr Aa Te zweyte 


Aiz AXx —— 
als das Product Tr T > der dritte als das Pros 


45z Ax’ — 
duet — — So auch bey Quotienten höhe⸗ 
rer Ordnungen. Ein Product von Differenzen, deren 
Ordnungszahlen die Summe m geben, gehört zu derſelben 
Ordnung mit A”z, oder zu dem men, und der Quotient 
Amse durch jenes Product dividirt, iſt im Allgemeinen eine 


endliche Größe. 
46. Exempel. Es ſey 2x, und Ax==conk, 


Gegt man Ax=u, fo ift 
Az= 4axdutr 6xu+4xud+ut 
Azm—ız2x’ut24x udt+ıygut | 
.sz—24 xu3 436u* 
4224 usús 
As »Z0 
Das erſte Glied jeder — — durch die zu⸗ 
gehörige Potenz von u dividirt, giebt die Quotienten 
pP 9 5 s, in(17.), fo daß nad) der Formel dafelbft 
xtus—=xt+4xursxurtgxuitnf, 
wie nach dem binomifchen Lehrſatze. 
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47. Erempel. Es ſey z=xy, und es bleibe unbe⸗ 
ſtimmt, ob von-x oder y die Differenzen unveränderlich 
find, Es ift Ä Ä 

| Az—yAxtkxAytAxdy. \ 
Setzt man x+Ax für x; yHAy für y;AxtAx 
für Ax; Ay+A’y für Ay, oder multiplicirt man die 
Differenz jedes Factors in den andern Factor, und Die 
Differenzen ſelbſt in einander, fo ift die zweyte Differenz 

Az—yäxtzäyAxtätyx 
+zAyA’xtaA’yAx: 

+4A’yA’x 
Hieraus wird auf diefelbe Art erhalten de 

SB3z—ydAix+3AyAx+3AyAxtäyıx 
+3AyA’ı +6A’yAtxtgAiyAx 
+34AyA3x+t34A’yA?x 
+Ayddx. | 

Man bemerkt bier leicht das Gefeß, nach welchem bie 
Differenzen der verfchiedenen Ordnungen mit einander ver⸗ 
bunden werden, und in den Abfchnitten der Differenz von 
z auf einander folgen, wie auch das Gefes, der numerifchen 
Coefficienten, 3 SE 


VII. Allgemeine Formeln für die Anfangs 


glieder der Differenzreihen. 


’ 


£ | | ofx 
48. Eine Function von x fey fx, und #5 


DIES. DEN ©. o4fx — 
*6; Ya 3 
o5fx 


TA zn etc Nun iſt 
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fx=fx | Ä | 


f(xtul=fxtau+ßu +yui+öus+sus+ete, 
fxt2uUJ=fx+2au+4Bur+ gyW+tısöuf 
| +32cuS-+etc. 
Kat3W)=fxt3aurgßur+t27yu+gröus 
 +243 8uUS +etc. 
etc. ei. on Ä 
Es iſt klar, daß die numerifchen Coefficienten in den 
Anfangsglievern der Differenjreihen von den fucceffien 
Werthen der Function, ober in Afx, Atfx, Asfx, 
etc. einerlen find mit den Anfangsgliedern der Differenzs 
reiben von den Potenzen der natürlichen Zahlen mie Ein: 
ſchluß der Null, nach ihrer Ordnung genommen. 


Nämlich | 
 Afx—autßurtywWw+töustsustere. 
fx 2Bur+6ywWi+ıgöut+ 30suS-+Fete, 
— ————— 
Afx—24öui+240suS+etc. 
Aſfx120 suſ +ete. | 
49. Kann man nun zwey Werthe einer Function für 
bie zugehörigen x, nebit den Differentialquotienten berechs 
‚nen, fo kann man jwifchen jenen Werthen fehr leicht fo 
viele Glieder als.man will ‚ einfchalten, - | 
50, Erempel. Es fyfx—=sinY, und f(x+u) 
= sin ( P+o) ‚fo ift x-0; uw; und «a—co[lG; 


i 5; I L-., 
Bm — „sin 0, y=— gold; DE 2 2, sn; 
+; colY; etc. Dadurch ift | 


& 
* 
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— 8 -: of. w3 
| + sin P.u1+ 2.,.00[9.0°— etc. 
Asind — — sind.w*— cal$.w+ 2 inp.ut 
+ LcofQ.ut etc 


Bsinp=—colP.u4 = sin®.ut+ 2 co[9. ws 


— etc, 
— sind. w++2c0o[l9.wi—— etc. 
45sin$—+co[l9.wI—etc. 

etc. 

IB. Es ſey P=42 Centeſimalgrade, und wı), 
nach derfelben Einteilung, fo daß 25 Aus | 
der Einleitung zu Hoberts umd Idelers Tafeln, ©, L. ' 
oder Callets Tafeln ift | 

lsin @=y, 78739 46195 — 10 
1cof9= 9, 89771 32994 7 120 
Ferner iſt 
Im=o, 49714 98727 
12. 104, 30102 99957. 
1lu==6, 19611 98770 — Io 
lw® = 2, 39223 97540 — Io 

Mir Hülfe diefer Logarithmen wird gefunden 

 col®.w == 0,000124 117259 

cold. wo, “onnan ananeı 

| sin®, 1 VER „15123 
Daraus ift für die Winkel 42°; 42° 1’; 42° a’; ete. 
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A sin 42°==+- 0,000124 109698 
Aas sin 42° -—— 0,000000 015126 
RE nl 9° 8 
übereinftimmig mit der Tafel der Differenzen a. a. O. S. 
AXIX, die dafelbft auf 28 Decimalitelleh berechnet find, 
allein auf eine mühſame Art, nicht durch eine allgemeine 
Formel. — | 
51. Erempel, Es fin fx— log. nat.sin ®, und 
f(x-+ u)=log.nat.sin(P+o), fo if — 9; u—u, 
colO 1 cold 





und — sing; P=— Zsinor’ ym-+ — 
32 2»+tcl20 (steof2P)cofp 

77285004 ? *7* 30 sin ®5 / 
etc, | | 


Verlangt man die gemeinen tabularifchen Logarithmen, 
fo müſſen die Differenzen mie dem Moduius des tabularie _ 
ſchen Syſtems multiplicire werden. Diefer ift 

M==o, 43 42944819 ., und 
logM==9, 6377843114 — ıo. 


2. B. 42 Centeſimale; = 10 = 2000 
Es iſt 





M.au = 0, 000879 471698 
M.Bw®=— 0,000001 426280 
M.ywW=+ 0, .2.... ..192553 
Mösrm—o, .... — 1 7 
etc. —— 
Hieraus iſt für die Winkel 42°; 42° 10°; 42° 203 etc. 
Alog. sin42°—+o, 000878 047341 
A® log. sin 42° — 0, 000002 841056 
A3log.sin42°—+#o,. Suse . 11427 
A4Acalog. sin 440 o,...:.. 834 


— 
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Diefe Differenzen ftimmen zu den aus Callets Tafeln her 
geleiteten, ganz genau, oder mit dem Linterfchiede eines 
Einers in der legten Ziffer. - Es ift 
| sin 42°=0,612907 053652 - 
lsin 42°== 9, 787394 619467 

‚Mit diefen und den gefundenen Anfangsgliedern ber 

Differenzreiben laffen fich für die folgenden Winkel die na: 
türlichen oder logarithmifchen Sinus finden, 


VII. Umgefehrte Differengen-Rehnung 


52. Bey der umgefehrten Differenzenrechnung ift es 
die Frage, aus einer Function von x, welche die Differenz 
einer andern Funetion von x- ift, diefe’legtere zu finden, 
In manchen Fällen dienen zu der Yuflöfung diefer Aufgabe 
die Differenzen, die aus allerhand. Functionen von x her: 
geleiter find. In vielen Fällen aber ift die Aufgabe nicht 
anders aufzulöfen, als daß die Differenz in eine Reihe ver: 

wandelt wird, wodurch die ihr zugehörige Function auch 
nur in der Rorm einer nicht abbrechenden Reihe erhalten 
wird. Es iſt ein ſolcher Fall, der in der Integralrechnung 
auch haͤufig vorkommt. Bey Differenzen mit zwey veraͤne 
derlichen Größen muß die Bedingung in (42) erfüllt ſeyn. 
33. Die Function fx nenne man die integri— 
rende Function in Abſicht auf ihre Differen; Afx, 
Es fey nämlich A der Werth der Function für xa, 
und Q ife Werth für xq, fo ift Q—A das Aggre⸗ 
gat aller Differenzen, die zroifchen A und Q fallen. Iſt 
A=-o, und find alle Differenzen gleihnamig, fo ift Q die 
Summe aller Differenzen zwifchen. den fucceffiven Wer: 
then von fx, vonobis Q, 8, s 
Wegen der Anwendung auf die Summirung der Reihen, 
und zur Erleichterung der Unterſuchung, wollen wir 
Axı ſetzen. 

54. Es ſey z eine Function von x, und Az—x, 
‚man fücht 2. Weil diefe Differenz ein Theil von A.x* 
iſt, fo fege man z=ax* +bx+c, nach der Methode ver 
unbeftimmeen Eoefficienten, Dadurch fl - » . 


754. Differenzgen-Rehnung 
Az—2axta+b Die Vergleichung mit dem gege⸗ 


— 1 
benen Werthe von Az giebt, a — ; und atb=o, 


L-, 
alob—— — , und die integrirende Function 


y_ Ir x0. Die Größe c iſt im Allgemeinen 


unbeſtimmt. In dem Unterſchiede zwifchen z und 
z+4z hebt ſich co, welches in beiden enthalten iſt. 

55. Es ſey Az—xt Mie vorher fee man 
z—ax’+bx’tox+td, fo ifAz=z3ax’+(3a+2b)x 
+arbtrc Die Bergleihung mit Az—x* giebt 
3amı;3a+2b=o; atb+c=o. Daraus wird 


die integrirende Function * — * + oxtd, 
sder zZ=x(x—ı)(2x—T)+rd 
56. Iſt Azx, fo iſt 
me at atCon. 
— x! (x— 1) 4Conſt. 


57. Iſt Azxt, ſo iſt 


1 1 —A— 
—⸗ x x X * x+Conf. 


x(x—1)(.x—1)(32°—3x— 1) +Confi. 


58. Es ſey Az= (mx a) (mx+m-+a), fo 
fans (ro), 


2* * (mx—m+a)(mx-+a)(mx-+m+a) 


Atäz=(mx+a)(mx+m+a) (mx+2m+a) 
ſo itt en 


1 
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2* == (mx —m-+a) (mx +a)(mx+m+a) 


x (m x+2m--.a), 
wo ‚die Conf. nach den Umftänden —— iſt. 


59. Es ſey A=— 


ſo iſt ⸗ laser : 
Sit az=— — (mx — —— — £ 
fo ift 


TEEN TEN, .(mx+(r-ı)m+a)” 


60. Es ſey 42* — .Dieſen Bruch zerle⸗ 


A 
ge man in die beiden ' Koxtı —— — — 


Man bringe jenen Bruch und dieſe auf gleiche Nenner, 
fo geben die Zähler die Gleichung, 
xpı=A(x+2)+B. 
Hieraus wird erhalten, A=ı;5 24 4 B; alfo 
B=—ı, und e iſt | 
1 1 


un 


I i 
x.x+2. x.xtı x.xtı.x+2". 
Folglich iſt aus (59.) 
I — 
| x 2x. x+ 5. 


« Diefen Bud jers 





A — 


61. Es ſey A2= <——T — 
lege man in die drey Brüche, 


— 
— — 


B 
x,x+ 1. TEST 1.x+2. 
A + 





C | 
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Die Nebuction auf denfelben Nenner giebt wittelſt der 
Zähler die Gleichung, 
s+ı.xX+2.=A.x+t2.x+3.+B.x+3. +6 
das ift 

x" +3x +2 Axt+(sA+B)c+6A+3B+C. 
Die Vergleichung der Coefficienten aufbeiden Seiten giebt, 
A=ı; — C=-+ 2, fo daß 

N 2 


ERF TU Re xt x. — —— 


+ — 1. Eur 2.xX +2 
Daraus folge 
en | 2 
nur 3X.X<F1.x +20 
— erhellt, wie die integrirende Funetion von 





RT gefunden wird, wennn eine ganze Zahl iſt. 


62. Man nehme die Winkel, P —a; 6; 0443; 
und mehrere auf beiden Seiten von P in Bi le 
Progrefiion, fo ift ( Goniometrie, 28.) 


sin @— sin (P —a)=2c0[(9—- «).. sin - a; 


sin(®-+a)—sinp—=acol($ + =a). sin Zu, 


Die zweyte Gleichung entſteht aus der — — 
O« für ® geſetzt wird. Setzt man die Differenz in 
der erſtern S2, Die in der jwegten =z-+ Az, fo ifl 


a 1 
z=-48ind.sin 0, sin — ei 
——2(1—cola)sin®. 
63. Ferner iſt 


old —col(Pp—a)=—2sin(P— — a), sin — 


roſ +F)—col$=—2sin (P+ — &) , sin * J 
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Seht man die Differenz i in der erftern Rn die 
in der andern S⸗ + Az, fo ift 


1 1 
Az=—4colp.sin or. sin 7* 


—— 2(1— cola) co[9.. | 
4. ft Az=sind, fo ift z eine Gumme von | 
5 deren Winkel in arithmerifcher Progreffion- find, 
und diefe infegrirende Function ift 
—sin® + sin (6 — — 

4 sin in} Fu 

wo im Menner auch 2 (7 — cola) gefeßt werben kann. 

65. Iſt Az=colP, fo iſt 
cof(9 — a) — cp 

4 sin Ja a" 


Ze EBENE 








2. 


IX. Anwendung auf die Summirung der 
Reihen. 


66. Es ſeyn y und Ay Functionen von x, wenn 
Axmı gefest wird. Man bezeichne die Wertche ver Fun⸗ 


ction y , welche den Werthen 0, 1, 2, 3...x—1, X 


x+ ı, von x jugehören, duh yo; Yı; y, 23 
y,3..Y, x—1)} Yı x; Y; (x + 1), wo x einen uns 
beſtimmten Werth der Sunctionalgröße, und y, x Die das 
ju gehörige Funerion bedeutet, Die Differenzen der lege 
tern bezeichne man durch Ay,0; Ay,ı; Ay, 23 . .» » 
Ay, x—ı; ay, x; Ay, x+ 1; fo daß 

yI—yo=zäAy,o 

Y2a—y,1=Ay,I 

y,37—):2 =Ay,2 


Ver) —y,(X—2) = Ay (x—2) 
y,X , —-y(x—1)=4Ay,(x—1) 
vxtDeyx  zmAy x. 


J 
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Hieraus erhellet, daß y, (x 4 1) —y0, die Summe ber 
Differenzen von Ay, o bis Ay, x iſt. Die Größe y,o 
ift eine Conftans oder auch Null, i 
67. Eine Reihe von Größen, die durch eine Function 
ben x gegeben werden, zu fummiren, fehe man diefe Funs 
ction als die Differenz einer andern Function von x an, 
und: fuche, diefe, nach der vorher gegebenen Anleitung, wenn 
ſolches möglich ift, In derfelben fege man x-+ ı für x, 
‚ und dann auch x==o, ſo iſt die gefuchte Summe gleich 
der Function von (X + 1), vermindert um die Conitans, 
die der Werth der Function fürx=o if. Die Summe 
begreift die lieder, deren Stellen 0, ı, 2,3 ...x 
find. , Auf ähnliche Art findet man die Summe der Glie, 
ber, deren erftes durch irgend einen beſtimmten Werth von 
x bezeichnet wird, | ee 


68. Wenn die Neihe der durch y- bezeichneten Werthe 
eine durchgehends abnehmende ift, fo find die Differenzen 
negativ; oder wenn diefe.als pofitive betrachtet werden, fo 
ift die fummirende Function negativ. Mehmen jene Were 
the ohne Ende ab, fo daß für ein unendliches x der Werth 
der Funetion —=o ift, fo ift das Anfangsglied, y, o, (für 
x==0) die Summe aller Glieder der zu fummiren vorge 
gebenen Reihe, abfolut genommen. 


69. Die Summe ber ganzen unendlichen abnehmenden 
Reihe ſey —A, die Summe der Glieder von dem in der 
Gtelleo, bis zu dem in der Stelle x, fey Y, fit A—Y 
die Summe aller übrigen. Hieraus fieht man, was die 
Megation der integrirenden Function bedeutet. Sieht 
man die Differenz in einer abnehmenden Reihe als pofie 
tiv an, fo finder man eigentlich Die Summe der Glieder von 
dem in der Stelle x bis zu dem unendlich entfernten ver: 
fchwindenden. Mimme man aber ſtatt diefer Summe 
die von dem Anfangsgliede bis zu jenem in der Etelle x, 
fo findet man für Ddiefe den Werth — Y, welches anzeigt, 
daß man die Summe Y von dem Anfangsgliede abjuzier 
ben habe, und die Summe der ganzen Neihe, namlich A, 
iſt die Conſtans. | 


A 
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70. Die Function y,(x + 1), nenne man.die fummas 
torifche Function zu der Function Ay,x. Go 
fern jene Function als eine Summe angefehen wird, iftxeine 

Zahl, die fih auf Ax=ı als ihre Einheit bezieht, Iſt 
‚x eine benannte Größe (Linie, Fläche, Zeit, u.m.), fo 
iſt Ax die Einheit zu diefer Gattung. Alsdann fege man 


_—u, oder behalte x als eine Zablgröße, mit der Ber 


Axx 


nennung ihrer Einheit, und verfahre eben fo ben andern ber 
nannten Größen. = 

71. Die fummatorifhe Function wird durch den vers 
gefegten Buchſtab S oder & bezeichnet, folgenvergeitale 
8. Ay, oder 2.Ay, mo Ay das Glied einer Reihe im 
der Stelle x ift, und durch eine Function von x gegeben 
wird; Ä | 

72. Erempel, I. Die Summe der Cuborum der nas 
. türlichen Zahlen von o Bis x zu finden. — Man fete 


t 1 1 en 
ay= x?, ſo ifty= z xt 7* 4 — (x-1)", 
aus (56.). Setzt man hier x-+ ı für x, fo ift 
1 
I. fi (x Fı)'x".. Die Eonft. ift Hier—o. 
Weil die integrirende Function die Summe bis zu dem 
Gliede (x — 1 giebt, fo addire man zu jener noch das 
TU: 
legte Slied, x’, undes ift a x4 + —x3 +7 x®, 
. 73. Erempel. II. Die Summe der Biquadrate der 
natirlichen Zahlen von o bis x zu finden. — Man feße 
I 1 I I 
— — —22*5 * 
Axt, ſo iſt y — * 2784 — — * 
aus (57.). Setzt man in dieſer Function x + ı flir x, oder 
1 


I u": X i 
ı 4 N » 4. — 6 — 4 — —— . 
— — *7———— 5* 


800 Differenzen» Rechnung 
+ i “ L . .r j 
ober. 5. xt. To rlarr)exrt+ 2) 
Gwt3—). 22 
Bergl. arithm. Reihen höherer Ordn. ©. 201. 
74. Exempel. IIL Die Summe der Produete, 
1.22.3434... +x(x + f), oder der doppels 


en Triangularzaßlen zu finden. — In (58.) fege man 
ao,und m=ı, fodaß Ay=x(x+ı)fy. Da 


| durch fty= 7 —I)x(X +1). est man in dies 
fer Function x+ 1 für x, fo erhält man S.x(x-+ı) 
=- x(x+ ı)(x +2). Diefer Werth wird =ı ‚2 


für x—ı1, wie es ſeyn muß, daher Conft. = o iſt. 
Das durch y,o in (66.) bezeichnete Glied ift hier = o, 
daher braucht man Feine Conſtans, auch wenn man die 
Reihe mit 1. 2 für x==1, anfängt. 
75. Epempel IV. Die Summe der Probucte, 1.3: 
+3.5....r0Xx+ 1) (2x 4 3) zu finden — 
In (58.) ſetze man m 2; amı, fo it Ay= 


@x-+ı)(2x+3), und y=ztx—ı)ax+n 
(2x +3). In diefer Function werde x 1 für x ges 
| fest, fo ift $.C2 x+ Dax+9=zax+2) > 
@x + 3)axt5)r Confi. Sürx=o iſt die Sum⸗ 
| me das erſte Glied, 1. 3; alſo iſt x 37. 1.3.5+C. 


und Con. 5, fo daß S.Cax + ı)(2x+3) 


=; Gt s)axt2axtr s)+z : 
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76 Exempel. V. Die Gimme: der Prödnere 
1.2. Pie 3.44 3-.4.5...+xX(xX+ı)(x+2) 
iſt = St) (ca) (43) | 


. 77. Erempel. VI. Die Summe der Ptobuite 
I.4. 274 . 10.. (38 1)6* XX 4) — 
it 75 (3x+ nt aut 
er i 
gi 3 
Srempi Die — der Quotienten 


— tun —— 1) iſt 
ur a | —2 
* — Dan in os feße Man m— 13 io, 
fo ift die infegrirende Funetion =— — , und daher. 

NEE — — Mirgeorf 
ar) Conkt. — ür 221 ft 
—_= Con — =; alfo Conf. = ı, und die 

u ER - 

Summe = 1 — re Die Gränje, 


welcher fich die Summe immer mehr nähert, je großer x 
genommen wird, iſt = 1, oder bie Conft. (f, 69.). 


79. Die Summe der Duotienten —— + — 


1.2.3 2.3.4 
+ tee 





3. — x(x+ı)(x+2) 4 


1 
— — a — 
—— — Die Granze der Summe iſt 


s80. Die Reihe der Sinus der Vielfachen von dem 
Winfel a, 

Sina tsinsatsinge. en 

; Eee 


Br | Differenzen Rednung 


zu fummiren, fege man sin nam Ay, Kus (64.)- iR, 
Ben: daſelbſt P= na gefegtwird, 
—sinna sin (n — 1 ya 
> Dee. ma Zt nee 
qsinza 
In dieſem Ausdruck ſetze man (nt ı)a fürna, weil 
u na für x in (66 ü. 67.) ſteht. Dun ift ‚, mit Beys 
* fügung der Conftans, welches am bequemften in dem äh 
ler des Bruches „gefchieht, 
—sin(n+r)a+sinn«+Conf. 
- 4sin#a* i 
Für no ift die Summe —=o, alfo Col, = sine, 
Oder auch fürn iſt die Summe —sina, Alſo iſt 
—sin2a+ sina+ Conft. 
4sin}a® 
C-+sina—2sina.cola=2( r—cola)sine, 
welches ebenfalls C=sina giebt. Golcergeftalt iſt 
sin«+sinn«a—sin({n-+ ı)« 
asin}a® 
| Da sin (n-+ + r)a—sinna= 2cof(n+%)a.sin}x, 
und sina=——2colfa sin$a ift, fo iſt der Zähler dieſes 
Brüuchs S2 (colfa— cof) (n-+$) a(sinda m 
4sin$ (n-+ ı)a.sinäna. sinta, alfo | 
—— a. sim n a 
sin J a 
81. Die Reihe der Coſinus der Vielfachen von «, 
‚coia+ col2e-+ col3a vu... +coflne, 
au ſummiren, ſetze man coln *25 ſo iſt aus (65.) 
col(n—1)a—colna 
Ä .  zsinza® j 
Daraus iſt, auf ähnliche Art, wie für die Sinus, 
— 1-+cola+cofna —eol(n+r)« 
4 sinza® * 
| Verwandelt man den Zähler in ein Product, fo iſt derſelbe 
juerft —=2 (sin (n4+-$)a—sin$ a)sinda; und fan 
Bgealfln-hr)e ain àn a. sinda, 


$.sinna= 


=sin«, oder 


=. sinna= 


=. sinna=z 


Z.cofna= 


Alſo ift . | Pr 
| col$( ı)a.sint | 
— ent ne 


X. Geſchichte der Differenzenre chnung. 


In der methodiſchen Anordnung der mathematiſchen 
Unterſuchungen muß die Differenzenrechnung vor der: 
Differentialrechnung borangehen. Die legtere iſt aber 
früher bearbeitet. worden als jene, Die geomettiſchen 
Tragen über berührende. der Curven, ihre Quadraturen, 
Eubaturen, Rertificationen, größte und kleinſte Ordina⸗ 
ten, u, m. führten auf verſchwindende Differenzen. Diefe - 
Suse waren im ı7ten Jahrhundert die intereffanteffen. 

utwickelungen einer Function durch Potenjen der Ber: 
änderung der: Sunctionalgtöße fegen ſchon höhere analyti⸗ 
ſche Unterfuchungen voraus, um Bedürfniß zu werden, 
Summirungen von Reihen bewerfftelligte man auf dieſe 
ober jene Art, ohne auf den leichteften Weg, duch Be⸗ 
trachtung der Differenzen, zu gerarhen. Inzwiſchen bat 
Libnitz mic foftemarifchem Scharffinn fich den eg zur 
Differentialrehnung durch die. endlichen Differenzen ges 
bahnt. In einem Briefe an den Abbe Cont erzählt et, 
daß er anfangs die Marhemarif nur als Mebenfache ges 
trieben, ‚und ſich um manche in ber Zeit feiner Jugend 
merkwuͤrdige neue Unterſuchungen nicht bekuͤmmert habe, 

Aber die Eigenſchaften der Zahlen zu entdecken, habe ihm 
Vergnügen gemacht, wie feine frühzeitige Abhandlung über 

die Combinationen vom J. 1666 bezeuge, Bald habe 
er die Anwendung der Differenzen auf Summirungen ges 
funden, umd ſie bey Zahlenreihen gebraucht, Weiterhin 
fey er endlich auf feine Differentialrechnung gefommen, 


woben ihm. insbefondere feine frühern Bemerfungen über 


bie Linterfchiede ver Zahlenreißen die Augen geöffner hätten. 
Denn nicht durch die Slurionen der Linien, fondern durch 
bie Unterſchiede der Zahlen fen er dazu gelangt, vermittelſt 
dee Bemerkung, daß diefe Unterſchiede auf ftetige Giro. 
Benreißen angewandt, verſchwinden, in Dergleichung der 


30 Differenzen⸗Rechnung 


Größen, wovon fie die Unterſchiede find, dagegen ſie in 
den Zahlenreihen als eigentliche Größen bleiben. Ich glaube, 
fege er. hinzu, daß diefer Weg ganz analhtiſch ift, da die 
geomerrifche Differenzenrechnung, welche mit der Fluxio⸗ 
nenrechnung einerley ift, nur einen befondern Fall der alls 
gemeinen analyrifchen Differenzenrechnung ausmacht, der - 
durch Die verſchwindenden Größen leichter wird, als der 
. mit endlichen Differenzen. | 
Die Verbindung zwifchen der endlichen Differenzene 
rechnung und der Differentialrechnung Fann nicht beffer dar⸗ 
geſtellt werden, als es hier von Leibnitz ſchon gefihehen ift. 
Man erkennt daraus feinen fcharfen ſpähenden Blick in 
unbekannte Gegenden der Wiſſenſchaft, und erhält daher 
einen hinreichenden Beweis, daß er die Differentialreche 
nung durch fich felbit gefunden babe. ER 
- .. Memwrons Methodus differentialis, die 171 1 zu⸗ 
erft gedruckt worden, enthält, wie vben ©, 216 angezeigt 
ift, nur Merhoden zum Einſchalten, mittelſt der fucreffi« 
ven Differenzen gegebener Glieder einer Reihe. Die erſte 
- Schrift, worin die Differenzenrechnung auf eine ver Diffes 
renfialrechnung analoge Art abgehandelt, und mit diefer in 
Derbindunggebrachtift, iftMethodusincrementorumdi- 
recta etinverfa,auctore Brook Taylor. Londini 17135 
118 pag. 4, in zwey Abrheilungen, von welchen die zweyte 
die Auflöfungen wichtiger marhematifcher und phnfifalifcher 
Aufgaben, größtentheils aber durch Sinfinitefimalrechnung 
‚enthält. Die Notation ift unbequem. Die Differenzen 
werben ducch Puncte oder -Fleine Buchftaben, als Zahlzeis 
chen, unter ven Symbolen der veränderlichen Größen ans 
gedeutet. Die Anzahl der Puncte oder der Buchftab zei⸗ 
en die Ordnung der Differenz an, -eine Nachahmung von 
ewtons Vezeichnung der Differentiale, nach welcher 
Puncte über den Symbolen der veränderlichen Größen 
Differentiale andeuten. Durch Strichelchen über und 
unter den Yuchftabenzeichen werden die aufeinander fols 
genden Glieder einer Peihe angegeben. Der Vortrag in 
diefer Schrift ijt durch Bezeichnung und Kürze nicht leicht 
faßlih, Doch ift fie wegen der neuen Methode wohl 
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werth, daß man fie burchgehe, wenn man mit ben Mares 


rien fchon befannt if, Die Formel in (16.) für die 


Entwicelung der Funetion, f(x +u), ift darin der 7te 
Satz. Siee iſt dafelbft aus denfelben Gründen, wie bier 
gefchehen ift, hergeleitet, namlich aus der Formation einer 
arithmetifchen Reihe irgend einer Ordnung durch. die Ans 
fangsglieder der Differenzreihen. Zaylor nimmt nur die 


Stellenzahl des entwickelten Gliedes für eine ganze. Die 


wichtige Formel in (17.) ift bey Taylor das: zweyte Corol- 
larium des ten Gases. Er findet fie unmittelbar das 
durch, daß er die Incremente als verſchwindend bereachter, 
und num für fie die ihnen proportionalen Fluxionen (Difs 
ferentiale) fegt. Dadurch. werden in unferer Formel die 
Factoren u, u—Au, u— 2Au, u— 3Aueetc, 
ſich alle gleich, jeder =u, und die Coefficienten P, Q,K, 
etc, werben Differentialquotienten der ſucceſſiven Ordnun⸗ 


a, Ir. Fy | 
gen, zZ » Daran fo daß ber Satz bey Tay⸗ 


lor die jetzt gewöhnliche Form, bis auf bie Bezeichnungs⸗ 


art, hat. In dem zıten Gage find zwey Integrations⸗ 


formeln für fy9x enthalten, die mit der Entwicklungs  . 


formel nichts gemein haben, als die Fortfchreitung mach 


den fuecefliden Differentialquotienten. Sie find allgemeiner 


als eine ihnen ähnliche, welche Joh. Bernoulli fchon im 
J. 1694 befannt machte, und fie al& die allgemeinfte im 
ihrer Art angab. Denn in der Taplorfchen Form läßt 


ſich das conftante Differential fa wählen, daß die ſucceſſi⸗ 


ven Differentiationen möglichſt einfach ausfallen, da im 
der Bernoulliſchen Form das conftante Differential ein bes 
flinmtes ift. Davon aber noch in den. Integrationsme⸗ 
thoden. Die Formel wirb in dem ı 2ten Sage noch auf 
Integrale höherer Ordnungen erweitert. In dem 13ten 
Satze, dem erſten der zweyten Abtheilung, wird gezeigt, 
wie aus einigen gleich weit abſtehenden Gliedern einer 
Reihe ein anderes Glied durch ſeinen Abſtand von einem 
ber beiden ãußerſten Gliedern annähernd gefunden werde; 
in dem ı4ten Gage, wie die Summe der Glieder aus demg 
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Geſetze der Formation hergeleitet wird, wenn es möglich 
iſt. Dazu iſt in der erſten Abtheilung durch Bemerkun⸗ 
gen uͤber die umgekehrte Differenzenrechnung Vorberei— 
tung gemacht. Tanlor lieferte darüber noch Nachtraͤge in 
den englifchen Tranfactionen. Die übrigen Sätze enthals 
sen Anwendungen der Sinfinitefimal Differengen. 
Bald nach ihrer Erfcheinung fand die Zaylorifche 
Schrift einen Commentator an Nicole, derin den Mem. 
de ]’ Acad. des Sc. 1717, 1723 und 1724, die Methode 
und ihre Anmendungen fehr gut erläuterte, allein niche 
fiber die erften Differenzen hinausgieng. Er zeigt, wie 
Reihen, deren Glieder Producte aus Sactoren in arithmes 

-  tifcher Progreffion find, fummirt werden; auch, wie bie’ 
Summe von Brüchen gefunden wird, deren Nenner zwey⸗ 

theilige Factoren von einer gewiflen Form enthalten. 

acob Stirling handelte die Differenzenrechnung 
ausführlidy ab in der Schrift: Methodus differentialis : 
five tractatus de [ummatione et: interpolatione [eri- 
erum infinitarum, Londini 1730, 153 pag. in 4. 
Es fommen darin feine und ſchwere Linterfuchungen über 
die Summirung und ſolche Verwandlungen der Reihen 
vor, wodurch fie fehnellee eonvergirend gemacht werden. 
Merkivürdig find Die Methoden, aus der Relation der Difs 
ferenzen das fummatorifche Glied. in Geftale einer unende 
lichen Reihe zu liefern, deren Glieder Brüche mit Factoren 
in arithmetiſcher Progreffion im Menner find. Auch 
zeigt Stirling, wie man, nachdem das fummatorifche Glied 
nahe gefunden ift, eine Ergänzung wiederum nahe, und 
zu dieſer wieder eine Ergänzung fortfchreitend finden konne. 
Euler hat in den beiden erften Kapiteln EEE 
rentialrechnung (1755) die Rechnung mir endlichen Diffe⸗ 
renzen fehr lichtwoll vorgetragen. Er iſt der erfte, der bie 
umgekehrte Methode der Differenzen ausführlich behan⸗ 
delte, wiewohl er doch bey Formeln mit einer veränderlichen 
Größe ftehen blieb. Er macht den Übergang zu der Differens 
tialrechnung mit der Bemerfung, daß die Analyfis_des Un⸗ 
endlichen nur ein befonderer Fall der Methode der Differens 
zen fey. Mur läßt er dadurch eine Dunkelheit oder giebt 
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Beranlaffung zu Schwierigfeiten, daß er flir bie endlichen 
Differenzen unendlich Eleine oder dem Michts gleiche Dem 
. änderungen feßt. | u 
Unter den Snglandern hat noch Emerfon, Verfaſ⸗ 
ſer vieler mathematiſchen Lehrbücher, im J. 1763 eine 
Schrift fiber die Differenzenrechnung (the method of 
Increments) herausgegeben, welche Hutton und Ja Lande 
fehr rühmen, | | ; 
. Boffür hat in der Encyclopedie methodiqus, 
diefe Rechnung fehr deutlich in dem Artikel differences 
Anies, borgetragen, und hernach noch ausführlicher.in dee 
Ginleitung zu feinen traites de Calcul differentiel et, 
integral, à Paris, an VI. Auch hat Coufin in feinem 
traite de calcul differentiel et integral (a Paris an 
IV. 1796. in 4.). in der Einleitung, Cap. 3. eine fehe 
“gute nur kurze Überficht dieſer Lehre gegeben, und. zu Ende _ 
des Werks höhere Unterfuchungen über bie Integration 
der. Gleichungen mit endlichen Differenzen mitgetheilt. - - 

In den deuefchen Jehrbüchern der Markematif ift bie 
Unterfuchung über die endlichen Differenzen der Functio⸗ 
nen faft ganz vernachläflige. Etwas findet man in Seg⸗ 
ners elementis Analyfeos infinit. fect. 13, und 20, 
und in Pasquichs mathemat. Analyfis, ı2. Th. 16ten 
Abſchn. Segner macht dadurch eine Verwirrung, daß et 
eine Sormel mit endlichen vollitändigen Differenzen eine‘ 
aequatio differentialis eompleta nennt, und bie Diffes 
tentialgleichungen als die unvollfländigften anſieht. 

Zu diefen literarifchen Bemerkungen füge ich noch die 
Nachrichten von den neueften Bernühungen der franzefis 
ſchen Analnften aus Montüctla Gefchichte der Mathem. 
3 Th. 256. f. ©. bey. _ u = 
Die ſchwere Theorie der Integration von Gleichungen 
mit endlichen Differenzen zwifchen mehrern verämnderlihen 
Größen, die felbit Euler unberührt gelaffen hat, ift von la. 
Grange in dem erften Bande der Turiner Abhandlungen 
(1759) vorgenommen worben. Er behandelt fie auf eine 
ähnliche Art wiedie Differentialgleichungen dieſer Gattung 
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Ind gelange dadurch zu Integrationen endlicher Differen, 
gen, die bis dahin auf Feine Weiſe zu erhalten gemefen 
waren. 2 | | | | 
Condorcet unternahm über diefe Differenzengleidh: 
ungen eine ähnliche Bearbeitung , wie es von ihm mit den 
D ifferentialgleichungen gefchehen mar. In den Memoiren. 
der Afademie vom J. 1770 lieferte er die Bedingungsglei⸗ 
chungen, welche zu erfennen geben, ob eine Gleichung mic end: 
lichen Differenzen auseiner um einen Grad unmittelbar nies 
dri gern entftandenfenn Fonne, und dann, wenn diefes möglich 
Hr, fucht erdie Mittel, diefe Gleichung aus jener herzuleiten, 
wo von er auch einige Benfpiele benfügt. Kine weitere 
Atısführung feiner Theorie eheilte er in dem Jahrgange 
‚für 1771 mit, Freylich Bat die Entdeckung jener Gleich: 
ung große Schwierigfeit, eben fo ‚wie in der eigentlichen 
Arıregralrehnung. Wenn man fieht, wie fehr verwickelte 
ifferengengleichungen auf Die integrirenden gebracht wer» 
dert, fo möchte man faft glauben, ‚daß diefe fchon zum bors | 
aus befanne gemwefen feyn. Diele Lefer werden wuͤnſchen, 
daß Condorcer fein Verfahren deutlicher und ausführlicher 
en cwickelt hätte. Aber er ſcheint nur für feines gleichen 
gaben ſchreiben zu wolleen. — 
Eine neue Erweiterung erhielt dieſe Rechnung durch 
fa Place in zwey Abhandlungen, die in den Mem. pres 
fentes, T. 6. et. 7. enthalten find. . Darauf: lieferte 
diefer große Analyft noch eine lange Abhandlung in den 
Diemoiren der Akad. von 1773 ;: über. bie linearifchen 
Gleichungen mit-endlichen Differenzen, worin die Frage 
üft, bey einer gegebenen linearifchen Gleichung mit endlichen 
Differenzen, erftlich zu beſtimmen, ob für fie ein integral 
von einer gegebenen Korm möglich ſey, zwentens in dem 
Falle der Möglichkeit Die Einrichtung fo zu treffen, daß fie 
nach den Methoden bey Differentialgleichungen. infegrirt 
werben Fönne; bey welcher Gelegenheit eine Methode, 
die Euler angewandt bar, eine Differenz der jmeyten 
Ordnung auf eine von der erften zu bringen, ermeis 
tert und vollkommner gemacht wird. La Place jeigt zu— 


‚Differentiate es 


gleich ben großen Mugen der Rechnung mie endlichen — 
Differenzen in der Verbindung mit den partiellen Diffe⸗ 
rentialen, da die Beſtimmung der willführlichen Functio⸗ 
nen oft. von der Integration der erftern abhängt 

Diefen wichtigen, aber fchweren Abhandlungen mag 
man noch eine benfügen, welche Charles im J. 1783. 
der Afademie der Wiflenfchaften übergab. Man muß bes 
— * ihr Verfaſſer ſo frühzeitig durch den Tod hin⸗ 
gerafft iſt. | Ä 

Differentiale find die Glieder des Verhältniſſez 
ber Veränderungen zweyer oder mehrerer zufammengehöris 
gen Größen, foferndiefes Verhaltniß nicht von der Quan⸗ 
titaͤt der Veränderungen, fondern bloß von den veränder⸗ 
lichen Größen abhängt. Nämlich, wenn zwifchen zwey 
Größen, x, y, irgend eine Relation feitgefegt ut, und 
diefe Größen um Ax und Ay ſich verändern, fo bleibt bie 
Relation zwifchen.x + Ax und y+-Ay biefelbe wie zwi⸗ 

fchen x und-y, und das Verhaͤltniß Ax:Ay hängt theils 

von biefer Melation, theild von ber mwillführlich zu beftims © 
menden Quantität der Veränderungen ab. Betrachtet 
man das DVerbältnif der Veränderungen. ven x und y 
nur bloß in Nückfiche auf die Beftimmung durch die Ne: 
latien jroifchen diefen Größen, fo ift es ein Differens 
tialverhältnig, und die Glieder deffelben heißen Dif— 
ferentiale. &o heißt auch der Theil des Duotienten 
= ‚ ber von ber Quantität der Veränderungen unabr 


haͤngig ift, ein Differentialquotient. Das Diffe⸗ | 
rentialverhältniß für die Größen x, y wird bezeichnet durch 


| — ° 
8x:9y, und der Differentialquotient. durch 3 oder 


OxX | | \ 
Es ift nöthig, das Differentialzeichen durch eine has 
fondere Korm des Buchftabens vondem Großenzeichen zu un⸗ 
terfcheiden, In Frankreich, und in den neuern Abhandlun⸗ 
gen der Petersburger Akademie, hat man dies angefangen, 


% 


sie | Differentiate 


und in bieſem Worterbuche wird das Differentiatzeidien 
Durch das gebogene 8 ausgedruckt werden. Bis faft hier» 
ber ift in dieſem Werke dafür das curfive d gebraucht, : 


Ein paar leichte Benfpiele werden diefes ganz deutlich 
mahen. Esfyyym=ax, die einfachfte Gleichung für 
die Parabel, Nun ift auf (y+Ay),=alx+öx) 
. Zieht man jene Gleichung von dieſer ab, fo bleibt. „ ». 
ayAy-+Ay=adx. (Wegen ber Bezeichnung der 
Differenzen oder Veränderungen, ſehe man den Attikel 
Differenz). Nun iſt Ax:Ay=2y+Ay:a Das 
Verhãltniß der Veranderungen hängt alfo eheilß bon y, 
sheils von Ay ab, Betrachten wir das Verhältniß, fo 
fern es von y.allein, und nicht zugleich von ber 
Quantität, die man ber MWeränderung Ay giebt, 
abhängt, fo iſt 8 — 2y: a, und dieſes wird zum 
Unterfchiede von jenem durch x; dy, bezeichnet, fo daß 
8x:y 225ꝛ4 iſt. 

Es ſey aax—xx=yy, die Gleichung für den 
Kreis, piftaa(x+Ax)—(x + Ax)”—=ly+ Ay)" 
Daraus it zadx—2xäxı—Ax’— — 
und 
| Ax: Ay=ıy+Ayisa—ax—Ax. 

Das Differentialverhäleniß iſt 

Oox:Oymyiıa—x. 

In beiden Beyſpielen kann 9x gegen Oy unvergleich⸗ 
bar flein werden, wenn namlih,y=o gefegt wird, in 
dem Anfangspuncte der Curve. Am Kreife iſt Oy gegen 
dx unvergleichbar Flein, wen x = a a genommen en 
woburh y==a wird. 


Die Differentialverhältniffe find von dem wichtigſten 
und ausgebreitetften Nutzen Denn fie find harafteris 
ftifh für die Relation der veränderlidhen Grö— 
fen, eben daher weil fienicht von der willführlichen Quan⸗ 
 tieät der Veränderungen abhangen. Die Relation der 
Größen beftimme ganz allein das für fie. geherige Differene 
tialverhältniß, und dieſes hinwiederum jene, bis auf die un⸗ 
MER Größe, welche noch in die Gleichung zwiſchen 
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den Orsßen einzuflißren ſeyn mag, eben fo tie ben ber Be⸗ 
flimmung derfelben aud den endlichen-Differenzen. 

Dieſes auf die allgemeinfte Arc voflfommen einzufehen, 
bient bieindem Artikel Differenzenrechnung (17.) gefundenẽ 
Formel für die endliche Veränderung einer Function von x, 
wenn x fih um die Größe u ändert. Es iſt k(x 4u) 


‚—fxı—pu +Zqu' + — ru + Freien etc. 


Der erſte Theil ver Gleichung bezeichnet die Veränderung 
der Function, der zweyte ftelle ihren Werth durch die Vers 
änderung w der Functionalgröße x dar. Man fege 


‘ ä 
fx—y, und u=Ax, fo if & =p-+ qAx 


ar rAxt + 7⸗ Ax® etc. und p, als der von 
Ax, und dadurch auch von Ay, unabhängige Theil des 
Duotienten der Veränderungen, ift der Differentialquos 
tiene für Die Function von x in Beziehung auf. x, 
Nun ift eben fo q. der. Differentialquotient für die 
Junction p; ferner r der Differentialquotient für die 
Junction sg u. ſ. f. (a. a. O. 18.) Demnad find 
durch p bie Functionen q, r, s, etc. beſtimmt, und 
dadurh der Duotiene der Differenen Ay, Ax, 
und dadurch für jedes x -+-Ax die zugehörige DBeräns 
derung y+Ayy-+ Ay. Folglich erhellt, wie die Fun⸗ 
etion p charakteriſtiſch ift für die Function von x, oder fie 
vollkommen, bis auf die Conftante, welche allen Werchen 
der Function gemein ift, beftimme. u 


— p iſt es, welche durch das Symbol 
‚eines Quotienten > bezeichnet wird, ſo daß Ox: ODy 
1 P iſt. Die Größenzeichen x, y zeigen bie zuſammen⸗ 


gehörigen verãnderlichen Größen an, von welchen y ir⸗ 
gend eine Sunetion ber andern x if. Das vorgefegte 
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. Büchfbengeihen 2 giebt Bloß den Licfprung ber Funerion 


p = zu erfennen ‚ daß fie der wefentliche und das 


| | A 
ralteriſtiſche Theil des Quotienten T-, der endlichen 
Veränderungen von x und y, iſt. u 
.. | 
Die Formel p= Fr ift Eeine abgefürzte, Was aus 


ber Formel: für die endlichen Differenzen weggelaſſen 
wird, wird nicht als Null, oder ala unendlich -Elein, oder 
als unvergleichbar Flein betrachtet,‘ fondern es wird wegge⸗ 
laſſen, weil es gar nicht ju demjenigen gehört, was man 


| Ö - 
Durch dag Symbel — bezeichnet. Es gehört zu der 


y 


Beſtimmung der Duantifät dee Veränderungen, von wel: 
her in der Differentialrechnung fo wenig die Frage ift, 
baß man vielmehr forgfältig zu verhlicen hat, fie als eine 
Rechnung über Duantität ber Veränderungen oder inter: 


ſchiede betrachten zu laſſen. Es ift hier eingang anderer all, 


als bey adgefürzten Formeln und Gleichungen. In ſol⸗ 
hen gehört das weggelaſſene weſentlich zu einer Größe, oder. 
zu ihrer Melationgegen andere, allein es bat, untergemwiffen 
Bedingungen feinen erheblichen Einfluß auf die Beſtimmung 
ihrer Quantität, und wird bloß als minder mwefentlich weg: 
gelaffen. Um allen Mißverftand zu verhüten, fage man 


€ r 
nicht, * iſt gleich einer gewiſſen Funetion von x und y, 





ſondern, 3 I jeigt eine Runction von x und yan. Je⸗ 


ned kann die Vorſtellung von einer befondern Größe er: 
wecken, die in der. Form noch von der Function unterfchie 
den, und auf irgend eine andere Art gegeben oder angenom: 
men wäre, = Ä Ä 

Die Symbole dx: Oy heißen die Differentiale 
von x und y; allein man muß fie durchaus nicht als Grö⸗ 
Gen betrachten, fo klein man dieſe ſich auch vorſtellen möch⸗ 
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#e, Denn dadurch fest man eine Mäßerungsgleichung , 


anſtatt der genauen umd vollfländigen, welche noch die Por 
tenzen von Ax enfhält. | 


Darum follte man genauer Weife im Gingulari nicht 


ſagen, dad Differenrial, weil diefes eine Quantität auf vers 


ſteckte Art in ſich ſchließt. Ein Differential beziehe fich 
immer als Verhältnißglied auf win anderes Differential, 
Inzwiſchen ift es zur Bequemlichfeit des Ausdrucks wohl 
vergönnt, durch: Differential im Singulari eines der Glies 
der eines Differentialverhältniffed zu bezeichnen, eben 


ſo wie die Differentiale ihre einzelnen Symbole ha⸗ 


ben. Man kann nur nicht, wie bey endlichen bee 
ftimmbaren Größen, vie Differentiale auf zweyerley Ark 
ausdrücken, einmahl durch die ihnen beygelegte Quantität, 


das ift, durch ihr Verhältniß zur Einheit oder einer andern 


gegebenen Größe, und dann noch durch bie ihnen proportio⸗ 
nalen Größen, die ihr Verhältniß angeben. | 

Die Differentiale kann man auch nicht als Null bes 
frachten, weil fie dadurch aufhören, Differenzen zu ſeyn, 
und weil es auch nicht begreiflich iſt, wie eine Rull fich 
mit einer andern Null vergleichen laffe. Kin Differenz 
tial ift oft in Vergleihung mit einem andern Null, wie 
oben in den Benfpielen von der Parabel und dem Kreife 
angemerft ift. Das Differential einer Function, deren . 


Werth ein Größtes oder Kleinfles iſt, ift-für diefen Werth 
genau Null in Bergleichung mit dem Differential der Kunz 


etionalgröße. Es gabe alſo ein Null, das mehr Null 

wäre, als ein anderes Null es ift. | — 
Um die Schwierigkeit, wie Differentiale weder etwas 

noch Null ſeyn können, zu löſen, gehe man auf den Ur⸗ 


| | Ö | 
fprung derſelben zurück. Es fl ben charafteriftis 


P | ö — 
ſchen Theils p des Quotienten *. der Veranderun⸗ 


gen von y und x, bedeuten. Sollen oy und 9x nicht 
bloße Buchſtabenzeichen zur Bezeichnung des Urſprungs 
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ber Bunckion p ſeyn, fo find es feine Veränderungen ber 
Größen x und y, fonbern zwey zufammengehorige Größen, 
‚ bie mit jenen in eine gewifle Verbindung gebracht werben, 
wie die Eoordinaten der eine Curve berührenden geraden 
mit den ECoordinaten der frummen Linie. Die Quantität 
biefer nebenher eingeführten Größen bleibe willkuͤhrlich; 
nur ihre Verhältniß ift durch die Function p beflimmt. 
Oder man fege, da, p eine bloße Zahlgröße if, px—t, 
fo ift das Verhältniß t: x gleich dem dy : 9x, und man 
fann für die Differentiale die endlichen, ihnen proportiona⸗ 
fen, t, x, nehmen. Meben den beiden entgegengefegten 
Begriffen, Etwas und Nichts, giebt ed noch einen Bes 
griff, nämlich verhältnigmäßige Größen. Diefes wich 
durch die folgenden Betrachtungen noch deutlicher werden. 


Aus der Formel für die endlichen Differenzen, . 
1 1 Ren 
| = r+34&x + gräxt-hetc. erhellt, daß 
p die Gränze iſt, welcher fich der Quotient der Differene _ 
en immer mehr nähert, je Eleiner fie genommen werden. 
Daher kann man Differentiale für die Glieder eines 
Sränzpverhältniffes erklären, welchem fich das Ver⸗ 
hältniß endlicher Veränderungen ohne Ende nähert,  Diefe 
Vorſtellung ift in den neuern Zeiten die gewöhnlichfte ges 
worden. Doch mag es Schwierigkeit verurfachen, fich 
ein Verhältniß verfchiedener Größen vorzuftellen, die we: ’ 
der Null noch Etwas feyn follen Man köonnte auch an 
ber. Realität des Begriffs felbft zweifeln, weil man das . 
Verhältniß nie erreichen zu können glauben möchte. Allein 
unſere Formel zeigt uns den Differentialquotienten p als 
einen ganz beftimmten Begriff, Man muß fich dene 
felben nicht als einen terminum ad quem, ben man nie, 
ergreifen kann, ſondern vielmehr als einen terminum a 
quo vorftellen. In der That hängen alle nach p folgende 
Theile des Differenzquotienten'von p ab, und find dadurch, 
wennnämlich Ax beftimmtift, gegeben. Bricht die Reihe der 
Sunctionen q, x, 3, t, etc. nicht ab, fo iſt es der Quotient _ 
der endlichen Differenzen, welcher nie vollſtändig zu er⸗ 


— 
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| re fießt, dem man fich nur nähern kann, Dagegen ber 
ifferentialquotient. durch p vollftändig dargeftelle wird. 
Die Differentiale darf man ſich auch als unendlich 
kleine Unterſchiede worftellen, und muß es felbft, wo 
man fich eine ftetige Folge.veränderlicher Größen gedenkt. 
| Zwifchen zwey Werthen einer Größe find unendlich viele 
Mittelwerthe gedenfbar. - Sin ‚einer ununterbrochenen 
Solge veränderlicher Größen, die nach irgend einem ‘Ges 
fege aus einer oder mehrern andern Größen beflimmt wers 
ben, muß man jich nicht bloß viele, fonderh unendlich viele 
Glieder vorftellen. Denn zwifchen noch fo vielen Gliedern 
der Kolge laffen fich immer mehrere einſchieben. Es if 
feine Gränze des Einſchaltens vorhanden; die Reihe ift 

eine ſtetige oder continuirliche. Der Unterfchied zwiſchen 

zwey nächften Gliedern der ftetigen Reihe ift Eeine endliche, 

mit einer Einheit vergleichbare Größe, weil daben die 
Reihe nicht-eine fertige wäre. Die Succeſſion in der fer 
cigen Reihe füßrt aber doch auf einen Unterfchied der un: 
mittelbar auf einander folgenden Glieder. Diefer Unter⸗ 
ſchied muß alfo unendlich Flein genannt werden. Man 
"nenne ihn aber, um Mißverſtand zu vermeiden, nicht eine 
Größe, fondern nur etwas unendlich Eleines,. das. bloß mit 
eines andern von derfelben Befchaffenheit verglichen mwers 

ben Fann. Wir haben bier einen reinen Verſtandesbe⸗ 
griff, der ſich nicht ſinnlich darftellen Täße, aber doch ins 
telleetuelle, Realität hat. Die Differentiale find: 

bie, bloß unterfihvergleihbärenlinterfhiede 

ber unmittelbar aufeinander folgenden Glie— 

der einer ffetigen Reihe. Wie ſolche Linterfchiede 
gedacht und verglichen werben Fönnen, zeigt unfere Diffes 
venzenformel fehr deutlich. Man kann in derſelben 
Ax szo fegen, und es bleibs doch p p für den Quotienten- 

ber Linterjchiede, die alfo die unendlich. Fleinen in der ſteti⸗ 

gen Kolge find. -- en - — 
Die genaue und völlig einleuchtende Beſtimmung bes 
Begriffs der Differentiale, mas man in Sranfreich 1a- 
Metaphyfique du Oaleyl differentiel nennt, bat von 
Anfang an Schwierigkeit gemacht. Man rechtfertigte 


— 


— 
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die MWeglaffung der Potenzen der Differentinle dadurch, 
daß diefe unendlich Fleine Größen feyn, ohne doch zu zeigen, 
wie Diefes Mirtelding zwiſchen Null und Etwas gedenfbar 
ſey, und wie man die Theilbarfeit und Bermehrbarfeit ei⸗ 
ner Größe, darauf anwenden Fönne- Darum verfaßte 
Maclaurin ein ausführliches, fehr Fieffinniges Werk, 
(A treatife of Fluxiohs, 1742. 2 vol. in 4.) worin 
er die Vorſtellung von unendlich Eleinen Größen ganz vers 
mied, und nach der Methode der alten Geometer alle Sätze 
aus unbezmweifelbaren Ariomen herleitete. Diefes Ders 
fahren wird. aber durch Weirläufigfeit beſchwerlich. Die 
- Berliner Akademie der Wifjenfchaften fand es nach im Je 
1784 nöthig, eine deutliche und genau beſtimmte Theorie 
des in-der Marhematif fo genannten Unendlichen zu einer 
Preisaufgabe zu machen, : Sie verlangte, man folle zei⸗ 
gen, wie es möglich geivefen, aus einen Begriffe, den 
große Analyften für unſtatthaft erflärt hätten, fo viele 
- richtige Lehrſätze herzuleiten; und wünſchte, daß man ein 
ſicheres, einleuchtendes Princip angeben möchte, das in 
die Stelle des Unendlichen gefegt toerden könnte, ohne die 
Lnterfuchungen zu lang und befchwerli zu machen. 
LHu il ier in Genf erhielt den Preis: Die zweyte, vers 
mehrte und verbefjerte Ausgabe feiner Preisfchrift iff unter 
dem Titel: Principiorum caleuli differentialis et inte- 
gralis expolitio elementaris, 1795, (368 ©: 4.) 
berausgefommen. Es liegt darin der Begriff vom Gränz⸗ 
verhältniffe zum Grunde.  Diefe Schrift iſt Durch bie 
Anwendungen der nfinitefimalrechnung ſehr lehrreich. 
Leibnitz, fo fehr er Philofoph war, feheint doch nicht 
mit dem Begriff von Differentialen ganz aufs Reine ges 
kommen zu feyn, oder wenigftens bedient er ſich ſolcher Aus: 
drucke, die Erklärungen oder infchränfurigen bedürfen, 
. An der Abhandlung, mova. methodus pro maximis 
et minimis, etc. Acta Erud. Octobr. 1684, der er⸗ 
ſten über die Differentialrechnung erfähienenen , fagt er, 
man möge.die Differentiale Ox, Sy den Differenzen oder 
. ‚augenblicklichen Zunahmen oder Abnahınen flir proportios 
nal halten, erklärt abes nicht, was dieſe insremienta vel 
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decrementa momentanea ſeyn. In dem Aufſatze de 
motuum coeleftium caufis, A. E. 1689 gebraucht 
geibnig unendlich Fleine Größen. "Wenn man, fagt er, 
unendlich Fleine Größen anzunehmen Bedenfen trüge, fo 
möchte man fo Fleine Größen, als man nur wolle, dafür 
ſetzen, nur fo Flein, daß der daraus entfpringende Fehler 
unbedeutend, ja Fleiner als jeder angebbare fey Die Uns 
terfchiede unendlich Fleiner Größen, fest er hinzu, find 
unendlichemagl unendlich Flein, wie z. X der Sinus vers 
ſus eines unendlich Fleinen Winfels. Es gebe unendlich 
viele Grade, ſowohl des unendlich Großen, als des unend⸗ 
lich Kleinen. In der Obfervatio de vero ſenſu/me- 
thodi infiniteßmalis, A. E. 1712 vergleicht er das 
Endliche, das unendlich Große, und das unendlichemapl 
Unendliche mit dem Durchmeffer eines Sandkoͤrnchens, 
der Erde und des Sternhimmels, und umgefehre eben fo. 
das Endliche, das unendlich Kleine und das unendliches 
mahl unendlich Kleine. Doch bemerfr er, daß wenn man 
zulegt mit einem Sprunge das Unendliche fel6ft für folche 
Größen fege, man Dadurch nur die Bequemlichkeit des 
Ausdrucks beabfichfige, - ein breviloquium mentale; 
non niſi tolerunter vera loquimur, quae explicatio- 
ne rigidantur. in einer gegen Nieuwentyt gerichteren 
Schrift (A. E. 1695) ſagt Leibnitz, daß er auch diejenis 
gen Größen für gleich halte, deren Linterfchied unendlich 
Flein ift, und wenn ein folcher Linterfchieb zwar nicht ganz 
Null geſetzt werden könne, fo fen er doch mit den Größen, 
wozu er gehört, nicht vergleichbar, wie wenn man einen 
Punct zu einer Linie oder eine Linie zu einer Fläche abdire 
(das find aber nicht homogene Dinge, wie Differentiale _ 
und die zugehörigen endlichen Größen), Micht bloß die 
unendlich Fleinen Sinien, ‚wie 9x, Oy, nimmt er als 


. wahre Größen an, fondern auch ihre Producte und Pos _ 


tenzen. In einem Briefe an Wallis vom J. 1698 fagt 
teibniß, daß es beſſer feyn möchte, die Elemente oder au: 
genblicklihen Differentiale für Größen als für Nichts zu 
halten. Denn fie hätten felbft wieder ihre Linterfchiede, 

und Fonnten durch angebbare, ihnen proportionale Er 
u: | Ä ff 


\ 
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dargeſtellt werden. Es ſey unbegreiflich, „oder verurſache 
wenigſtens unnöthige Dunkelheit, wenn man das von 
ibm ſogenannte charaͤkteriſtiſche Dreyeck einem angebbaren 
Dreyeck als aͤhnlich annehme, wie Wallis ed thue, und 
es doch auch für Nichts erfläre, fo daß man nur die Form 
‚eines Dreyecks ohne Quantität behalte Ohne Quantität 
laſſe fich eine Figur nicht gedenfen. Man fünne ſich ja 
bas Dreyeck immer Fleiner und Fleiner vorftellen, ‚fo wie 
man zwey concenfrifche Kreisbogen immer Eleiner machen 
Ffann, wobey fie aber immer ungleich, und es felbft im 
Berfchwinden bleiben, In einem Briefe an, Tournemine 
pom J. 1714 fagt Leibnitz, die Tinfinitefimalgrößen find 
niche Null, auch nicht in der Schärfe unendlich kleine, 
fondern unvergleichbat oder indefiniment Fleine Größen, 
Newton ift hierin befriedigender und philofophifcher, 
wenn er. gleich die Gründe feiner Nechnung nur fur; ers 
klärt. Was Leibnitz Differentiale nennt, nennt er Mos _ 
mente. Diefe druckt er durch Producte aus einer ect 
als endlich betrachteten Eleinen Größe in einen endlichen 
Factor aus. Sene,fleine Größe bezeichnet er. durch 0; 
ben Ractor nennt er die Slurion der veränderlichen 
Größe, der Fluente. Sin der Differenzengleichung ift 
diefe o in allen Gliedern vorhanden. Wird die Gleis 
hung durch o dividirt, fo. bleibt o bloß in denen Glies 
bern, die vorher das Quadrat und höhere Potenzen von o 
enthielten... Wird o unendlich Flein geſetzt, fo bleiben 
bloß die Glieder, die zuerft die Momente in der erften Pos 
tenz enthielten, mit den Slurionen allein. Die Slurionen 
ftellen Gefchwindigfeiten vor, wenn die veränderlichen 
Größen (fluentes) ald Wege eines beweglichen Dinges 
gedacht. werden. Sie find proportional den Differentialen 
nach der von $eibnig eingeführten Benennung. Metho- 
dus Fluxionum, Probl. I. in demonftr. folutionis, _ 
Sn den Principien der Naturwiffenfchaft gebraucht 
Newton die Flurionen nicht, fondern bringt alles auf die 
letzten Verhältniſſe der verfehwindenden Verändes 
zungen, weil er in diefem Werfe ganz den funthetifchen 
Vortrag beobachrer. In dem zweyten Buche kommt nur 
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ein Lemma tiber das Moment eines Products: vor, zum 
Gebrauch einiger folgenden Säge. , Das legte Verhält⸗ 
niß der Beränderungen erklärt er durch ratio quantita- 
tum, non antequam evanelcunt, non poltea, fed 
quacum evanel[cunt. (Phil. nat. princ. math. L. I, 
Lemma XI. [chol.), Das letzte Berhälmiß der Verän⸗ 
derungen ift einerley mit dem DVerhältniß der Sturionen. _ 
Hiemit ſtimmt Eulers Erflärung der Differential: 
rechnung in feinem Werke über diefelbe überein. Sie 
ift, fagt er, die Merhode, das Verhältniß der ver 
ſchwindenden Ineremente zu beftimmen, welche Bunctivs 
hen von irgend einer Art zufommen, indem die beränderz 
liche Größe, wovon fie Functionen find, ein verſchwinden⸗ 
des Increment erhält... Er fegt hinzu, die Differential 
technung befchäftige ſich nicht fomopl mir den verfchwins 
denden Veränderungen, als welche Null fern, fondern 
mit ihrem Werhältniffe, welches durch endliche Größen 
ausgedruckt werden Fünne, daher in der That diefe Mech: 
hung es mit endlichen Größen zu thun habe, Auch diefe 
Vorſtellung fommt mit dem von Newton gebrauchten 
Berfahren überein. nr 

Inzwiſchen mag ed Schwierigkeit verurſachen, fich 
ein Verhältniß vorzuftellen, mit welchem zwey Größen 
verſchwinden, ober welches zwey Größen, die Null find, 
haben. Man muß aber die Veränderungen zweyer Größen 
x, y durch Provucte, Po, Qw, ausdrucken, wie es 
Newton gethan hat. Die Factoren P, Q find zum Theil 
von w unabhängig: Vest man nun die. willführliche . 
6, fo verwandelt ſich das Verhälmiß P:Q in ein an⸗ 
deres, p: q, nämlid) in das Verhaͤltniß der verſchwinden⸗ 
den Neränderungen. Newton bat auf den Linterfchied der 
Berhältnifle P:Q und pzsq nicht geachtet, Das letztere 
bezeichnet er durch x 25, und feßt ſchon für die endlichen 
Veränderungen die Producte xo; yo. Dadurch ſcheint 
etwas mweggelaffen zu werden, was zu der Beſtimmung 
bon p:q gehören möchte, befonders da Mewton fagt, 
daß in der durch 5 dividirten Differenzengleichung die in o 


I 
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multiplicirten Glieder fuͤr Null gehalten werden können 
in Vergleichung mit den andern Gliedern, und daß er ſie 
deswegen bey Seite ſetze. Man muß aber ja nicht ein 
verſchwindendes Verhaͤltniß, das ein ſelbſtſtändiges iſt, 
als ein genähertes oder ſubſtituirtes betrachten. 


Durch d'Alembert ward es gewöhnlich, die Dif— 
ferential »- und Integralrechnung auf den Begriff von 


Gränzverhältniß zu grühden. Kr drang darauf in der 


altern Encyclopädie, woraus die Artifel über Differentials 
technung in die Encyclopedie methodique übergetragen 
find. Wenn man ein Differentialverhältniß als das 


- Grängverhältniß der Veränderungen zweyer Größen erflärt, 
. fo bleibe es immer ein Sprung, den man von dem Endli— 


‚hen zu dem unendlidy Kleinen thut. In einer geometris 
fchen abnehmenden Progreffion ift der Abftand von einem 
Milliontheilchen der Einheit bis zu Mull für eben fo groß 
zu halten als der von der Einheit bis zur Null, Durch 
forsgefegte Verkleinerung der Veränderungen gelangt man 
nie zu den unendlich Fleinen Veränderungen, deren Vers 
haͤltniß das Srundverhältniß der entlichen ift, "Vielmehr 
ift diefed das Srundverhältniß, von dem man ausgehen 
muß, um die Verhältniffe der endlichen Veränderungen 
zu beſtimmen, fo wie man eine krumme $inie aus freyer 
Hand am richtigften zeichnet, wenn man in einigen 
Puncten derfelben die berührenden gezogen hat. 


Beide Vorftellungen, die von dem Verhältniffe ver⸗ 
fhwindender Veränderungen, und die von einem Gränzs. 
verhältniffe, laſſen fich durch die Annahme einer fletigen 
Folge von Größen zwiſchen zwey gegebenen einer Reihe 


rechtfertigen. Die Stetigfeit der Tolge kann man niche 


verwerfen. . Allein die gleich Anfangs gegebene Erflärung 


\ 
> 


gebraucht Feiner Rechtfertigung. ie laßt die Stetigfeit 
einer Folge von Größen beftehen, und ift dabey anwend⸗ 


bar, ohne fie voraus zu fegen; zugleich aber zeigt fie, was 


das wefentliche in den endlichen Veränderungen zuſammen⸗ 
geordneter Größen: ift. Durch fie fommt man von den 
Differentialveränderungen auf die endlichen, Dagegen man 


! 


“ 
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nach der gewöhnlichen Vorftellungsart.von diefen zu jenen 
elangt. on 

u Pasquich nennt in feiner mathematifchen Analyfis 
Verſchwindungsquotient, mas bier Differentialquotient 
genannt it. In den mit Sorgfalt und Genauigfeit abs 
gefaßten Elementis Analyfeos et Geometriae ſubli- 

. mioris, Liplfiae 1799, bezeichnet er den Erponenten des 
Differentialverhältniffes für eine Function durch ey, fo 
daß ey mit se einerley bedeutet, 

La Grange hat in feiner Theorie des fonctions 
analytiques, bie Borftellungen von Differentialen,, von 
unendlich Fleinen, oder verfihwindenden Veränderungen, 
von Gränzverhältniffen, ganz vermieden, weil er fie nicht 
für deutlich genug halt, um in einer Wiſſenſchaft, deren 
Gewißheit vollig einleuchtend feyn foll, zur Örundlage ans 
gewandt zu werden. Er legt dagegen die oben angeführte 
Sormel für endlihe Differenzen -zum Grunde. Die : 
Function fx nennt er fonction primitive in Beziehung 
auf die Functionen p, q, r, etc. welche er derivees 
nennt; die Function p oder f’x heißt ben ihm fonction 
prime, die Function q oder fx fonction [econde, 
u. 7GE Sale | - | 

Ich ftimme dieſem großen Analyſten völlig bey, daß 
man zur einleuchtenden Überzeugung von dem Verfahren 
unſerer Infiniteſimalrechnung von jener Entwickelungsfor⸗ 
mel ausgehen müſſe. Schon lange habe ich bey dem 
Unterrichte in dieſer Rechnung den von mir in dieſem Ars 

tifel aufgeftelleen. Begriff von Differentialen gebraucht, 
weil die Vorftellung bon verfchwindenden Größen eine 
Dunkelheit, wenigftens für Anfänger, verurfacht. - Es 
< war mir angenehm, mein Berfahren mit bem von einem 
Ia Strange gebrauchten vereinigen zu Förnen, Doch bes 
balte ich die einmahl übliche Terminologie und Bezeich- 
mungsart bey, welches in diefem Werfe ganz norhwendig 
iſt. Hat man jene nur recht verftanden, fo werden bie 
Rechnungen mit eben fo vieler Sicherheit und Klenbeit 
als Kürze und Leichtigkeit ausgeführt. | 


> 


* ⸗ * 


s22 Differentiale 
Differentiale von hoͤhern Graden. 


Es ſey y eine Function von x, und 3: —p, foift 


p eine neue Function von x, und nur in dem Falle eine 
anderänderlihe Größe, menn y und x beides Glieder 
einer arirhmetifchen Progreffion find. Man fuche für p, 
fo wie für H — iſt, den Differentialquotienten, 


und es fen *4. ſo iſt q wieder eine Function von 


x (oder = eine underänderliche Größe) nach la Stange 
fonction feconde derivee, Man bezeichner fie auch 


—— En ober R Es ift nämlich biefer Quotient 


ber. von = Berinberungen der Größen unabhängige Theil 
des Quotienten * — wo Ar y das Anfangsglied ber 





zweyten Differenzreihe zu der Reihe der y bedeutet, wenn 
bie zugehörigen x ſich gleichfdrmig um Ax verändern, 


Weiter fey er; fo ift, wenn q keine Conſtante 
if ‚ reine —* von x, = (a Srange fonction 
tierce), Pie man au) durch © * beʒeichnet. Dieſes 
iſt der von den Veraͤnderungen x undg unabhängige 
Theil des Differenzquotienten er, wo A’y das Ans 


fangöglied ber dritten Differenzreite ift, 
Auf diefe Art laſſen ſich noch höhere ——— 


tienten finden, In einigen Faͤllen, z. ®. wenn y„—x", 
und m eine ganze Zahl ift, kommt man zulegt auf einen 
conftanten Werth des Differentialquotienten. 


Wenn y eine ungefonderte Function von x iſt, fo | 
ift ? eine Be une von x und y zugleich, baßer. wers 


B 
. * 
J 
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den es auch die folgenden Dhrennalinotentn. 3. B. 
| Es fey = ***, ſo iſt axä *p2xy 
+ x4 N "Daraus iſt 


* ay+2x.ptax'y+x't.p 
—.ay+6x:y+ Er BT 
u. f. m. | 
Die Kormel für die endliche Ofen ar eat e 
nun folgende Geſtalt: 


Ax _.dy Axt 


—_dy ö*y 
Ay az ar Ta — x 6 
2 dy4 Axs 
ee — 


| Die Anfangsglieder der folgenden — 
Aꝛy, Asy, etc, werden durch dieſe ſucceſſiven Differen⸗ 
tialquotienten beſtimmt. Der Kürze wegen gebrauchen 
wir wiederum die Bezeichnungen P» q, x, Ss, t, u,etc, 
fo daß 


— = päx + 3qAx? 4 FrAxs + — 
StAxs pAIuUAxX- etc. 


Aus dieſer Function von x wird A® y eben fo herge⸗ 
leitet, wie Ay aus ber Function fx. Jedes Glied ift 
eine Function von x, wovon der erſte Differentialquotient 
gegeben ift, fo. daß Dadurch alle übrigen auch gegeben wer⸗ 
den. -Denn von p: ift dieſer Quotient —= q, von q iff 
ezer,bnrifer =s,uf.f. Die Differenz Ax \ 
wird als unveränderlich betrachtet, Nimmt inan nun bie 
m. Glieder zufammen, fo ift 


—=qäx +-rAxd® + „sAxt + Itax⸗ 
+z5uax4+ etc. 





8234 | Differentiate 


Hieraus folgt auf gleiche Art | 
Ayrax5 -3sAxt 4 taxs 4 4u Ax4 etc. 
u. ſ. f. 


Man fehe eben dieſe Formeln in einer etwas beränderr 
ten Seftalt, auf andere Arc hergeleitet, in dem Artikel, 
Differenzenrechnung (48). 

3. B. nehme man die Function y=x". Get 
man nun um abzufürzen, xA: AP zB; 
X + 24x PC; («+ 342,2 —.D, etc. fo it Ay— 
B-A; 2y=C-2B+A; Sy—=D-;sC 
+3B-A, u. ff. (arithmet. Neihen höher. Ordn. 2.). 
Auch fp= mu; g=m.m-ı a. 
r=m.m-ı.m-2.x2"273;s—m..m-3.x04 
etc. Sucht man die Diff:renzen ſowohl nach den gegebenen 
Formeln, als mittelſt der entwickelten Binomialpotenzen, 
fo findet man dieſelben Werthe. | 

Man fieht aus den hier berechneten Werthen von A⸗ y 
und APy, mie die höhern Differentialquotienten der von 
ben Beränderutigen der Größen unabhängige Theil der 
Duotienten der endlichen Veränderungen find, daher man 
fie auch als Gränzen derfelben anfehen mag. . Wichtiger 
iſt, daß man daraus erkennt, wie die endlichen Differen⸗ 
zen ganz von den Differentialquotienten abhangen, fo daß 
man eigentlich nicht von jenen ju Diefen, fondern von den 
lestern zu den erftern gelangt. 

Das zweite Differential, als Größe betrachtet, ift 
ein unendlich Kleines der: zweyten Ordnung, oder gegen 
da8 erſte Differential unendlich klein. Diefes beruht darı 
auf, daß Ay(gq+rAx + etc.) Axt ff, Dagegen 
Ay= (p+3q4Ax+ etc.) Ax iſt. Das Verhälmiß 
Ay:A°y nähert ſich immer mehr dem ps qAx, je Fleis 
ner Ax genommen wird. est man für jene Differen- 
aen die Differentiale, als unendlich Fleine Großen, fo 
wird, da qAx alödann gegen p verfchwinder, das 
zweyte Differential 9° y gegen das erfte Oyunendlich Flein. 

Aus einem gleichen Grunde iſt das dritte Differential 
8° y gegen bas erfie ein unendlich Kleines ber zweyten 


./- 


m 
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J 


| Orbrrung, und in Abficht enblicher Größen ein unendlich 


Kleines der dritten Ordnung. Denn es ift Ay 
(r+3sAx+ etc) Ax?, al Ay: Ay=—p- 
+ 3qg4Ax+tetc:(r+3s+ etc.) Axt, 

Man muß diefe Ausdrücke nur kennen, aber fie niche 
gebrauchen. Differentiale find feine Größen. Behandelt 
man ihre Zeichen wie Größen, fo find jene Vergleichun⸗ 
gen freylich richtig. Man fann aber diefe Bergleichungen 
der Differentiale verſchiedener Ordnungen fehr wohl ents 
behren. Wo Hy vorkommt, wird es mit dx? oder 
OxOy verglihen, und ber Quotient jenes durch dieſes 
dividirt iſt im Allgemeinen eine endliche Größe. ben 
fo wird 9° y immer mit Ox3, oder äyOx’, deräy?äx, 
oder 8 ys verglichen, u. ſ. f. Bey Mäherungsrechnungen 
ift es nöthig, daß man einfehe, wie die Differenzen 
ber verſchiedenen Ordnungen abnehmen. Man bemerfe 
aber wohl, daß es bey der Bergleichung derfelben zugleich 
auf die Differentialquorienten p, g, r, etc. ankomnit. 


Differentialrechnung ift derjenige Theil der Ana⸗ 
lyſis, worin aus der Relation’ der veränderlichen Größen, 
die auf irgend eine Art mit einander verbunden find, die 
Melation ihrer Weränderungen oder zufammengehörigen 
Differenzen gefucht wird, fo fern daben die Quantitaͤt der 
Beränderungen felbft nicht in Betrachtung fommt. Sie 
macht einen Theil der Analnfis des Unendlichen aus, die 
man fo nennt, weil die Differenzen, deren Melation ges 
fuht wird, gleichfam als unendlich Fleine Beſtandtheile 
bes Endlichen berradytet werden. Man fucht das ver: 
fhwindende zu faffen, indem es verſchwindet. Kigentlih 
ift es, mie in dem Artifel, Differentiafe, gezeigt ift, eine - 
Abfonderung des charafteriftifchen ‘oder wefentlichen in der 
Nelation der Differenzen von dem millführlichen, was 
ihre Quantität zu ihrer Relation benfügt. 


Die Wichtigkeit diefer höhern Nechnungsart mag man 


ſchon aus der Erflärung abnehmen. Da fie für alle Are 


ten von Functionen das charafteriftifche in der Melation 
der Beränderungen ber jufammengebörigen Größen finder, 


\ 
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fo giebt fie zugleich das Mittel, von der charakteriftifchen 
Melation der Differenzen auf Die Function zu fommen, 
wenn nur jene Relation unter den mirtelft der Differen- 
fialrechnung gefundenen vorhanden ift, oder fich dur 
Verwandlungen auf folche bringen läßt. Die fchwerften 
Kragen der Analyfis und analytifchen Mechanik erfordern 
zur Auflöfung diefen Weg. Gie waren in der ältern Mas 
thematik unauflöslih, weil man die Verfnüpfung zwi⸗ 
fchen einer Relation veränderlicher Größen und der Nelas 
tion ihrer Differenzen nicht aufgefuht hatte. Man 
fonnte auf manche folche Fragen nicht einmahl gerathen. 

Zweytens ift oft eine veränberliche Größe durch ein, 
Gränzverhältniß zu einer andern gegeben. 3. B. das 
Verhaltniß der Subtangente jur Ordinate ift dasjenige, 
welchem fich die Differenz der Abfeiffen und bie der Ordi⸗ 
naten ohne Ende nähert Mun iſt das Differentialvere 
bältniß zugleich die Gränze des Verhältniffes der endlichen 
Differenzen; alfo ift jenes durch diefes gegeben, (ſ. berüh⸗ 
rende Linie), Der Halbmefler der Krümmung if die 
Gränze, welche fich zwey Normalen an einer Curve, bis 
zu ‚ihrem Durchfchnitte genommen ,., defto mehr nähern, 
je näher fie bey einander liegen. Er wird alfo durch Dife 
ferentialverhäleniffe beftimmt. Go werden auch Puncre 
der Cauſtica und der Diacauftica durch folche Verbältnifle 
gefunden. Die größten und Eleinften Werthe der Ordina⸗ 
ten einer Curve, nebſt ihren Stellen, die Wendungss 
puncte, die Nürkfehrpuncte, werden durch gewifle Des 
fchaffenheiten der Gränzverhältniffe leicht angegeben. In 
der allgemeinen Analnfis leiftet die Differentialrechnung 
wichtige Dienfte zur Summirung der Reihen und zur Auf⸗ 
[öfung der Gleichungen. Ä | 

Daher nahm auch gleich mit der Erfindung der Anas 
lyſis des Unendlichen die Geometrie einen höhern Flug, 
weit über die Gränzen, wo Archimedes und Apollonius 
ſtehen geblieben waren. Die abftracte‘ Mathematik bes 
kam einen neuen Theif an der höhern Mechanik, worin 
gleich fehr ſchwere Tragen aufgelöfer wurden. Die einzels 
nen Methoden der vorigen Mathematiker wurden allgemeis 
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ner gemacht und zu einem Syſtem mit einander verbun⸗ 
den, oder ſie wurden durch die neuere bequemere Rech⸗ 
nung unnöthig.. | | J 
Der Gebrauch eines Differentialverhältniffes wird zuz 
erſt in der Neperiſchen Theorie der Logarithmen vorkom⸗ 
men. Nepers Defmition der Logarithmen iſt folgende 
Logarithmus cujusque finus eft numerus quam, 
proxime definiens lineam, quae aequaliter crevit, 
interea dum finus totius linea proportionaliter im ' 
finum illum decrevit, exiftente utroque motu fyn- 
chrono atque initio aequiveloce. Das proportionirs 
lich abnehmen Heißt nach Verhältniß der, noch übrigen 
Länge abnehmen, Nepers Definition fagt eben daſſelbe, 
was die Differentialgleichüung zwifchen der Zahl z ‚und 
ihrem natürlichen Sogarichmen x, welche ift dx — a 
nur daß er die Logarithmen der abnehmenden Sinus zus 
nehmen läßt, Nehmen wir diefe rdogarithmen für pofitiv, 


ſo baben wir dx * A, ‚und für z=ı if . 


6x= — 292, das ifk, die Veränderungen, ohne Ende 
‚bermindert, find gleich groß, und geometrifch dargejtellt, 
- gleich gefhwinde Bewegungen, In einem andern Sy⸗ 
ftem find fie‘ nicht gleich gefhwind, weil darin 0x 


— Zu , und für z=ı in demfelben 9x—=—c9z 


iſt. Neper nimme nicht enbliche Differenzen, da er die 
dogarithmen mit Null, und die Sinus mit der Einheit ans 
fangen läßt. Wie er fich, ohne zu infegriren, hilft, die 
Logarithmen bis auf einen geroiffen Bruchteil richtig ane 
zugeben, wird in dem Artikel, gogarichmen , erzähle, 
Fermat gebrauchte eine Nechnung, worin bie Die 
fereng zweyer Größen, und dadurch mittelbar auch die 
Differenz ziveyer zugehörigen Größen, verfchwihdend ges 
feßt wird, zue Beſtimmung des größten oder kleinſten 
Werthes einer Function; und der berührenden an einer 
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Eure, * Er betrachtet die Methode als eine gemeinfchaft: 
liche für Weide Fragen. Zwey auf irgend eine Art aus 
andern zufammengefegte Größen follen fih näher fommen 
Tonnen, als um jeden angebbaren Unterfchied. Nimmt 
man das beiden gemeinfchaftliche weg, fo bleibt diejenige 
Differenz, welche den Unterſchied jener Größen hervor: 
bringe, in allen Zheilen beider als Factor, A dem 
Gränjverhältniffe gebt der Factor theils durch die Diviſion 
heraus, theils werben die Termini , worin berfelbe noch 
bleibt, wmeggelaffen, indem die Differenz als verſchwin⸗ 
dend betrachtet wird. | 

. Bon ber erften Frage ift folgendes das zweyte Bey: 
ſpiel, wobey Fermat fich deutlicher erflärt, als bey dem. 
eriten Benfpiele. Eine Linie a foll in zwen Theile x und 
a—x getheilt. werden, fo daß x’ (a—x) ein Größtes 
iſt. Fermat fegt ſtatt x den Theil x Te, fo fommt 
flatt jenes Products das (xt e)’ (a-x-e). Diefes 
bergleicht er mit jenem, als wenn beide gleich groß wären, 
ob fie es gleich nicht find, und nennt diefe Vergleichung 
eine adaequalitas, wodurch er einen von Diophantus 
gebrauchten Ausdrud, agısarys, erflären zu können 
glaubt. Won den entwickelten Producten wird das ges 
meinfchaftlihe mweggenommen, fo bleibt auf der einen 
©eite Nichts, aufder andern find die Glieder, welche e 
enthalten, Mun werden diejenigen, welche das Vorzei- 
hen + Haben, mit‘ denen, welche — vor fich haben, 
verglihen. Das giebt eine adaequalitag zwiſchen 
zaax.e-r a.e* und 3x’.e +3x.e? + e?, ober zwi⸗ 
fhen 2a x Fae und 3x’ +3x.e +e!, Hier find 
bie Glieder, welche e enthalten, wegzuwerfen, und 
zwiſchen den übrig bleibenden iſt nun Feine bloß -erdich- 
tete Vergleichung und adaequalitas, fondern eine wah- 
re Sleihung vorhanden, oder zax == 3x", das iſt 
samı3L 0... | 

Die berührenden an einer Frummen Linie zu finden, 

verfuhr Fermat auf eine ähnliche Art, wie in dem Artifel, 
berührende Linie, (47. 48.) ſchon angeführt ift. In der’ 
- Sammlung feiner Werfe (Tolofae 1679. fol.) find 
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Benfpiele an der Parabel, Eilipfe, Ciſſoide, Conchoide, 
Encloide und der Quadratrix gegeben, auch ift der Schwere 
pünct eines parabolifchen Konoids dadurch von ibm bes 
ſtimmt. Ben den vier legtern jener Linien kürzt Fermat 
fein Verfahren etwas ab. Er fagt, man folle die fpecifis 
Ihe Eigenſchaft der Eurve auf die berührende tragen, das 
ift, eine Ordinate an derfelben für eine Ordinate an 
ber Curve neben dem Beruͤhrungspuncte nehmen, darauf 
dasjenige weglaflen, was nach der Lehre vom Großten 
und Kleinften mweggelaffen werden muß, fo werde man 
den Durchfchnitt der berüührenden mit dem Durchmeffer 
' (der Are der Abfeiffen) beſtimmen Fönnen. Es fen (Fig. 
‘43. Tab. III.) an der krummen Linie AMB die berübs 
rende TMR inM; wo fie mit der Eurve die gemeitts 
ſchaftliche Drdinate PM hat. ine andere Ordinate 
der Curve, QN, fehneide fie in R. Mun iſt OR die 
vierte — ja TP, PM, 7. Dieſer 
Werd, nämlich E m ie » werbe in die Gleichung 
zwiſchen den Coordinaten AP, PM für PM, und zu— 
gleich AP-+POQ für AP defeht. In der Annäßerunge: 
Gleichung. hebt fich erftlich alles auf, was nicht PQ, die 
Differenz der beiden Abſciſſen, enthält; und durch die Di⸗ 
vifion mit PQ mird eine von PQ unabhängige Gleis 
‚hung erhalten, wodurd) die Gubtangente PT beftimmt 
wird.‘ Z. B. Die Eurve fey die, Eiffoide, deren Gleis 
una ift xy? ( a-x); Die Subtangente.fey St, 
und PQ=e, fo iſt eine Annäherung jur Gleichheit 
zwiſchen | 


(x 4 eys m I (a—x—e, 


In beiden Größen hebt 8* ‚was e nicht enthält, gegen 
‚einander. Laßt man ferner die Glieder weg, welche e* 
und ed enthalten, fo bleibr, nach der Divifion durch e, 
die Sleihung, (ga—2x)t=2x(a—x), jur Be 
flimmung von t. Sermat bezeichnet x durch N, a—x 
durch Z; t durch A, und findet uͤbereinſtimmig mit Dies 
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fer Gleichung ZSa NA gleich ZeN, wo die Ziffern 
linker Hand eines Buchſtaben-Zeichens numeriſche Facto⸗ 
ren ſind. (Wenn fie rechter Hand an der Spitze ſtehen, 
bedeuten fie auch bey Kermat Erponenten. Zu welchem 
Buchftaben fie gehören, muß der Zufammenhang der 
Rechnung ergebenJ). | — 

Man ſieht, daß dieſes Verfahren eine Differengenrech⸗ 
nung iſt, die am Ende in die Differentialrechnung über⸗ 
geht. Kür die Differenz det Ordinaten fteht nur der Un⸗ 
terfchied zwiſchen der Ordinate an dem Berührungspuncte 
und der benachbarten Ordinate an der berührenden,. 
Barrow ſuchte das Sränjverhältniß zwiſchen den 
Differenzen der Coordinaten felbit, und beftimmte dadurch 
das Verhältniß der Ordinate zur Subtangente, (ſ. berüh⸗ 
rende Linie, 31.) Auch Fam er bey der Linterfuchun 
über die Stelle des Bildes eines leuchtenden Punctes br 
zuruckgeworfene oder gebrochene Strahlen auf die Beftims 
mung von Öränzverhältniffen endlicher Größen (der Abs 
ftände des leuchtenden Puncte® und des DVereinigungds 
punctes der zurückgeworfenen oder gebrochenen Strahlen 
von der zuruͤckwerfenden oder brechenden !inie), wobey 
aber doch verſchwindende Größen vorkommen, nämlich die 
Winfel der Strahlen. S. Bremnlinie ° 

Allein diefe und andere Verfuche, das unendlich Fleine 
berechnungsfäßig zu machen, waren nur eingefchränfte 
Merhoden für gewiffe Falle Die Quadraturen und 
Subirungen waren nur Summirungen gewiffer Reihen 
mit unendlich vielen, unendlich wenig verfchiedenen Glie⸗ 
dern,  Mectificationen wurden auf Quadraturen gebracht, 
fo auch Complanationen, indem man für die Bogen oder 
Zonen Abfchnitte von Flächen fegte, die diefelben Verhält⸗ 
aiffe wie jene unter ſich hatten. Das war aber nur in 
inzelnen Fällen ausführbar. Memwton und Leibnig 
fanden jeder anf feinem eigenen Wege, der eritere aber 
früher, allgemeine Merhoden, die legten Berhältniffe der 
Beränderungen oder Unterſchiede unbeftimmter, von eine 
inder abhängigen, , Größen anzugeben, ‚und von biefen 
egten Verhältniffen auch zu den Relationen der Größen 


1 
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ſelbſt zu gelangen, woran man bis dahin noch gar nicht 
gedacht hatte. Newton verband mit feiner Klurionens 
rechnung die Theorie der Neihen, insbefondere die Ents 
wicfelung irrafionaler mehrrheiliger Größen in eine Reihe, 
wodurch feine Analyfis freylich der Leibnigifchen überlegen 
ift, weil er dadurch im Stande war, unmittelbar aus 
den Gleichungen für die Fluxionen die Gleichungen für 
bie Sluenten zu erhalten, welches Jeibnig nur durch be⸗ 
fondere Kunftgriffe und Umwandlungen (Transmutatio⸗ 
nen) in befondern Fällen bewirken konnte. 


Wir haben von Newton drey Schriften über die Rech⸗ 
nung des Linendlichen. ‘Die erfte führe den Titel: Ana- 
Iyfis per aequationes numero terminorum infinitag, 
welche zuerft durch Beſorgung von Jones 1718 zu Lon⸗ 
don erſchienen iſt. Barrow erhielt fie ſchon im J. 1669 
von dem Verfaſſer mitgetheilt. Es iſt diejenige, deren 
Newton in einem für Leibnitz beſtimmten, an Oldenburg 
gerichteten Briefe vom 24ſten Octobr. 1676 erwähnt, daß 
Eollins fie durch Barrow erhalten habe, | 
Newton beſchäftigt fich darin faft ganz mit der Oug; 
dratur der Frummen Linien, bemerft aber, daß die Aufgas 
ben von der Pectification, Eubirung, Complanation, und 
dem Schwerpuncte fich auf die von der Quadratur bringen 
laffen, weswegen er weiter nichts als ein Benfpiel von der 
Kectification eines Kreisbogens giebt... Er geht von der 
Duadratur derer Linien aus, an welchen die Ordinaren 
einer Potenz der Abſciſſe (mit ganzem oder gebrochnem Er⸗ 
ponenten) proportional ift. Die Abſciſſe an. einer Curve 
fey = x; dieDrdinate—y; die Area 2, undax" — 2; 
Wird x o für x gefegt, und bezeichnet ov das Wachs⸗ 
thum der Area, fo it ax+o"—=z-+ov, al 
max”"',0o+tet,=ov, melde Gleihung durch o 
theılbar ift, Wird o als verfchwindend befrachter, fomird 
vy, undes bleibt max”? —y, Umgekehrt, wenn 
y=max”* if, fo iſt die Area 2 ax”, oder, wie 


\ 


ı 
Newton die Formel giebt, wenn ax! —y, fo iſt 
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irrationale Function von x, fo wird fie, tie Newton 
zeigt, durch Divifion oder Ausziehung der Wurzel auf 
eine Reihe von Porenzen der x gebracht. Iſt y eine 
ungefonderte Function von x, (Newton nennt ed aequa- 
tio aflecta), fo wird y nah Newtons Anleitung daraus 
zu einer Reihe von Potenzen der x entwicfele, mit fleie 
genden oder fallenden Erponenten. Bey der Abfaffung 
diefer Schrift ſcheint Newton den binomifchen Lehrſat 
noch nicht gefanne zu haben. Denn die Quadratwurzel 
aus einem Binomium zieht er ganz auf die Art aus, wie 
es bey Zahlen gewöhnlich iſt. "Auch verwandelt er den 

x — VE-XX), 
Bruch — J——— erſt in dieſen, Dar , zieht 
aus dem Zaͤhler die Wurzel, und dividirt dann dieſe 
durch den Nenner. Wen der Verwandlung des Bruches 

V(1 -4ax) * RR 
—— in eine Reihe nimmt er eine ſolche * 
wandlung zuerſt mit Zähler und Nenner vor, und dann 
die Diviſion, oder verfährt auch auf eine ähnliche Art, 
wie bey jenem Bruche. | | 

Der Ausdruf, Flurion, kommt in diefer Schrift 
noch nicht vor. , Den Ausdruck, Moment, nimmt er 
hier (pag. 19.) in einer andern Bedeutung als in der 
folgenden Schrift, und verfteht darunter die Größe , wels 
he die augenblickliche Veränderung erzeugt. 

Die zweyte Schrift von Newton ift beritele: Me- 
thodus Fluxionum et ferierum infinitarum, cum 
ejusdem applicatione ad Curvarum Geometriam.: 
Sie ift nicht eher als 1736 von Eolfon in einer engli- 
ſchen Überfegung aus dem lateinifchen Original bekannt 
gemacht. Aus diefer hat Eaftillion fie wieder ins Lateiniſche 
überſetzt, und ihr die zweyte Stelle in feiner Sammlung 
gegeben. Das Driginal ift in der prächtigen: Ausgabe 
von Newtons Werfen durch Horsley eingerüickt, unter 
dem Titel; Artis analyticae ſpecimina, vel Geome- 








Iſt y eine gebrochne oder 
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tria analytica. Dieſe Schrift iſt diejenige, bon wel⸗ 
cher Newton in dem vorher angeführten Briefe ſagt, daß 
er ſie mit einer Schrift über die Optik habe herausgeben 
wollen, welches aber unterblieben ſey, weil ihm gegen ſeine 
optiſche Theorie manche Einwürfe gemacht worden, und 
er ſeine Ruhe nicht aufopfern wollte. Es trifft bey dieſer 
Schrift zu, was er von jener ſagt, daß die Reihen nur 
einen kleinen Theil darin einnehmen, und daß die Aufga⸗ 
ben, welche nicht auf Quadraturen gebracht werden kön⸗ 
nen, darin fehlen, obgleich etwas von den Gründen dies 
fer Linterfuchung darin bengebracht ſey. Stellen aus dies 
fer Schrift find in dem Briefe angeführt, als die Kormeln 
©. 158, und‘ die Berechnung eines Logarithmen ©. 148 
in dem Briefe, ©. 341 und 344, nach Caſtillions Auss 
gabe. in einem an den Abbe Eonti gerichteten Briefe 
(©. 410. a. a. O.), die Streitigfeit mit Leibnitz berref: 
fend, erzähle Newton, daß er im J. 1671 eine ausführe 
lichere Schrift aufgefegt habe, die in feinem Briefe om 
2q4ften Det; 1676 erwähnte, welche mit der Reduction 
endlicher Größen auf unendliche Reiben, und mit der Auf: 
föfung folgender beiden Aufgaben anfange: 1) aus der 
Pelation der Sluenten die Relation der, Fluxionen zu fin- 
den; 2) aus einer Gleichung für Fluxionen die Relation 
der Fluenten herzuleiten. Diefe finden fich woͤrtlich in der 
Methodo Fluxionum mit ihren Xuflöfungen. 

Den Anfang diefer Schrift. mache die Verwandlung 
ber Duotienten und Wurzelgrößen in Reihen, und bie 
Reduction der aequationum affectarum auf diefe. Ge: 
finlt, wobey das. unter dem Damen des Mewtonifchen 
Parallelogramms befannte geomerrifche Hilfsmittel vor⸗ 
fommt. Hierauf erklärt Newton die Fluxionenrechnung. 
Er ftefle fich alle Größen als geometrifche vor, die durch 
Bewegung erzeugt werden, Linien durch die Bewegung eines 
Punctes, Flächen durch Bewegung einer Linie; Körper 
Durch Bewegung einer Flache. Aus’ver Lange des bex 
fehriebenen Naums muß die Geſchwindigkeit für jeden 
Zeitpunct, und aus der Geſchwlndigkeit Die Länge des in eis 
ner gegebesien Zeit befchriebenen Raums gefunden werden. 

va | 99 
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Mewton erinnert‘, daß: Zeit hier nicht im eigentli⸗ 

chen oder metaphufifchen Verſtande (formaliter , wie er 
es ausdrucke) zu nehmen ſey, fondern daß es eine bon der 
‚ eigentlichen Zeit verfchiedene Größe bedeute, die gleichfors 
mig zunimmt, und auf welche die-andern. Größen, mit. 
welchen fie gleichartig iſt, gleichfam wie auf eine Zeit ber 
zogen werden. Diefe Erinnerung: ift von Wichtigkeit, 
weil dadurd) die Einmiſchung eines der Geometrie ſowohi 
als noch mehr. der Analyſis fremden: Begriffs - abgemender 
wird. Die Größen, welche als allmählig und unbeſtimm⸗ 
bar (indefinite) wachfend gedacht werden, nennt Newton 
Fluentes, und bezeichnet fie mit den festen Buchſtaben 
bes Alphabets. Die Gefchwindigkeiten, mit welchen die 
Fluenten durch die fie erzeugerde Bewegung zunehmen; 
nennt er Fluxiones, und Bezeichnet fie durch die Buche 
ftaben für die Fluenten, mit Puncten darüber, Die unbe 
flimmbar Fleinen Theile der Fluenten, um welche fie in un⸗ 
beftimmbar kleinen Zeittheilen ſtetiger Weiſe zunehmen, 
oder die Momente der Sluenren. verhalten fich wie die 
Geſchwindigkeiten, womit diefe fließen oder zunehmen. 
Sind die veränderlihen Größen x und y, fo find ihte 


Fluxionen x und y, und ihre Momente xo und yo. 
In der Öleihung zwiſchen x und y werden x+xo 


und y+-yo für xund ) gefegt, jene Gleichung von 
der neuen abgezogen,‘ ber Reſt Durch o dividirt, darauf o 
unendlich Flein gefeßt, ſo wird die Gleichung für die Fluxio⸗ 
nen erhalten, Man fieht hieraus, daß Newtons SSlurio- 
nen endliche, den unendlich Fleinen Veränderungen der 
Größen proportionale. Glieder eines Verhältniffes find, 


| Newton ward durch die geometrifche Linterfuchung der 
Bewegung auf feine Analyfis des Unendlichen geleitet. In 

dem angeführten Briefe an den Abbe Conti erzäple er, daß 
er unter feinen Papieren eines mit dem Datum vom 13. 
Mod. 1665 gefunden habe, worin die directe Methode 
ber Slurionen in folgenden Ausdrücken enthalten war: 
wenn eine Öleichung gegeben ift, welche die Relation 


* 


ee ee | ’ 
. 
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zweyer ober mehrerer tinien, x, y, zZ, etc. enthält ‚bie 
zu gleicher Zeit bon zwey oder mehrern Beweglichen, A, 
B,C, etc. beſchrieben werden, die Relation ihrer Ger - 
ſchwindigkeiten pP, 9, r, etc, zu finden. Die Auflöſung 
ift gerade die, welche die Slurionen = oder Differential: 
Mechnung giebt, Mach jener find p, q, r. etc. die 
Slurionen, nad) diefer die Differential. Newton füge 
hinzu, daß die Auflöfung auf die Aufgaben von berühren: 
den und der Krümmung angewandt war; ferner, daß ein 
anderer Aufſatz, datirt vom 16. May 1666, in fieben 
Sägen eine allgemeine Methode zur Auflöfung der Aufga⸗ 
ben, welche die Bewegung betreffen, enthielt, von wel- 
‚chen der jetzt angeführte der letzte iſt. In einem Auffage 
vom November 1066 fand er dieſe ſieben Sätze wieder, 
den letzten mit der Erweiterung, daß Bruͤche, irrationale 
Größen, und ſogar ſolche, welche man nachher transſcen⸗ 
dente genannt hat, Feine Schwierigkeit machten. Tin ei⸗ 
tem: hinzugekommenen Gate war auch die umgefehrte 
Merhove der Fluxibnen / fo mie er fie damals hatte, vor: 

getragen. In dieſem Auffage waren zuweilen Buchfta- 
‚ben mit einem Puncte für die erſten Slurionen, und mit 
zwey Puncten für.die zweyten gebraucht. Aus dieſer klei— 
nen Schrift iſt hernach eine größere Abhandlung erwachſen, 
die Methodus Fluxionum, beren Titel Newton aber 
nicht. angiebt. Er 
Solchergeſtalt am Newton auf die Vorſtellung, 
Veraͤnderungen der Groͤßen durch Bewegung entſtehen zu 
laſſen, deſto leichter, da Bewegung häufig zur Erzeugung 
geometriſcher Größen: gebraucht wird. "Lim die unendlich 
‚Eleinen Größen. aus den Gränzgleichungen für die Veräns 
derungen zu verbannen, druckte er diefe.durch das Product 
aus einer für alle veränderlichen Größen gemeinfchaftli- 
hen Größe 0 in die Geſchwindigkeit oder die Flurionen 
“aus. Bey ungleichförmiigen Geſchwindigkeiten iſt dieſes 
Product deſto näher die Veränderung, je kleiner dieſe iſt. 
Darum ſetzt er, nach der Diviſion der Gleichung für die 
Veränderung durch o, dieſes 9 gleich Null. Geſchwin⸗ 
digkeiten bey ungleichförmigen Bewegungen verhalten ſich 
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wie die gleichzeitigen Wege nur, wenn diefe ohne End» 
vermindert find, oder das legte Verhältniß der Wege ift _ 
das Verhältmiß der Gefhmwindigfäiten. | 
Eine weitere Ausführung der Lehre von den Quadra⸗ 
furen (d. i. Integrationen) ijt die Schrift, Tractatus de 
Quadratura Curvarum, welche 1704. mit des DVerfafe 
fers Hauptwerke über die Optik als Anhang herausgefom: 
menift. Sie liefert allgemeinere Sormeln als die zweyte 
Schrift giebt, welche ebenfalls diefe Lrterfuchungen ent: 
halt. Horsley fest fie vor der Methodus Fluxionum, 
ohne feinen Grund anzugeben. Alm das Lirerarifche der 
Newtoniſchen Schriften bekümmert er fich nicht. 


In der Einleitung zu dem Tractat von der Quadra⸗ 
tue der frummen Linien, ‚die fpäter als die Abhandlung 
ſelbſt gefchrieben iſt, ſagt Mewton, er betrachte die Größen 
nicht als aus höchſt Fleinen Theilchen zufammen gefest, 
- fondern als durch eine ſtetige Bewegung befehriehen. Da 
nun Größen nach dem Berhältnifje der Gefhwindigfeiten, 
womit fie gleichzeitig wachfen und erzeugt werden, größer 
oder Fleiner ausfallen, ſo habe er eine Methode gefucht, 
aus den Gefchwindigfeiten der. Bewegungen und Zunah: 
men, womit die Größen erzeugt werden, die Größen felbit 
zu beftimmen, und fo fen er in den Jahren 1665 und 
1666 allmahlig auf die Methode der Slurionen gefommen, 


Er ſetzt hinzu: die Fluxionen verhalten fich höchft 
nahe wie die Zunahmen der Sluenten, die in höchft Fleinen 
Zeittheilen erjeugt werden, oder, um genau zu reden, fie 
ſtehen in dem Anfangsverhältniffe der werden: 
den Zun ahmen (sunt in,prima ratione augmento- 
"rum nafcentium), und können durch irgend welche ihnen 
proportionale Linien dargeftelll werden. Statt des An: 
fangs : Verhältniffes der werdenden Zunahmen Fönne man 
auch, füge Newton hinzu, das legte Verhältniß 
der verfhmindenden Theile nehmen. Bey dem 
Anfangs : Berhältniffe gebt man von der Größe in einem 
Zuftande zu der in einem folgenden Zuftande über; bey 
dem legten Verhältniſſe der Veränderungen läßt man 
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zwey Größen, in verfchiedenen Zuftänden-fich einander ims 
mer mehr nähern. 

Die Methode der Fluxionen, heißt es ferner, fen 
der Geometrie der Alten gemäß, da die Analofis dadurch 
bey endlichen Größen bleibe; es fen mach derfelben nicht 

‚nörhig, unendlich Fleine Figuren in Die Geometrie einzu: 
führen. Inzwiſchen möge man die Analyfis auch an ir⸗ 
gend welchen Kiguren, endlichen oder unendlich Fleinen 
anwenden, wenn man nur borfichtig verfahre. Alle diefe 
Bemerkungen feheinen ſich auf Leibnigens Vorftellungsars 
ten in der Differentialrechnung zu beziehen. 

In der Schrift von der Duadratur der krummen Si. 
nien werden auch die Fluxionen höherer Ordnungen einge: 
führt. Die Slurionen der Fluxionen bezeichnet er durch 


zwey Puncte über dem Symbol der Fluente, wie % ; bie 


Fluxion dieſer durch x; die Fluxion dieſer durch x, uff. 
Da Slurionen endliche Größen find, fo bat diefe Fort⸗ 
ſchreitung keine Schwierigkeit. Man kann auch x als 
eine Slurion ; einer veraͤnderlichen Größe betrachten. 


Diefe bezeichnet Newton durch x. Diefe "ua wiederum 


die Fluxion einer Größe feyn, die durch x bezeichnet 
werde. Die Glieder einer Reihe kann man nämlich als 
AUnterſchiede der Glieder einer andern Meihe betrachten, 
und diefe eben fo als die Unterſchiebe der Glieder einer 
vorhergehenden Reihe, u.f.f. In den Werben der 
zweyten und folgenden Fluxionen begieng Newton einen 
Fehler dadurch, daß er Die Glieder Einer entwickelten Difs 
ferenz nach ihrer Kolge für die Differenzen der verſchiede⸗ 
‚nen Ordnungen nahm. 

Anſtatt daß Newton durch Geometrie und allger 
„meine Bewegungslehre auf ſeine Fluxionenrechnung 
gefuͤhrt iſt, ward Leibnig durch Die Betrachtuͤng der 
—3 und Summen in ben Reihen der Zahlgrößen 
‚auf feine Differentialtechn ung geleitet. Dieſes 

etzählt er in einem Schreiben an Wallis, im 3 1697 ; 
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womit eine Stelle in beit Commereio epift Leibnitii 
et Jo. Bernoulli, T. II. p. 161. zu vergleichen iſt. 
Als er bemerkt harte, daß die Differenzen eine Beziehung 
auf die Beruͤhrungslinien, und die Summen’ auf die 
Duadraturen hätten, ſey ihm ein Licht aufgegangen. 
Bald habe er eingefehen, daß bie Unterſchiede der Unter; 
ſchiede in der Geometrie durch die Krümmungskreiſe darge: 
fielle werden. Auch habe er eine merkwürdige Analogie 
der Relation zwiſchen den Differenzen und Summen mit 
der Pelation zwiſchen Porenjen und Wurzeln wahrge⸗ 
nommen. Dieſes bezieht fich vermuthlich auf die Zufams 
‚menfegung der Größen irgend einer Reihe aus den An: 
fangsgliedern der. Differenzreihen, und biefer aus jenen. 
(©. arithmet. Reiben höherer Drdn. 257.) Nun, fährt 
Leibnitz fort, ſey es ihm eingefallen, daß man neben den 
bisher gewöhnlichen Formen der Größen, y, .y*, y’; 
yt, y3, etc. neue Formen (affectiones), die er durch 
d=y d?y; oden.d-d=y; d?y oder d"ddy,. 
‚ bezeichnet, einführen könne. In einem Schreiben an die 
Gräfin von Kielmannsegg, worin Seibnig ihr Nachricht 
von feiner Streiffache mit Newton ertheilt, erzähle er, 
daß er fich fruͤhzeitig mit den Eigenfchaften der Zahlen bes 
ſchuftigt, auch einiges neue über Die ‚Linterfchiede der Rei⸗ 
‚ben bemerkt habe, (Er gab 1666 in einem Alter bon 19 
‚oder 2o Jahren feine Schrift -über die Eombinationen 
‚heraus, und zeigte 1673 in der Londoner Gocietät feine 
Rechenmaſchine por, die er ſchon in feiner Jugend erfun- 
‚den hatte). Im J. 1673 hätte ‚die Befanntfchaft mit 
Huygens Neigung ju’geomerrifchen Unterſuchungen in ihm 
erweckt, er habe in kurzer Zeit gute Fortſchritte darin ge⸗ 
macht, und eine Reihe gefunden, die fuͤr den Kreis dafs 
ſelbe leiſte, was Mercators Reihe für die Hyperbel. Als 
er hierauf feine ehemahligen Bemerkungen über die Diffe⸗ 
renzen mit ſeinen neuen Forſchungen in der Geometrie 
verbunden hätte, habe er etwa um 1676 eine neue Art 
Rechnung, von ihm die Differentialrechnung genannt, er— 
funden, deren Anwendung auf die Geometrie die vortreff⸗ 
lichſten Dienſte leiſtete. — 


\ 


— 
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In bein zweyten Briefe an ben Abbe Sonti; wegen 
| AN Yen Streitfadye,  verfichert Jeibnig auch, daß er 
auf feine ,‚Differentialrechnung nicht durch Die Slurionen 
der Linien, »fondern durch die Differenzen ber 3 len ge⸗ 
kommen ſey, indem er bemerkt habe, daß die Differenzen 
bey ftetig wachfenden Größen in DVergleihung mit den 
Zahlen verfehwinden, da fie bey — endlich bleiben, 
ſ. Differengentechnung. X ro. 


Leibnitz fand, wie die Bier: einer Reihe aus den 
“ Anfangsgliedern der Differenzreifen zuſammengeſetzt wers 
den. Darin war ihm ein franzöfifcher Aſtronom, Mous 
‘ton, der um dieſe Zeit Tebte, juvorgefommen, Doher: 
klaͤrt Zeibnig in einem Briefe an Oldenburg vom J. 1673, 
daß ihm diefes ganz unbefannt gewefen fey, che es ihm 
‚ben feiner Anmefenheit ju London gefagt worden. Mous 
ton müſſe das Gefeg, nach welchem die Multiplicatoren 
zu den „Anfangsgliedern der Differenzreihen fortgeben, 
‚nicht gewußt haben. Paſcal hat es doch gewußt), Diez 
ſes legt er dar, und fegt hinzu, daß es die ihm wohl be= 
Fannten, in der Combinationslehre von ihm angewandten 
Zablen feyn. Zudem habe Mouton die Differenzen zum 
ynterpoliven gefucht, er aber habe die Glieder einer Reihe 
in irgend einer Stelle ins — hin durch die Diffes 
vengeh finden. tollen. | 


Ferner fagt Leibnitz in bieſem Sriefe an Oldenburg, 
daß er zufolge der von ihm gemachten Bemerkungen man⸗ 
che Aufgaben über die Reihen auflöfen könne; insbeſondere 
zönne er die Summe einer Reihe von Brüchen angeben, 
Deren Zähler 1, die Menner die Triangular « Pyramidals 
und andere Zahlen dieſer Art find. In einem: andern 
Briefe an Oldenburg im %. 1676 giebs er die Summen 
folgender Reihen an: 


Hirten =4 
IFM rem =? 
+ ee «+. etc. =4# 
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Wie er fit gefunden hat; zeigt er hier nicht an.‘ Anseis 
nem Xuffage in den Actis Erud. 1702: findet ſich feine 
Methode. Sie beſteht in einer Zerlegung der Brüche in 
andere. (In dem’ Artikel Differenzenrechnung. ift gewie⸗ 
ſen, wie jedes Stück ſolcher Reihen und ihre Graͤnzen 
gefunden werden. Die erſte wird aus (60.) daſeloſt nach 
dem in (67.) angegebenen Verfahren gefunden; die zweyte 
aus (59.13 die dritte iſt bie in (78.) fummirte Reihe durch 
4 dividirt), P — 

Inn demſelben Briefe (von 1676) theilt Leibnitz die 
von ihm durch eine unendliche Reihe gefundene Quadraͤtur 
des Sectors eines Kreiſes, einer Ellipſe und Hyperbel von 
dem Mittelpuncte aus gehommen, mit. Diefe beruht auf 
einer Verwandlung einer Curve in eine andere, ſo daß 
die Quadratur dieſer letztern die der erſtern giebt. Die 
Ordinate ber zweyten Curve iſt eine rationale Function der 
Abfeiffe, und läßt ſich, wenn fie eine gebrochne ift, zu einer 
Reihe entwickeln, daher. die Curve nach der fehen von 
Mercator bey der Hyperbel angewandten Methode ſich 
quadriren laßt, Leibnitz fchägt die allgemeine Methode 
der Transformationen fehr hoch, Sie möchte aber doch 
nur in beſond rn Fällen angewandt werben können. Er 
giebt für die Kegelſchnitte mit einem Mittelpuncte zwey 
Arten der Transformation an. Die erfte iſt für den reis 
folgende. Die Gleichung für dieſe Linie iſt, 
2x— xx — Yx. NMun ſetzt er 


BE a at en 
x— 7 ſo iſt * Hierauf wird 


zeibniß durch eine geometriſche Conſtruction geleitet. 
Nun fey 2 die Abſciſſe einer Curve, deren Ordinate iſt 
gr’ 2* | — — — 
gun fo ift die Area — für — Abſeiſſe 
z gleich der Area am Kreiſe für die Abſciſſe x. (Es iſt 
| x — grz’02_ ; 'bnik lgt 
naͤmlich y8x — ). Leibnitz verfolg 


die Rechnung nicht weiter. Von der zweyten Art der 
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Transformation giebt er nur eine fo leichte Andentung - 
durch ein paar. berührende, daf es fchon einigen Scharfe 
finn erfordert, feine dee zu errathen. Der Abbe Catelan 
und Ozanam haben die Art der Umwandlung irgendwo 
ber erhalten, und befannt gemacht. Montücla bar fie in 
feiner Gefdjichte der Marhematif, Tom. II. p. 378: ber 
ſchrieben, wo aber noch ein vorläufiger Sag zu erweiſen 
iſt. Aus dem Mittelpuncee der Kegelfchnitte ziche man 
eine gerade Linie an den Scheitelpunct, und eine an irgend 
einen Punet der Curve. Durch beide Punete werden bes 
rührende gezogen. Das Stück auf der berührenden durch 


den Scheitelpunct bis an den Durchſchnitt mit der andern - 


berüßrenden fey = t, und das Rechteck von ver halben 
Zwerchaxe (halben großen Axe in der Ellipſe) mit dem. -' 
halben Parameter fey die Slächen: Einheit, foift dere 
liptifche oder cireulare Sector dividirt durch die halbe 
Zwerhae =mt— 15 - IF 7 + 30 — etc, Für 
den hyperboliſchen Sector werden die fubtractiven Glieder 
addiriv geriommen. Arm Kreife- ift t die Tangente des _ 
halben Bogens des Sectore. Daher ift,: wenn das ung 
einen Kreis befchriebene Quadrat zur Einheit genommen 


wird, die Rreisfläche — -- — + etc, 


Diefen Ausdruck, fagt Leibnitz, habe er um 1673 feinen 
reunden mitgetheilt, unb er halte ihn für den möglichft 
einfachſten, ‚der dem DVerftande fehr gefallen müfle. Doc 
bat Jakob Gregory in Schottland die von Leibnitz für den 
Kreis gefundene Neihe früher ſchon gehabt, - aber nicht öf⸗ 
fentlich, fondern nur in einem Briefe an Collins im Ans 
fange des Jahrs 1671 mitgetheilt. Ka 
Leibnitz ſcheint auf diefe Quadraturen nicht durch feine 
Differeritialeechnung gefommen zu. feyn, fondern durch die 
‚erklärte Transformation mit Zuziehung.der von Mercator 
angewandten Methode bey rationalen Functionen. In 
dem gedachten Briefe, gebraucht er. auch bey dem Inecre⸗ 
‚ment der Area nicht. das Symbol der Differentiation ‚ fon: 
dern den Buchfiab A, den er eine unendlich Eleine Größe 


J 
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bezeichnen. laͤßt. Erft in einem Briefe vom er: Yun, 
2677 Oldenburg für Newton theilte Leibnitz eine Pro⸗ 
be ſeiner neuen Rechnung mit, und macht eine Anwen⸗ 
dung auf die Methode der berührenden, auch in dem Falle, 
da die Sleihung irrationale Sröfen.enehält, Man kann 
nicht umhin zu-bemerfen, daß er im dem vorhergehenden 
jahre zwey Briefe von Newton erhalten hatte, worin 
dieſer ihm vom feinen analytischen Entdeckungen ausfuͤhr⸗ 
lich Nachricht ertheilt, doch aber ohne hun nur einen 
inf von der Merhode zu geben. 


=, Als im an 1683 die Acta Brain ihren Ane 
fang nahmen, war Leibnitzens erſter Beytrag dazu ein 
Auffaß über die Quadratur des Kreifes nach der vorher 
angeführten Formel Durch die Tangente von 45 Grad, 
Es wird hier aber nody nichts von einer neuen Art Nee 
nung erroäßnt, Dieſes geſchah zuerſt in den Act Erud,. Oct. 
a 684 in der Abhandlung: ‚Nova methodus; pro Maximis 
et Minimis, iteraque tangentibus, quae nec fractas 
'necirrationales quantitates moratur, etfingulare pro 
ällis caleuli genus. Hierin frägt er fie in der Form vor, 
die feitdem auf dem feften. Lande üblich ift. Er zeige, wie 
die Differentiale eines Products, eines Quotienfen und 
‚einer Potenz von irgend einer Beſchaffenheit ausgedruckt 
"werden; erflärt auch, wie die Vorzeichen + hierbey zu 
verſtehen find; daß Ov==ö einen größten oder Fleinften 
Werth der Ordinate anzeigt; daß ein mit ©v_gleihnamis 
“ges. BOY eine Concavität der Curve gegen die Are, ein 
ungleichnamiges eine Converität anzeige, (dieſes ift umges 
kehrt zu nehmen ‚; wie Leibnitz es felbft gelegentlich verbeſ⸗ 
fert hat); und daß bey dem Übergange: der Incremente 
vom Abnehmen zum Zunegmen , oder von diefem zu jenem, 
ein Wendungspunct vorhanden ift, wofern die Ordinaten 
hier nicht einen Übergang vom Wachfen zum Abnehmen, 
‚oder. umgekehrt machen, das ift, wenn 95v = o ifl, 
umd weder v noh dv Null find. (Dieſes kann doch bey 
einem Wendungspunete Statt finden,: namlich, wenn bie 
Abteifienlinie durch den. Wenbungepunct geht, und hier zu⸗ 
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gleich berlihtende iſt)Leibnitz zeige bie Diffetentiation 
einer Gleichung zwiſchen zwey beranderlichen Größen an 
einem verwickelten Falle, und giebt für die Erfindung des 
Kleinſten ein Beyſpiel aus der Optik, das Geſetz der 


Brechung nach einer. gewiſſen —* Annahme zu 
finden. | 


Im J. 1686 erſchien in din A E, von seißnis ein 
XAuffag:. de Geometria recondita et Analyſi indivi- 
fibilium atque infinitorum. Hier gebraucht ‘er das 
Zeichen f[ um eine aequatio fummatrix auszubrüden, 
wie Ix’= xöx; a= on. 

— K vVax-) 0 

Sinusverfus _ bes Kreisbogens a iſt; desgleichen 

— + [a sm zu 

y Coordinaten an der Cykloide ſind. Solchergeſtalt könne 

man, bemerkt er, Gleichungen fuͤr Linien angeben, die 

man ſonſt der Berechnung nicht fähig gehalten hatte. 


wo x der 


In dieſem Yuffage erzähle Leibnitz, wie ein Beweis 
des Satzes yon der Größe der Oberfläche einer Kugel ihn 
auf das charafteriitifche Dreyeck an den Curven geleitet, 

- und wie er allmählig die wahre Ergänzung der Algebra 
für transfeendente Größen gefunden habe, feinen Calcu- 
lum indefinite parvorum, ven er auch Differentials 
oder fummatorifhe , oder tetragoniſtiſche Rechnung 
nenne. 


In demſelben Auffate erwähnt Leibnit noch ſeiner 
Methode undeterminirter Coeffieienten. Newton hat ſie 
auch gekannt. Er zeigt ſie am Ende bes zweyten Briefes 
an Oldenburg an, aber mit verſetzten Buchſtaben, die 
hernach Wallis in dem zweyten Theile ſeiner Werke, 
P. 393, verſtãndlich gemacht hat. Newton bedient ſich 
aber ihrer in ſeinen analytiſchen Werken nicht. Leibnitz 
giebt einige ſehr gute und brauchbare Beyſpiele in dem 


— 





. 
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supplementum Geometriae racticae ſeſe ad proble- 
mata transfcendentia extendens, A E. 1693. 


Becey dieſer Gelegengeit mag auch bemerkt werben, 
daß Leibnig Die Methode erfunden hat, Differentialfor: 
meln zu integriren, worin der Kactor des Differentials 
ein rationaler Bruch ift, nämlich durch Zerlegung in 
Brüche. mit einfachen Nennern, wie x + a, mofern bie 
Algebra diefes Leiften mag, wodurch die integration auf 
die Quadratur der Hyperbel (oder wie man jest auf dem 
feften Jande fagt, auf Logarithmen) gebracht wird. Gr 
wendet diefe Methode auch auf die Summirung von Brüs 
hen mit endlichen Differenzen an, 4. B. auf Brüche von 
der Form — wodurch er die Summe ber 
oc, I ‚ı U... x Ä „3 | 
ie + — * *2 ete. = 2findet. 
Eee ne 
Der Aufſatz ift überfchrieben: Specimen novum Analy. 
feos pro [cientia Infiniti, eirca [ummas et Quadra- 
turas. A. E. 1702. - Ze — 


Leibnitz machte von ſeiner Analyſis des Unendlichen 
viele ſchöne Anwendungen auf ſchwere geometriſche und 


mechaniſche Aufgaben, beſonders ſolche, welche die Geo⸗ 


meter ſeiner Zeit beſchäftigten. Seine mathematiſchen 
Auffäge find in periodiſchen Schriften zerſtreut; die mei⸗ 


ften find in den Actis Eruditorum befindlih. In dem 


dritten Bande feiner von Dütens gefammelten Schriften 
findet man fie beyseinander, auch feinen mathematifchen 
Briefwechfel, den mit Joh. Bernoulli geführten ausge⸗ 


‚nommen, der in zwey Quartbänden 1745 gefammelt ift. 


reibnitz war ein allgemeiner Kopf, Nechtögelehrter, Ges 


ſchichtskundiger, Philofoph, Theolog, Sprachforfcher, 


Mathematiter, Phyſiker und mehreres; ein ausgebreiteter 
Briefwechſel, öffentliche Gefhäfte und Umgang mit der 
großen Welt nahmen einen beträchtlichen Theil feiner Zeit 
bin.  Daber. haben feine marhematifchen Auffäge nur Die 
erjte noch rohe Form der Entſtehung; aber man ſieht jur 
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gleich an ihnen, daß er feine Ideen aus fich ſelbſt nahm, 
und muß die Fruchtbarkeit und Geſchmeidigkeit ſeines Gei⸗ 
ſtes bewundern. Newtons analytiſche Schriften (von ſei⸗ 
nen Principien der mathematiſchen Naturwiſſenſchaft, 
dem Hauptwerke aller Zeiten, iſt hier nicht die Rede) ſind 
ſyſtematiſch, ſehr klar, in den Gruͤnden einleuchtend, alle 
gemein in den Methoden, vielbefafjend, und in der äußern 
Form vollendet. Newton lebte in der Stille feines’ Cabi⸗ 
nets, bloß der Marhematif und ihrer Anwendung auf die 
Naturforſchung, wobey ein paar fremdartige Befchäftie 
gungen nicht in Anfchlag Fommen. Der blühende Zuſtand 
der Mathematik in England gewährte ihm fchon in feiner 
Jugend Vortheile, bie Leibnig damals in Deutſchland 
nicht hatte. 

Die von Leibnitz bekannt gemachte Differentialrech⸗ 
nung ‚und die umgekehrte, welche zeibnitz die ſummatori-⸗ 
ſche nannte, (wofür Koh. Bernoulli die Benennung, ne 
tegralrechnung, einführte) ; erhielten bald großen Beyfall. 
Insbeſondere waren es die beiden -DBernoulli, und der 
Marquis de LHopital, welche diefe neue Rechnung auf 
mancherley Arten anmandten, und zugleidy erweiterten. 
Die Form, welche Leibnig ihr gegeben hatte, ward auf 
dem feiten Lande allgemein angenommen. Die analytis 
ſchen Schriften von Newton wurden fpäter befannt, da 
die von der Quadratur der krummen Linien erſt 1704 etz 
ſchien. In den Prineipien war die Analyfis, wodurch 
Negwton feine Sätze gefunden harte, nicht ſichtbar, weil 
er die Beweife nach ſynthetiſcher Methode abgefaßt, und. 
alles zwar auf die letsten oder. auf die ‚erften Verhältniſſe 
binausgeführe, aber die Fluxionenrechnung dabey nicht 
angewandt hatte. Nur in dem Lemma zum 7. Satze 
des zweyten Buchs kommt eın Satz aus dieſer vor: Mo- 
mentum genitae aequatur momentis laterum fingu- 
lorum gerierantinm in eorundem laterum indices 
dignitatum et coefhicientia continue ductis. Am 
10. Satze werden die Fleınen, zuletzt verſchwindenden Un 
terfchiede durch © bejeichnet. Ungeachtet Newton feine 
Fluxionenrechnung viel früher erfunden hatte, als Leibnitz 
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- feine Differentialrechnung ſo ward dieſer doch faſi durch⸗ 


— 


gehends als Erfinder, der neüen Rechnung des Unendlichen 
angeſehen, ſogar daß fie nach ihm die Leibnitziſche Rech⸗ 
nung genannt wurde,  Eugland ſelbſt lernte fie fruͤher in 


der Form, welche Leibnitz ihr gegebeu hatte, kennen, als 


in ber Rewtoniſchen. Craig ein Schottlander, ge: 
brauchte in. feiner. Schtift: Methodus fgurarum lineis 
rectis et. curvis.comprehenfarum quadraturas deter- 
minandi,. Lond. 1685, ben der. Aufloſung einer Aufgabe 
die Leibnitziſche Differenfialrechmung. In einer ſpätern 
Schrift: de Figurarum curvilinearum. quadraturis 
‚et. locis geometricis, Londini 1693, rühmt er Jeib- 
nitzens Differentialrechnung als eine herrliche Erweiterung 
der höhern Geometrie, und geſteht, daß ohne diefelbe feine 
Alnterfuchungen. ihm * ſchwer geworden ſeyn würden. 
Er gebraucht auch die Leibnitziſche Bezeichnungsart. Bis 
dahin war alſo Newtons Fluxionen-Methode in England 
ſeloͤſt nicht bekannt. Es war auch erſt im J 1693, daß 


Waͤllis in. dem zweyten Theile ſeiner Werke, worin die 


Algebra enthalten iſt, einiges Davon öffentlich mittheilte. 


Dies vetanlaßte Wallis, daß er Newton ermahnte, 
die beiden Briefe an Oldenburg, welche Leibnitz mitge: 
theilt erhalten hatte, bekanut zu machen, weil ſeine Me⸗ 
thode der Fluxionen unter dem Namen der Leibnitziſchen 
Differentialrechnung mit. großem Beyfall aufgenommen 
wuͤrde. Ex bemerfte deshald in der Vorrede zu dem ers 
ſten Theile feiner Werke, der 1695 , fpater als der zweyte, 


Eſchien, ausdruͤcklich, daß die von Leibnitz fogenannte 


Differentialrechnung mit der Mewronifchen Fluxionenrech⸗ 
nung; wovon er in der Algebra, in dem zweyten Theile 
Seiner Werfe, einen Abriß gegeben habe, überein komme. 
seibniß habe die: Methode im J. 1676 in zwey Briefen 
kon Newton mitgerheilt erhalten. Die beiden Briefe ließ 
Malis in dem dritten Bande feiner Werke, 1699, abs 
prucken.. Der Abriß, den er von der Fluxionen⸗Rech⸗ 
nung aus jenen Briefen in ber Algebra giebt, möchte 
boch fuͤr ſich unverſtändlich ſeenn. ae 


N 


’ — 
x 
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Allein einige Jahre nachher behauptete Micol. Fatio 

de Duillier aus Genf, der in England kebre, nicht 
allein, daß Newton lange Zeit vor Leibnitz die Nechnung 
des Linendlichen erfinden hätte, ſondern fügte noch hinzu, 
daß er ed denen, die Newtons Briefe und handſchriftliche 
Abhandlungen geſehen härten, überlaffen wolle zu beurr 
theilen, mas Leibnitz als zweyter Erfinder ver Rechnung 
bon Newton erborgt haben möchte. Dieſes geſchah in 
‚einer Schrift über die Linie des fchnellften alles und das 
Solidum des geringften Wideritandes, London »699 
Leibnitz — auf dieſe für ihn ſehr nachtheilige Äuße⸗ 
rung ziemlich lebhaft, und gab zu verſtehen, Duillier 
möchte e8 übel genommen haben, daß er ihn nicht unter 
denjenigen genannt hätte, von welchen die Aufgabe über 
die Linie des ſchnellſten Falles aufgelöfer- war , oder wahr: 
ſcheinlich hätte aufgelöfer- werben können, wenn fie fich 
darum bemüht hätten, - Er bezeugt die. größte Hochache 
tung für. Newton, und. beruft fich darauf, Daß diefer 
felbit in den. Principien der-Naturwiſſenſchaft (Schol. 
Lemmatis 2. prop. 7. L. II.) im.%..1687 anführe, 
‚von ihm vor zehn Jahren eıne Methode mitgetheilt erhal; 
ten zu haben, die von der feinigen kaum anders als in den 
Ausdrücken und Bezeichnungen, und noch in der Vorſtel⸗ 
lungsart von der Entitehung der Größen verfchieven fen. 
Er babe im J. 1684, als er. feine Rechnung bekannt 
machte, von Newtons Erfindung nichts weiter gewußt, 
* was dieſer ihm von dem Gegenſtande derſelben angezeigt 
tte. 3F TE ih — ch 
Vermuthlich wäre durch diefen. Angriff auf Leibr 
nigens Ehre, der von Privatabfkhten herzuruͤhren ſcheinen 
mußte, das-gute Vernehmen zwifchen Newton und Leib⸗ 
ni nicht geftöre worden, wenn nicht in Deutfchland ſelbſt 
bald darauf die Veranlaffung zu einem heftigen gelehrren 
Prozeſſe, der faſt national ward, gegeben worden wäre. 
Als Newtons Tractat von der Duadratur der Frummen 
Linien mit feinem Werk über die Optif 1704 erfchienen 
war, dritte fi) der Necenſent biefer. Schriften in den 
Act. Erud. 1795 über Newtons Erfindungsrecht am die 
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Infiniteſtmalrechnung etwas zweydeutig aus. Anſtatt der 
Leibnitziſchen Differentiale, ſagte er, werden von Newton 
Flurionen gebraucht, und ſind immer gebraucht worden, 
wovon er ſowohl in feinen Principien als in andern 
Schriften eine fchöne Anwendung macht, fo wie auch Ho— 
noratus Kabri in feiner Synopfis geometrica die Cavale⸗ 
rifche Methode mit. der” fortfehreirenden Bewegung ver⸗ 
‚ sauıfcht hat (ſubſtituit). Die Verehrer Newtons legten 
diefe Stelle dahin aus, daß fo wie Kabri feine Merhode 

von Cavaleri entlehnt habe, fo hätte auch Newton feine 

Slurionen ⸗ Rechnung von Leibnig genommen. Leibnitz 

erflärte zwar, daß diefes nicht der Sinn fen. Allein 

Keilt, Profeſſor der Aftronomie zu Orford, behauptete 

nua fogar in den. Philofophical Tranfactions, 1708, 
Newton fen nicht bloß der Erfinder der Slurionens Me: 

thode, fondern Leibnitz habe nach‘ diefer die feinige gebildet, 

mic Veränderung der Ausdrücke und der Bezeichnung. 

geibnis befchwerte fich wegen dieſer Beſchuldigung 

ben der Öocietät zu London, Keill fuchte feine Behauptung 
ausführlich zu rechrferfigen. Als Zeibnig feine Beſchwer⸗ 

de ben der Societät wiederholte, ſetzte dieſe einen Aus— 
ſchuß nieder, um die in ihrem Archiv befindlichen Briefe 

und Schriften, welche über die Streitfrage Licht geben 

koͤnnten, durchzuſehen, und der Societät davon Bericht 

zu erſtatten. Ver Vericht der Commiffarien fiel dahin 

aus, daß die Differentials und Slurionen : Methode we 

fenelich nicht verfchieden ſeyn, „und daß die eigentliche Frage 
- bier fen , nicht, wer dieſe oder jene Methode erfunden ha 
be, fondern wer der erſte Erfinder der Methode fer. Sie 
glaubten, daß diejenigen, welche Leibnig für den erften 
Erfinder hielten,. wenig oder nichts von feinem frühen 
Briefwechſel mit Collins und Oldenburg erfahren haben, 
und niche wiffen möchten, daß Newton die Mechode 
ſchon feit Länger als funfjehn Jahre erfunden gehabt häts 
te, wie Jeibnig fie in den Actis Eruditorum befannt zu 
machen anfieng.. Daher habe Reill durch feine Be— 
harptung, daß Newton der erjte Erfinder fey, gar nichts 
beleidigendes. gegen Zeibnig gefagt, Do Leibnitz auf feine 


en 
— 


⁊ J 
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Methode durch ſich ſelbſt gekommen ſey, laſſen fie ganz 
unberührt; inzwiſchen geben fie doch in den drey erſten 
Artikeln des Verichts zu veritehen, daß er bey ſeiner zwey⸗ 
mahligen Anweſenheit in England, und durch den Brief: 
wechfel, den er mit Newton und Collins mittelbar durch 
Oldenburg unterhalten, hinlängliche Winfe von Newtons 
Methode befommen haben möchte. Die Societät ließ 
alle auf die Streitfrage fich beziehenden Briefe, zum 
Theil Stellenweife, mit der Newtoniſchen Schrift: Ana- 
lyfis per aequationes numero terminorum infinitas, 

. die Collins im J. 1669 durch Barrow mitgerheilt erhal⸗ 
ten hatte, nebſt dem Berichte der Commiſſion abdrucken, 
und an. die vorzüglichften Diarhemariker in Europa verfens 

den. Der Titel it: Commercium epiftolicum D, 
Joh. Collins et aliorum de Analyfi promota, jufu 

- Societatis regiae in lucem editum. Londini 1712. 
4: Diefe Ausgabe iſt gar nicht in ven Buchhandel ges 
kommen; auch find nur wenige Abdrücke gemacht, daher 
fie fehr felren it. Es iſt 1725 eine zweyte Ausgabe er: 
fehienen , welche eine fehr ausführliche, gegen Leibnig bir: 
tere Recenſion der Sammlung aus den Transactionen im 
J. 1715 enthält. Der Titel diefer Ausgabe iſt: Com- 
mercium epiftolicum de varia re mathematica inter | 
celeberrimos praefentis faeculi Mathematicos, .... 
Londini, 1725: 8 Diefe ift in dem vierten Bande . 

der Horsleyifchen Ausgabe von Mewtons Werfen einge» 
rückt. In derſelben find viele gegen Leibnitz gerichtete 
Anmerfungen enthalten. Herr Profeffor Pfleiverer har 
die Güte gehabt, auf meine Bitte die Driginal: Ausgabe 
mit. dem Aborucfe in der Horsleyifchen Musgabe zu vers 
gleichen. Es find hier einige Eleine Zufäge mie wenigen 
Worten: gemacht, dig aber unbedeutend find, außer eis 
nem einzigen, worin gefagt wird, daß Leibnig irrationale 
Erponenten der veränderlihen Größen, die Newton in eis 
nem Beyſpiele gebraucht, in Fluenten umgewandelt, und 

- daraus die Erponentialrechnung gebildet babe, eine fehr 
ungegründete und unbillige Vermuthung. In der Recen⸗ 
fion wird gerade zu behauptet, Leibnitz habe feine — 

| ih 
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tialrechnung ganz ton Newtons Flurionen⸗ Methode her⸗ 
genommen. | 
Fin Gutachten über das Commercium epiltoli- 
cum, worin die Vermuthung geaußert wird, daß Memw: 
ton feine Slurionenrehnung gar wohl nach der Differens 
tinlrechnung gebildet haben möchte, und ein Fehler, den 
Newton wirklich in Abſicht auf die Werthe der höhern 
Differenfiale begangen harte, mit zum Grunde dienen 
‚ foll, ward ohne Benennung des Verfaffers und Ortes ges 
druckt, auch ohne des Werfaffers, Joh. Bernouilli's, 
Wiſſen, der teibnigen ausdrücklich erfucht harte, ihn nicht 
in den Handel zu ziehen. (Das Original ift in dem Com- 
mercio philof. et mathem. Leibnitziiet Jo.Bernoulli, 
T. II. p. 305 befindlich). Keill antworter@darauf, wie 
leicht zu erachten ift, heftig. Chamberlayne in England 
fuchte Newton und Leibnitz auszufshnen, allein ohne Er⸗ 
folg. Leibnitz feheine vielmehr das Mißverfländniß aufs 
neue rege und großer gemacht zu haben, durch einen Brief 
an den Abbé Conti, ver fich damahls in England auf 
hielt , und der gemeinfpaftliche Freund ſeyn wollte. Er 
beſchwerte ſich darin, daß man durch gezwungene Ausle- 
gungen ſeine Wahrheitsliebe zweifelhaft zu machen ſuchte, 
und die Streitfrage veränderte, indem man die Reihen 
herbeyzöge, worin er Newton den Vorgang nicht ſtreitig 
mache; ja er gab zu verſtehen, daß Newton die Charak—⸗ 
ceriſtik und den Algorithmus für unendlich Fleine Größen 
vor ihm nicht möchte gehabt haben, mie Bernouilli ganz 
richtig geurtheilt hätte, Hier entdeckte er. den Verfaſſer 
des vorher angeflihrten Gutachtens. Zugleich breitere er 
fi) umftändlih über Newtons phnfifalifhe Grundfäge 
aus, die er für befremdend und unhaltbar erklärte, - Der 
Brief ward Newton mitgetheilt, da Leibnig es Conti er, 
laubt hatte, Newton antwortete hierauf in einem an 
Conti gerichteten Schreiben, welches Leibnitz ermiederte, 
worauf Newton die Vertheidigung wieder ausführlich bes 
‘antwortete, Tantaene animis coeleftibus irae! mag 
man zwar ben diefem Briefwechfel ſagen; doch ward der 
Streit auf eine fehr gemäßigte Art geführe in Verglei⸗ 


Differentiafrehnung - 851 


hung mit den fchrifeftellerifchen Balgereyen zu unfern Zeis . 


> ten, Leibnitzens Tod, der am 14. Movemb. 1716 erfolg: 
te ,. machte dem Streit ein Ende. Die Acten diefes ge⸗ 
lehrten Prozeffes findet man in dem vorher angeführten 
Commercium epiltolicum, in dem dritten Theile von 
Leibnitzens Werfen, in dem Recueil de diverfes pieces 
fur la philofophie, etc. par Des Maizeaux, T. II. 


und in dem Journal lit£raire, das damahls im Haag 


heraus fam. Kine ausführliche Relation daraus iſt in 
Leibnitzens Jebensbefchreibung von Jaucourt anzutreffen, 
und dem* gedachten Theile von feinen Werfen beygefüge, 
Die Lebensbefchreibung felbft ift der von Meufville beforg« 
ten Ausgabe der Theodicee, Amfterdam 1734, ohne Be: 


nennung ihres Verfaſſers vorgeſetzt. Wer der Verfaffer 
der Necenfion in den Actis Erud, die ju dem Streite den 


nächſten Anlaß gegeben, gewefen ſey, iſt nicht befannt ge: 
worden, Leibnitz laßt in den Briefen, wo er den wahren 
Sinn der zweydeutigen Stelle erklärt, fich gar nicht darü⸗ 
ber aus, ober felbft-oder ein anderer Verfaffer fey. In 
dem Sremplar der Actorum, das auf der Göttingiſchen 
Bibliothek befindlich ift, und die Namen der Plecenfenten 
bengefchrieben enthält, wird G. G. Leibnitzius als Bers 


faſſer angegeben, nach Käftners Bericht in ver Anal. des 


Unendl. 3te Ausg. ©. 44. | Ä 
Gegenwärtig möchte faft allgemein tiber diefe durch 
den Gegenftand und durch die Hauptperfonen merkwürdige 
Streitfrage dad Lrtheil- dahin ‚ausfallen, daß Newton 
ohne allen Zweifel feine Slurionen» und Sluentenrechnung 


lange vorher, als Leibnitz feine Differentialrechnung be⸗ | 


kannt machte, erfunden habe; daß aber auch Leibnig von 
dem Verdachte, die Slurionenrechnung fich zugeeignet, und 
nur in der Form verändert zu haben, gänzlich frey zu 
fprechen fy. So urtheilen Montücla in der erften 
und zweyten Ausgabe der Gefchichte der Marhematif; 
d’Alembert in der Encyclopedie methodique; la 
Eroir und Boſſut in den Vorreden zu ihren Traites 


de. calcul differentiel et integral, Voſſut iſt in der. | 


Vertheidigung der Anfprüche von -Leibnig umftändlich, 


— 


I 
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Auch Engländer treten dieſem Urtheile bey, als Waring 
in ſeinen meditationibus analyticis, Cantabr. 1785, 
(ſ. Käſtners Anal. des Unendl. S. 49. und Götting. gel. 
Anz. 1786. ©. 700.. Hutton in feinem mathem. u. 
phyſik. Wörterbuche äußert zwar, man habe vielen Grund 
zu vermurhen, daß Leibnig einige ihm mirgerheilte Papiere 
und Auffaße benugt haben möge, erinnert aber hernach, 
daß auch nach einiger Lirtheil flarfe Gründe vorhanden 
feyn, zu glauben, daß Leibnig feine Methode felbft erfun: 
den habe. Denn in feiner Theoria motus abltraeti vom 
J. 1671, ehe er etwas von Mewtons Sachen gefehen 
haben fonnte, nehme er ſchon unendlich Eleine Größen an, 
die unter fich ungleich ſeyn, welches einer der vornehmſten 


* 


Srundfäge feiner Methode fey. 


Leibnitz iſt vielleicht Durch den zweyten Brief von 
Newton, den vom 24. Octob. 1676, worin viele wichtige 
Mittheilungen, aber ohne Beweis und Nachricht von ih⸗ 
ten Gründen, gemacht waren, gereizt worden, der Sache 
anhaltend nachzubenfen, und feine Lingeduld, deren er ſich 
irgendwo felbft anflagt, zu bezwingen. Den Zeitpunct 
von 1676 giebt er felbft, in. dem oben angeführten Briefe 
an die Graͤfinn von Kielmannsegg, an, fo viel er fich das 
mahls noch erinnern fonnte, Was er Übrigens dafelbft 
bon der Art, wie er zu feiner Differentialrechnung gefom: 
mer, erzähle, ſtimmt fehr wohl zu diefer Voritellung. 
Darum hat er aber nicht fein Nechnungsmethode nad) 
der Rewtoniſchen gebildet, daer von diefer nichts erfahren 
hatte, und vielmehr, wie aus feinem Briefe vom 27. Aus 
guſt 1676 erhellt, ſchon die Differenzenrechnung zu Quas 
drirungen, ben rationalen Ordinaten, nach Mercators 
Verfahren bey ver Hyperbel, gebrauchte. Man braucht 
dafelöft itı dem Werthe des Nertangels nur dx für 4 zu 
ſetzen, fo hat man das Differential einer Area. Eben dar 
ſelbſt kommt die Integration der Formel da. cola als 
Summirung vor, nachdem für Sofa eine Reihe gefegt 
iſt, nur daß hier noch nichts von Differentialen und deren 
Bezeichnung ſich finder, 


J 
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Das Zeugniß, welches Newton in dem Scholium des 


Lemma II. Princip. L. II. Leibnitzen giebt, iſt von Wichtig⸗ 
feit „ wenn gleich Newton in der Folge, als er mit Jeib- 
niß zerfallen war, es nur als ein Verwahrungsmittel für 
fein Eigenthum angefehen haben will. Denn e8 zeigt, 


daß er Jeibrligen nichts mirgerheile hatte, was auf feine =. 


. Methode hätte leiten können, und Daß er auch vorausfegs 
te, es fen demfelben von andern nichts eröffnet worden, 
Es ijt ein Zug von. Newtons feiner und. edler Denkungs⸗ 
art, daß er einem andern, ja einem Musländer, das Mit: 
recht an eine Erfindung öffentlich verfihern will. Die 
erfte Ausgabe der Principien ift vom J. 1687. In der 
jwepten vom J. 1713 ju Cambridge, wovon die zu Am— 
ſterdam 1714 ein Nachdruck ift, iſt jenes Zeugniß noch 
ftehen geblieben; aber in der von 1726 iſt es durch ben 
Herausgeber, Pemberton, weggelaſſen, gleichſam, als 
wenn Newtons Freunde ein für ihn nachtheiliges Aetens 
ſtuͤck Hätten vernichten wollen. | 

Die beiden Briefe Newtons vom J. 1676 an DI« 
Benburg für Jeihnig enthalten nur Mefultate feiner Me: 


thode, nichts von ihr felbft. Ein Furzer Brief von New⸗ 


ton an Collins, ber Jeibnigen im %. 1676 mitgetheilt iſt, 
enehält nur die Formel für die Subtangente an einer, 
Curve, bloß in einem leichten Kalle, woraus fich noch 
nichts von dem Verfahren felbft ergab. Die Form feiner 
infinitefimal: Rechnung mußte er offenbar felbft erfinden; 
die Methode aber auch, welches ihm freplich dadurch ers 
leichtert ward, daß er manche Säge, die dadurch fchon 
- in England gefunden waren, mitgerheilt befommen hatte, 
Man hat gefagt, Leibnig möchte wohl, als er in Lon⸗ 


* 


bon war, die erſte Schrift von Newton, Analyfıs per 


aequationes, etc. bey Collins gefehen ‚haben. Kine 


Vermuthung ift fein Beweis. In diefer Schrift wird _ 


noch feine Vergleichung der verfchtwindenden Differenzen 
gemacht, daher auc noch nichts von Fluxionen darin ers 
wähnt wird. Die darin am Ende vorgetragene Methode, 


Erummlinichte Figuren zu quadriren, ift der von Sermat 


für berührende an einer Curve gebrauchten ganz ähnlich, 
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wie die oben gegebene Nachricht von diefer Schrift es 
zeigt. Fine Abfchrift von derfelben hat Leibnitz nicht erhals 
ten, Denn in einem Briefe vom 27. Aug. 1676 fragt.er 
“an, wie Newtons Meverfions- Methode befchaffen fen, 
als in dem Kalle, wenn die Zahl aus dem Logarithmen ge: 
funden werden fol. Diefes ift in der Abhandlung deurlich 
gewieſen, ‚da von der Reihe für die Zahl die erften fünf 
lieder darin berechnet find. - 3 
Man kann dagegen fragen, wo die Auffäße, melde 
Leibnitz bey feiner zweyten kurzen Anmefenheit in London 
Collins für Newton zugeſtellt hat, geblieben fenn. Jener 
erwähnt fie in einem Briefe an Newton, Vielleicht hats 
ten dieſe noch einige Auffchlüffe gegeben. | 


So wie man ohne Bedenken Newtons Nachrichten 
von feinen Erfindungen Glauben beymißt, fo muß billig. 
dafjelbe auch für Leibnig gefchehen. Ein Mann von dem 
großen, viel umfaflenden, wirffamen Geifte, mie Jeibnig, 
brauchte nicht fremde Erfindungen ſich zujueignen, und 
feine Denfungsart war zu edel, oder wenigftens zu ſtolz, 
um ſich dazu herabzulaffen Die Leichtigkeit, womit Jeib: 
niß verfchiedene ſchwere Aufgaben aus der Geometrie und . 
Mechanik durch die Analyfis des Unendlichen auflöfete, : 
zeige, daß er nicht eine erborgte Mechode befolgte, von 
welcher damahls noch wenig, oder eigentlich gar. nichts 
befannet gemacht worden war, 


Ungeachtet mancherlen fremdartiger Befchäftigungen 
fuchte Leibnitz feine neue Analyſis weiter zu treiben, und - 
ihre Wichrigfeif durch Anwendungen auf ſchwere Aufgaben 
zu zeigen. Hiezu vereinten ſich bafo mit ihm zwey vortreff⸗ 
lihe Männer, die beiden Brüder, Jakob und Jo— 
Hannes Bernoulli, Jener war zuerſt der Lehrer fei- 
nes Bruders, der bald mit ihm zu wetteifern im Stande 
war, und bey einem etwas eigenfüchtigen Charafter ſich 
fogar auf eine beleidigende Arc fiber ihn zu erheben fuchre. 
Der ältere Bernoulli befaß mehr Erfindungskraft, - die er 
durch manche ihm eigenchümliche Unterſuchungen bewiefen 
bat; Dagegen der jüngere größere Gewandtheit in der Be; 
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handlung ſchwerer Fragen hatte. Dieſer hat mehr gelie⸗ 
fert als jener, iſt aber auch 30 Jahte älter geworden als 
ſein Bruder, der in einem Alter von 50 Jahren ſtarb. 
(Boſſüt in der Vorrede zu feiner Differential⸗ und Integral⸗ 
Rechnung). 

Dieſen beiden großen Analyſten iſt man eine meiſter⸗ 
hafte, von Leibnitzen ſelbſt anerkannte und öffentlich ge: 
rühmte Bearbeitung der neuen Rechnung, und ihre Vers 
breitung beſonders auf dem feſten Lande ſchuldig. Es 
wurde, nach Leibnitzens Vorgang, nun gewöhnlich, daß 
die Mathematiker ſich gegenſeitig ſchwere Aufgaben vor⸗ 
legten. Dieſes vermehrte die Theilnahme an der Wiſſen⸗ 
ſchaft, indem es zugleich ein vortreffliches übungsmittel 
war. Unter dieſen Aufgaben zeichnen ſich aus die über 
‚die Hoochrona, und Ifochrona paracentrica von Leib⸗ 
nitz, über die Kettenlinie von Jakob Bernoulli, überfie 
Linie des fehnellften Falles (Brachyftochrona) von Joh. 
Bernoulli; das problema ifoperimetricum von dem 
Altern Bernoulli, wodurch diefer die Zudringlichfeiten fei« 
nes Bruders zurlichzubalten fuchte. Auch ein braver Ve, 
teran in der alten Geometrie, Viviani, legte den neuen 
Analnften zur Prüfung ihrer ‚Methode, die unter dem 
Namen Aenigma Florentinum befannte Yufgabe vor. 
teibniß und Jakob Bernoulli löſeten fie noch an demſelben 
Tage auf, an welchem fie das Programm von Viviant 
erhielten. Der Marquis de l’Hopital, ein Zögling des 
Johannes Bernoulli, trug zur Bekanntmachung der neuen 
Analnfis viel bey, durch feine Analyfe des infiniment 
petits pour Vintelligence des lignes courbes, à Pa- 
ris 1696, 181 pag. in 4. zweyte ungeänderte Auflage 
1715 , ohne den Namen des Verfaſſers. Gie enthält 
nur die Differentialrechnung mit ihrer Anwendung auf 
geomerrifche Fragen. Stone überfegte fie ins Einglifche, 
und fügte die Tintegralrechnung hinzu. The method of 
fluxions both direct andinverfe. London 1730, Die 
Integralrechnung aus diefem Werke ift ins Franzöſiſche 
'überfeßt. Analyle des infiniment petits, campre- 
mant le Calcul integral, par Rondet, a Paris 1733. 
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162 pas. in 4. oh; Bernoulli bat an diefem Werte 
viele Fehler gerügt, Opp. T. IV, pag. 169 — 192. Zur 
Fortſetzung jenes Werkes iſt auch ‚beffimme Traite du 
Calcul integral par M. de Bougainyille, 3 vols, & 
Paris 1754. 56, 336, und 246 pag. in 4. Die al— 
‚tem Merboden find darin deutlich und ordentlich vor: 
getragen, Als eine Fortſetzung des bon lHopital geliefer- 
ten Werfs fönnen auch die Liectiones ‚mathematicae von 
Joh. Bernoufli,welche diefer bey feinem Aufenthalte ın Pas 
ris 1691 und 1692 für den Marquis ausgearbeiter bar, ans 
gefeben werden.  &ie find ‚aber erft in der Sammlung 
der Bernoullifchen Werke, im dritten Dande, 1742 im 
Druck erſchienen. Vielleicht hatte Berhoufi auch An⸗ 
tbeil an l Hopitals Werke; er hätte nur nicht nach deffen 
| feine Anſpruͤche daran geltend ju machen fuchen 
ollen. 


Die Leibnitziſche Differentialrechnung erregte an⸗ 
fangs einige Bedenklichkeit wegen der unendlich kleinen 
Größen, die darin angenommen werden. Mieumwen: 
tie, der Berfaffer eines großen pbnfiko » theologiſchen 
Merfes,. fchrieb. Confiderationes circa Analyfeos ad 
quantitates infinite parvas applicätae principia, et 
galculi differentialis ufum in refolvendis problema- 
tabus geometricis, Amftel, 1694, und confideratio- 
nes fecundas, 1696. Es war ein Mifveritand, daß er 
bie Differentiale hößerer Ordnungen nicht zugeben wollte. 
Leibnitz zeigte ihm den Grund davon leicht, . Nieuwentiit 
macht in der erſtern Schrift, S. g, gegen Barrows Me— 
thode der berührenden den Einwurf, daß das Verhaltniß 
der unendlich kleinen Differenzen der Coordinaten entweder 
gar Feines oder das der Ökeichheit feyn müſſe. Doch bat 
Diefer Mann eine Analyfis Infinitorum, Amftel, 1695, 
sefhrieben. Die Defcheidenkeit, womit er feine Bedenk: 
lichkeiten borträgt, erwirbt ihm Recht auf Machficht, 
wenn fie nicht, nach ben neueiten Principien, für Bes 
wußtſeyn von Schwache zu halten ift, 
In ber franzofifchen Akademie der Wiſſenſchaften 
entſtand ein lebhafter und langwieriger Streit über bie 
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neue Infiniteſimalrechnung. “Der vornehmite Gegner war 
Rolle, ein fehr geſchickter Algebraiſt, der aber für feine 
- Mennungen ganz befonders eıngenommen, fehr übereilt _ 
und mißgünftig gegen andere wegen ihren Erfindungen 
ar. Er wollte zeigen, daß die Differentialrechnung bey. 
den berührenden in vielfahen Puncten, und in einigen 
Sällen des Größten und Kleinften fein Genuͤge thue, oder 
gar irriges angebe. (Remarques de M. Rolle touchant 
le probl&me. general des tangentes, a Paris 1703. 
47 pag. 4.). Varignon und Saurin brachten ihn endlich 
‚von feinen Vorurrheilen zurück, Kr beichtete jogar , daß 


er auf einiger anderer Antrieb die Differentialrechnung ans 


gegriffen hätte. 

Späterhin (1734) fand Berfley, Biſchof von 
Cloyne, der warme Anpreifer des Theerwaflers und Geg⸗ 
ner der Wirflichfeit der Materie, gegen die Marhematif 
überhaupt und die nfinitefimalrechnung insbefondere auf. 
In einer Schrift betitelt, the Analyft, behauptete er, 
die Geometer feyn gegen die Lehren der Religion unglau- 
big, und glaubten doch an die Geheimniſſe der Flurionen- 
rechnung, bie auf dunfle und irrige Örundfäge gebauet 
ſey, und nur in ſo fern richtige Reſultate gebe, als ein 
Irrthum den andern aufhöbe. Hierauf antworteten 
NRiddleton und Smith, beide Profeſſoren zu Cam: 
bridge, in einer Schrift: Geometry no friend to infi- 
delity, by Philalethes Cantabrigienfis, London 
. 2734; hernach Wilfon, Profefjor der Mathematik zu 
Dublin, und Benjamin Robins, der Verfaſſer einer 
wichtigen Schrift über die Sefhügkunft. Der Jegtere ges 
rieth mit den beiden zuerſt genannten in einen lebhaften 
. Streit über die Erflärung von Newtons Inſiniteſimal⸗ 
rechnung. Die Schrift von Robins (Dilcourfe con- 
cerning the nature and certainty of Sir Ifaac New- 
ton’s method of fluxions, and of prime and uſti- 
mate yatios) nebjt feinen Vertheidigungsfchriften iff in 
dem zweyten Bande der Sammlung feiner Abhandlungen, 
London 1761, 2 Bde. enthalten, In — findet 
ſich auch vieles über den Streit. jwifchen Newton und 
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Leibnitz, nebft ungünftigen Äußerungen über die Differen: 
tialrechnung und die Analyſten auf dem feſten Lande., 
Durch dieſen neuen Angriff auf die Rechnung des 
Unendlichen ſcheint Maclaurin veranlaßt worden zu 
ſeyn, ſein beruͤhmtes Werk über die Fluxionen zu verfaſſen. 
A treatiſe of fluxions, Edinburgh, 1742. 2 vols. 
4. jufammen 754 ©). Gein Zweck war, die Methode 
der Fluxionen auf eine eben fo augenfcheinliche und unwi⸗ 
derfprechliche Art zu begründen, als die alten Geometer 
bey ihren. Beweifen verfahren, und dabey von leichtern 
Degriffen und Sägen ausjugehen, als der Erfinder der 
Flurionen nöthig gefunden hatte. Diefes Verfahren macht 
die Beweiſe weitläuffig und ſehr anftrengend. . Allein, 
wenn man fich fehon eine zuberläffige Kenntniß der Infini⸗ 
tefimalrechnung fonft erworben hat, wird man das fcharf- 
finnige Werk, befonders wegen der Anwendungen in der 
mathematiſchen Phyſik mit großem Nutzen leſen, und 
dabey das bloß zur Methode gehörige übergehen Fönnen. 
Die Erponentialrechnung ward ſehr bald nad) der 


- - -Differentialrechnung erfunden, fowohl von Joh. Bernoulli 


als Leibnitz, unabhängig von einander, zufolge des Com- 
merc. epift. T. I. p. 8, to. u, m. Bernoulli hatte frum: 
me Jinien erbacht, in deren Gleichungen die eine der Coor⸗ 
dinaten der Erponens einer Potenz ift. Dieſe nannte er 
curvas percurrentes, weil darin dieſe Potenz alle mög. 
liche Dimenfionen durchläuft, und daher auch die Ned: 
nung, welche fich damit befchäftigt, calculum pereur- 
rentem, wofür hernach die ſchicklichere Benennung, 
ealculus exponentialis eingeführt iſt. Die erite Ab- 
handlung darüber von Bernoulli erfchien in den Act, Er. 
1697. Mart, In den Opp. T.I.p. 179. 

geibnig erweiterte die Differentialgleichung noch 
dahin, daß er in einer Differentialgleihung für -eine 
Function von x eine ber beftändigen Größen als verän⸗ 
verlich betrachtete, und daraus das Differential der 
Snnction für ein gegebenes x, jufolge der Veränderung 
der zuerft als unveränderlich. betrachteten Große, herlei⸗ 
et, 3.3. das Differential des Bogens einer Eurve iſt ger 


‚ 
— Pi 
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geben; man fucht das Differential des Bogens, der zu 
derfelbeh Abſciſſe mit jenem gehört, im Beziehung auf eben 
denfelben, ben einer unendlich Fleinen Beränderung einer 
ber Eonftanten in der Gleichung für die Curve. Hier— 
aus leitete Leibhiß eine Methode ber, eine Frumme Linie 
zu ziehen, die auf einer ftetigen Folge von krummen Linien 
einerlen Are, mit 'gemeinfchaftlicher Are, und einem ge: 
meinfchaftlichen Puncte für alle auf derſelben, gleiche Bo: 
gen von jenem Punete an abſchneidet Die DBeranlaffung 
„su dieſer Unterfuchung harte oh. Bernoulli gegeben in 
einem Briefe an Jeibnig, worin er eine allgemeine Me 
thode wünfcht, berüßrende an eine Curve zu jiehen, deren 
Puncte durch Duadraturen ſtetig neben einander geordne⸗ 
ter Kurven beftimme werden. (Duadraturen find Functio⸗ 
nen, wie Säangen, Slächenräume, Fallzeiten, die nicht 
unmiftelbar in endlichen Größen, fondern durch Integra— 
tion einer Differentialfunetion gegeben werden). Leibnitz 
nannte diefe Methode differentiatio de curva in curr 
vam. (Gommerc. epift, LIX. LX. im J. 1697). 
Er. bemerkt, daß diefes Verfahren von größerer Wichtig. 
keit fen, als man zuerſt vermutßen | möchte; daher es wohl 
gethan feyn würde, andern die Srage nicht vorzulegen, 
noch befannt zu machen, daß er und Bernoulli fie aufju: 
löſen wüßten, fondern zu. warten, bis daß fie felbft die 
Unterfuchung binlänglich ausgeführt hätten. Bernoulli 
bezeugte große Freude über diefe neue analyrifche Husficht, 
und zugleich ein feeundfchaftliches Mißvergnügen, daß 
Leibnitz das Geheimniß ganz entdeckt hätte, dem er felbft 
auch auf die Spur gefommen fen. Dies mar bey der 
Alnterfuchung über die Synchrona gefihehen. Mad) Leib⸗ 
nigens Tode maafte Bernoulli fich Die Ehre der Miterfine 
‚bung der Merhove an, wovon er freylich viele ſchöne An- 
wendungen gemacht hat. ein Bruder war aber audy 
auf diefe Methode gefommen, wie zwey Aufläge in den 
Act. Erud. May 1698, und ein anderer, im Journ. 
des Sc. Xug. 1693. (Opp. T. II. p. 785. 796. 829.) 
zeigen.‘ Tr dem leßtern iſt die Aufisfung dee Aufgabe, 
bie a es an eine Linie zu ziehen, Bu an unendlich 
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vielen’ Curven von einerley Art gleiche Bogen abſchneidet, 
in einem Anagramm verſteckt, deſſen Erklärung a. a. O. 
p. 1021 fi) finde. S. Differentialgleichung und Tra⸗ 
jeetoria. 

Die Entwickelung der Functionen einer veränderli— 
chen Größe mittelſt der ſucceſſiven Differentiale, welche 
Taylor lehrte, ward das Band zwiſchen der Analyſis 
des Unendlichen und des Endlichen, indem ſein Lehrſatz 
zeigt, wie man durch die unendlich kleinen Differenzen 

zu der endlichen Differenz einer Function in Beziehung 

auf die endlihe Differenz der Functionalgröße gelangen. 
fönne, welches bey fransfcendenten Sunctionen wichtig iſt. 
| Da zwar zu jeder Gleichung zmifchen endlichen 
Größen die Differentialgleichung gefunden werden Fann, 
aber nicht umgefehrt jede Differentialgleichung aus einer 
Gleichung zwifchen endlichen Größen entftanden feyn mag, 
fo ift e8 wichtig, bey einer vorgegebenen Differentialgleis 
chung mit Gemwißheit beftimmen zu Fönnen, ob ſich zu ihr 
eine Integralgleichung finden Taffe, oder ob es nothwendig 
ſey, ige eine andere Form zu geben, wie durch Zufügung 
eines Factors, damit ſie nun aus einer Gleichung zwiſchen 
endlichen Größen entftanden ſeyn könne. Man hatte faft 
funfzig Jahre hindurch mancherlen Fünftliche Integratio— 
nen ausgeführt, ohne darauf. bedacht zu fen, die vorläus 
fige Bedingung der Integrabilität feſt zu fegen, Man 
harte in ven Fällen, wo eine Differentialgleichung wider⸗ 
fpänftig war, ihre Korm geändert, und fie auf folche Art 
oft aufgelöfer. Erſt gegen das J. 1740 entdeckte man 
die Bedingungen der Integrabilität der Differentialgleis 
ungen. Diefes gefhah fait zu gleicher Zeit von Euler, 
Fontaine und Clairaut. Euler ift in der That ber erfte 
gewefen, der diefe Bedingungen gefunden hat, wie Boſſut 
in der Einleitung zu feinem Werke über die Differential 
und Integralrechnung einräumt, Die beiden andern 
Geometer haben aber von dem, was Euler in feiner Mer 
chanik fchon bengebracht hatte, nichts gewußt. 

Die Differentialrechnimg und ihre Anwendungen 
ausführlich zu fHudiren, dienen 
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Euleri Infütutiones Calculi differentialis. BeroL 
1755. 4, welche immer noch für ein Hauptwerk erfanne 
' werden. | 


Segneri elementa Analyfeos Infinitorum, P. L, 
II, Halae' 1761. 63. 8. = 


| Tempelhoff Analnfis des Unendlichen. Erſter 
Theil. Berlin 1770. 8. Die Integralrechnung iſt nicht 
herausgekommen. 


J 


Traite du Calcul differentiel et du Calcul in- 
tegral par Lacroix, a Paris, T. I.an V. (1797). 4. 


Differentialformeln find analytiſche Ausdrücke, 
die eine Function einer veränderlichen Größe (x) mit ihs 
vem Differential multiplicire enthalten. 3.8. 

0x; (a+-bx)Ox; (ar + x) 29 > 
Eine ſolche Formel ift wegen des Factors Ox, ber einzeln 
genommen feine Größe bedeuten kann, ebenfalls Feine 
Größe, die fi) auf irgend eine Art angeben läßt; fie ber 
zieht fich aber auf ein anderes Differential (Dy), fo daß 


der Factor von Ix der Differentialquotient * iſt, oder 


mit la Grange zu reden, die abgeleitete erſte Function ei— 
ner urſprünglichen von x. Der Zweck bey dieſem Artikel 
iſt, ſolche Differentialquotienten analytiſcher Functionen 
zu finden, die als Grundformeln für zuſammengeſetztere 
dienen, um die Integration der letztern auf die von jenen 
zu bringen. | 


1. Differentiale algebraifcher Sunctionen. 
1. Es fy y=x“, fo ift By—mmxm-ı9%, 


Denn es berändern fih yumAy, wenn x fih um 
&x veränderr, ſo iſt y+Aayzm(z #Ax)”, und | 


% 
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— mxn-ı ax 
ymm—ı.moa. xm-3Ax5 tete, (Differen: 
| I 2.03 | , 
zenrechnung); alfo 


SY —mxe-ı + mm—T zm-2 Ax tete. 
AX 1.2 
Der von Ax unabhangige Theil dieſes Quotienten iſt 


mx”; dieſer wird buch = 2 „ beseichnet, (ſ. Diffeten⸗ 








tiale), und ſo it ey — mxazı, Der Bequemlich⸗ 


keit im Schreiben und Ausſprechen willen ſetzt man dafuͤr 
Sy=—mx"7:9x, wobey aber dy und Ox nicht * ab⸗ 


ſolute Größen iv zu find, z 
yı . oym=3x0x 
—— Oy = 2x0x 

Er oy = 9x 

. 4 ——— dy —— x”’dx 
Oy u — axT5ox 
yaxi dy= 4x”?0x 
yaxıı eym=— 4ix’iox, 


Ein negativer Werth, eines Differentials bedeufef, 
daß die dazu gehörige Größe abnimmt, wenn die Dazu 9% 


hörige zunimmt, . Das Differential xx oder = 


entfteht aus Feiner algebrgifchen Function, fondern aus der 
tranfrendenten, log, nat x, 


2. Es fey 
y=zahbı+ex' + et ft etc; 
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oym—box+2cxöx+gexöx-+ufrdx + etc, 
Denn man fuche zuerſt Ay, laffe in dem Quotienten 

= alles von den Veränderungen abhängige weg, und 

x | 
mulriplicire darauf den Quotienten * und deſſen Werth 
durch Ox. | | 

3 Es ſeyn t und u irgend zwey Functionen von 
x, und y=tu, ſo iſt | 


2) ot cu 
OX Ox x 


oder auch oy=udt-+ töu, | 


Denn es berändere fih y um Ay, wenn tum At, 
und u um Au fich verändert. Es iſt denmach y+4Ay 
=(t+ At) (u+&u), un» Ay ut + t&Au 
+4t,Au. Dibidirt man mit der für‘ x gehörigen , 
Veränderung Ax, fo iſt Zr | 

= At = — t 
x Ax Ax AX- 





Der von den Veränderungen unabhängige Differens 





tialquotient ift re 7 r 5 da das legte 
At.An,,, | _ 
Slied Ay Nmmer vonder einen oder der andern Veräns 
| derung At oder Au abhängig bleibr, man mag darin 
— ou, DE 3 Asyl 
den venkialquotienten — oder I. — 
en Differentialquotiente 5; der zz? jenen fü — 


oder diefen, für“ ſetzen. Behandelt man bie Diffe: 


— 


I 
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rentialzeichen wie endliche Größen i fo läßt man ben Di: 
vifor 9x weg, und 8 ift Oymudt-+-tou 
4. Es ſeyn t, u, v, Functionen von x, und 


y=tuv, :foift 


085y __,. 9t du ."oOvV 
— — — t — t — 
x — er "x ’ 
der öy—uvdt+tvdöu+ tudv. 
Der Beweis ijt dem vorher geführten ähnlich. 
5. Es ſeyn wiederum t und u Functionen von x, 


und y= = fo ift 





u 
day ._ udtzöx—tdu:dx 
ox ‚u? = 
ode dy— zen. 
’ t+At 
BY EEE 
Denn es it y+ Y ge daher 
Ay — uAt — tau und * 


u(u+&Au) ’ 

Ay_  mät:Ax -—- tAu:drx - Die von den Ber: 
änderungen unabhängigen Differentialquotienten find 
e, ne a „ welche man- für die ihnen zuſtimmen⸗ | 
den 3, etc. zu fegen hat. Im Divifor wird Au wege 
gelaffen. damit diefer, und dadurch der Bruch ſelbſt, 
nicht von Au abhangen. Mit u Au dividiren, iff 
‚ & 

mit — — EN etc. multipliciren, Don 

u u? Bew; 
diefem Factor darf in dem Differentiglquotienten nur das 
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erſte Glied — genommen werden. Multiplicirt man in. 


dem Differentialquotienten u uöt:0 une © ui x 


auf beiden Seiten mit 9x wie mit einer eigentlichen 
Größe, fo har man 
| Ä udt-ætdu 
— — rn « 


6. Erempel, Es fen. 





_ a+bx a Ay m ba—aß J 


7. Wenn der Nenner eines Bruchs ein Produer aus 
einfachen Kactoren don der Form x-+ p ift, fo jerlege 
‚man den Bruch in Brüche mit diefen Factoren als Nen⸗ 
nern (fe Function 19 ff.), und differentiire jeden der 
, u . A b 

Brühe, 3 B. Es fe a ET 
Brüche. 3: B. fo y crDürg fo iſt 
| A B 
= — +... Die Werthe vonA und B’ 
= zip "rg vn 


find a, a, O. zo beſtimmt. Mun ift 
| Aöx 8 
“+P?  @+g* 
8. Es ſeyy — (a4 bxe)e, ſo iſt 
, öy—=mnbx"”!(a+bx")a-ıde _ 
Denn man feße a+bx"—=z, ſo iſt y=z@, eihe 
mittelbare Tunction von x. Nun ift Zr 


Oy—— 


O2 | 
Oy 22 nnbzt=1giei ‚a. öy 9z__ öy 
— — — zZ ⸗ 3 — = 
SER eu — Er Ox 0x’ 
‚eben fo wie bey Quotienten von endlichen Größen, da die 
Verhaͤltniſſe dy:9z :9x in endlichen Größen ausgedruckt 
| BR — Jii 


a — mzu=i, und = —nbei“i, alſo 
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werben fönnen. In der Formel I —mnbzm > ale 
fege man für z feinen Werth, und multipliciee Buch dx, 
fo erhält man den Werth für oy. 
9 Es ſey yaxrlarbr), ſo iſt 
2y ⸗pxe⸗ (a+-bx")" 0x 


+ mnbx"t?”!(a + bxym20x, 
oder auch . 


oyx (pa + p+ mn)bx*) (a band, 


Denn man fege x’ —t; (a+bx")e—u, fo if 
y=tw Nun ergiebt ſich zufolge 7 das hier aufges 


ſtellte Differential. | 
FR Erempel, I. Es fyy(a+ ba)? ‚» fo ik 


bx® 
oy—bx (a+bx?)” 2 Bx= are) 
Exempel. IL. Es fen yax(a+ bx*)-#, ſo iſt 
adx _ 
I (arbx2)t 


Erempel. II. E⸗ — vs  Yeaton) fo ift 
PER. 2.200 | 
y zVlarbx)' 
ır. Efyy—=xr’(ax+ bxe)e, fo ift 


Oypx?”!: (ax +-bx’” 0x 
+ mx’(a+ abxyYyax+bxt)"!ox 


12. Die Differentiale dreytheiliger und mehrrheiliz. 
ger Potentialgrößen, mit Potenzen der Functionalgröße, 
oder andern Porentialgrößen mulfiplicirt, werben auf ahn« 
Jiche Are gefunden. Auch ift es nun leicht ‚ jede auf ir⸗ 


gend eine Art zufammengefeste Function einer beränderli« 
| chen Größe ju finden, u 


y 





* J 
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13. Das Verfahren hiebey im Allgemeinen iſt fol⸗ 
gendes. Jeder Theil, Factor oder Diviſor der ganzen 
veränderlichen Function, ‚wird flir fich differentiirt, als 
wenn berfelbe allein veränderlich wäre. Das Aggregat 
aller folchen partielen Differentiale ift das Differential 
der ganzen Sunction. Die conftanten Factoren einer _ 
Function bleiben auch in dem Differential. 


II. Differentiate transfcendenter Zuns 
ctionen. 


1. Logarithmiſche. 


14. Es ſey z eine Zahl, und x ihr Logarithme in 

dem Syſtem, deſſen Baſis —B, fo ift zB“, f. Loga⸗ 
rithmen. Es wachfe x um Ax, wenn z fih um Az 
verändert, fo iſt z+-Az=B“tAr, Dieſe Gleichung 


durch jene dividirt, giebe und... 


= — Bax— 1. Man zerfälle B in die Theile 1 und 


b, ftgB=ır b, und es ift nach dem Binomifchen 
schrfage, a +) R—=ı +Ax.b+ arr 


Ax(Ax—ı)(AxX—2) 
+ a —— etc. alſo iſt 
Az — (ax-1) (Ax=2), 5 
I»:2.3 


Ax(Ax—ı) (Ax-2)(Ax—3) ,, 
— a 3. — Lu 


Die Theile dieſer Reihe, welche die erfte Poren; von Ax 
enthalten, find b. Ax — b Ax 


1.2 L:2+3 1.2:3:4 
bs.Ax-— 2 b4.ax + —_ 2 b5,Axete,. 
+77 2.3.4 | ——— 


—Ax.b+ er 
.2 
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oder b,Ax — I beAax Ibs. Ax — Abk. 45 
+3b’:Ax—etc, Die übrigen Theile zuſammen bezeichne 
man durch R. Ax?, wo R eine Function vonbund Axift, 
| Demnach ift ——b -3b!+-53b5-1b+ + #b5-etc. 





Ä oo $#R.Ax. 
Da der bon Az und Ax unabhängige Theil des Quo- 


5 Az 0z S 
5 —— r — 3 
tienten = dutch — bezeichnet wird, fo ift 


= — z(b— 3b? Ibs — Ib4 + Ib5 — ete.). 
Den Werth der Reihe bezeichne man durch c, fo 

find die Differentialgleichungen zwifchen einer Zahl z und 

ihrem Logarithmen x in dem Syſtem, deffen Bafis 

B=ı-+b, diefe: | 

_ —=cdx. I. O2=cBrdx, 


wo für z deſſen Werch geſetzt iſt. 


In dem Syſtem der natürlichen Logarithmen iſte — 1. 
Die Baſis in dieſem Syſtem wird durch e bezeichner, 


15. In dem Syſtem der briggifchen Logarithmen iſt 
Bio, und b=g. Die Reihe bIbe + 1b5-etc. 
iſt ſehr divergirend. Man fehe b als eine veränderliche 


Größe an, undfege y-Ay°+4y—4y°+ eic.=u, 
piff — y 4 —y + yt—etc).Oy=du, das iſt, 


95 — 

du, olglich ift log. nat. (1 zu, 

— Sotgtid) if g. nat. (1 +y 

wobey es ‚Feiner conflanten Große bedarf, da für y=o 
nach diefee Gleichung auch u=o ift, wie es nach der ur- 
fprünglichen Gleichung zwiſchen y und u feyn muß. Es 
iſt alfo b — Ibe + 1b3 -— etc, ⸗og nat. (14 b) 
= log, nat. B, und c— log, nat, B. Die logarithmi⸗ 





| “ | . f * 
* 
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* RE iſt demnach 
= (log, nat. B)dx, und 02 (lognat. B) B* dx. 
Wie der log. nat. B gefunden wird, wird in — 
Artikel, Logarithmen, gezeigt. 
16. Es ſey z=a® my md x— ——* res 


für melden c= 1 ift, ſoiſtdx ——— —— — 
17. —— und x logn. z, 
— — 
ſo iſt Ox= 75 + Pe 
— atb+2y. 
— 7 
& iſt nämlich L(a-+y) (b-+ yJ=la+y)+l (b-+-y). 


18. Es fey 2 — — und x = logn. z, 


* — zady 
er 
Es ift nämlich log. z —1I(a + y)—1(a—y). 
19.8 tv und x = logn. z, 
9x I __ 
ſo iſt öx Very) 


20, Es ſey z — + V(yp-at), —— z, 
* 
. r — V -at) | 
ar, em=it/atrn, und x =logn, z, 


a 


Ka — — 
* 3” very) 
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Es iſt mini dz — Z ala Va hyN) , 
Es ift nämlich 02= — — v@ Er 97 
22. Sfgz ven) -Y) ‚und x—logn.z, 


| Ö 
ſo i 55x — et 
ei .yV(a@-y:’ 





23. Es fyz=y+Va' + und yẽ buꝛ 


und x ⸗lIogn2, ſo iſt aus (19.)} 
cou 


= uv@t+byw—gbeuren" 





24 Slyz=yFVy—a), undy= bu⸗⸗ 
md x — log. nat. z, fo ift u 
= cdu h 
— uy(cbt-a)u-3betu+ch' 
In beiden Kormeln kann auch + c* * — 0? geſetzt 
werden. 
25. Cs yz = +7, m y=b-+v, und 


x —logn. 2, ſo iſt — 
26. Es yy= (iz), der narlirliche Logarithme 
berftanden, fo ift Syn(lz)-' =. 
Manfege lz—u, foift y=ur, und Oy=nu"" Qu. 
Dun ift su „ alfo, ꝛc. | | 


\ j — ’ . | 
. > ; . 
Pr N 
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27. Es fy y— z"lz, fo if 
oy = (mlz-+ ı) 2"? 02, Maus 3 u, 14). 
Alſo iſt 
ym-ılz. 02 das —— con Izlı— _ zm_ 
m m? 


28. Es fy y — ii⸗ (der tie bes rogarith⸗ 
Oz | 


men von 2), fo ift Oy= su 


Man fege lz—u, fo iſt y=lu, alfo 


2. Differentiale cireularer Functionen. 


29. Es fey s ein Bogen eines Kreifes, beffen Halbe 
meſſer — a; der linearifche Sinus des Bogens fey —=y; 


’ 1) ady 
fü eu | x V (a*-y°?) 


Denn es ift überhaupt 9s — 


Mectification). _ Für den Kreis iſt a —x +y?. Gebt 
man x + Ax fürx, und.y-+ Ay für y, fo il 
a?—(x+Ax) + (y-+ Ay), allo o—=2xAx+Ax? 
+2yAy-+ Ay’, wo Ax und Ay bon enfgegengefeßter 
Beſchaffenheit in Abficye des Wachsthums und Abnehmens 





| | BOX. Oxt __ y® 
find. Es folgt hieraus — = und — 
folglich + —14—3 alſo iſt 


088 — — — 
x Vdaꝰ-yꝰ 


873 - wifteginriarferineln | 
— | | ‚adx | ax . 
* gen iſt 9 ‘ Ver) 


Hier wird By buch Ox — 


| 31. Es u e er linearifche Tangente Bes Bogens s, 





En at 
8 —— 
ſo iſt ds * * „+ Denn e N ag! 
| und — — v — 75 Seniemetrie 19. Aus den 
as5t 


Werth von y folgt dy — - (10. IL); 





(a? + t?)2 
2y _ ade — dt das 
TR Tr Fre 
ot er 
os _ ade ; 
if s- 2 +t 


92 Iſt t die lineariſche Cotangente des Bogens , 
J 2 - ai. 
pt os =— Fr Meildie Zangente= 1 üf, wenn 


t bie Cotangente bedeutet. Oder, es iſt hier t die Tan: 
genfe von zr —y, | 
et! 





x 33, Es fey z die lingarifche Gecante des Bogens s, 


a®dz 
ſo iſt 9s = Va — 


ee 


— 
Denn es iſt der Coſinus x — * alſodx ⸗ 4 


at (z!—a® N 


adx a’dz 


ST ya) = ver 


\ 
> 
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34. Es ſey z bie lineariſche Cofecante des Bogens * 


292 
8, — a 
DR zyar-a)' 
935. Es ſey v ber linearifche Sinus verfus eines Bor 
aöv 





* r it — Vaav- —5 


2 Denn es iſt x=a—v, alfo ox=— dv. Dur | 
die Subſtitution diefer Werthe in (30.) wird der — | 
bene Werth des Differentials Ds erhalten, | 


36. Es fey der Sinus y — ar » fo if 


2hbeyſne — (4 
yo b*)u haben c wörter, 


Alſo iſt 4 ee ; 
£ ; ac’öy 

u uy(a— -b®) u®+- 2bce’u— er) 
Anſtatt — c*. Fann auch 40° gefegt werden. 





37. Es fey die Tangenet—=b+v, fo ift 
— a’öv | 
@+b’taby+yv' 
) Zu find die logarithmiſchen Differentile in 
24. 25). 
38. Wird der a ai ı gefegt, fo fen der 
Bogen = OP, und es iſt | 





oo = — — — — — dcoſ⸗ 
coſ sin 
\ | Btaned I 
0 =  ——T — 8 
9) Beer re color ‚Itang® 
F dcot © 
9 SEE menden —— 2 
P —— — sin Q*. öcot @ 
— sch __ dcofecp 
9 D — — — — — 
sec .tang cafec $.cet % 


nd 
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Aus dieſen Formeln werben unmittelbar. die Differen⸗ 
tiale des Sinus, der Tangente, ꝛc. durch das Differen: 
tial des Bogens mit einer goniometrifchen Function ver: 
bunden ausgedruckt. 


39. Es ift d log. nat. sin = cot.d.99 


Denn m. — cold 20 — 9.00. 
| sın P sın® a —— 





46. Es iſt 9 log, nat. cold = — tang ®. 90. 


Diefe Formel entfteht aus jenen, wenn 90° — P für 
© gefegt wird. — | 


a1. Es iſt d log. nat, tang P — 2°. Dem 





— sın2® 
Stand 90 _____°9 200 
Aang — cofß?.tang$ "colp.sinp n 20 

— 20 
42. Es ift © log. nat. tang (45 +9)= 0 
und 9. log. nat. tang (45°—9) = — — 

| | | col2P 


Diefe Kormelnentftehen aus | (41), wenn 45°+P fürd 
daſelbſt gefegt wird, 


43: Es ſey sin O =1y, oder y=e sin®',- wo e 
die Baſis der natürlichen Logarithmen iſt. ‚Daraus ift 
ey —einPcofpep. | R 

44. In diefen Formeln find die natürlichen logarith⸗ 
men zu verſtehen. Dieſe werden durch die Multiplication 
mit dem Modulus des briggiſchen Syſtens, — 
0,43429448 ... in briggiſche verwandelt. Die Win: 

kel find Bogen für den Halbfreis— 3,1415 92... Alſo iſt 
 41°=0,01745329% .+.35 ı!—0,000290888+. 
1"—0,000004848+.. (Cyflometrie, ©. 643). 


ne 
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45. Der !ogarithme eines Sinus, als eines Bruchsfür 
den Halbmeſſer als Einheit, iſt negativ, und nimmt der | 
Duantität nach ab, wenn der Winfel und der Sinus zus | 
nehmen. Die abfolute Verminderung einer negariden 
Größe wird als eine Vergrößerung betrachtet. (Entge⸗ 
gengefeste Größen. Daher ift das Differential des 
log. sin ® gleichnamig mit 90. Wen dem log. col.® 
verhält es fich umgekehrte, Mit dem O log. tang@ Let 
es diefelbe Beſchaffenheit wie mit dem 9 log. sin{d. Iſt 
bier @ größer als 45° und Fleiner ald 90°, fo ijt log. 
tang O pofitiv, und befien Verinerung mit 80 gleich» 
namig. 


| 

\ 
46. Um die Formeln, beſonders der Differentiale lo⸗ | 
garithmiſcher und circularer Größen fich geläufig und an 
fhaulich zu machen, berechne man Fleine Beränderungen - | 
von Runctionen aus der angenommenen Weränderung | 
ber Runctionalgröße. Dann feße man diefe leßtere für | 
ihr Differential, und berechne nad) der Differentialformel | 
das Differential der Function. Dieſes ſtimmt mit der J 
gefundenen endlichen Veränderung deſto genauer, ei klei⸗ 
ner die Veraͤnderungen ſind. 


Exempel. 
Es ſey 0 — ı°; —E —— —— 000048481. 
&s foll A log. Br. sin O, oder der Unterſchied der Brig⸗ 
giſchen Logarithmen von sin 1° und sin 1010 gefunden were | 
ben. Ksift Alog. Br.sin 1° == cot. 19, AP.0,434. 
Mittelft ver Logarithmen ift die Rechnung folgende: 


log..cot. 1° == 1,7580785 
1AP . = 5,6855748 — 10 
"10,434. = 9,6377843 — 10 
7,0814376 — 10 


alfe A log. Br. sin 11 0,0012062. Mach den Tas 

feln iſt diefer Uinterfchied —= 0,0012046. Die Diffe- 
rentialformel giebt nur das erfte Glied einer Meihe, wenn | | 
die Differentiale als endliche Größen behandelt werden. | 
In dem Exempel verändern fich die Logarithmen ftarf. 
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III. Analogie zwiſchen den logarithmiſchen 
und circularen Differentialen. 


47. Die logarithmiſchen und circularen Differentiale 
kommen mit einander überein Bid auf die Vorzeichen der 


quabratifchen Größen. Es iſt in (19, dx x — 


u V@+y)’ 
wenn Dafelbft noch der Factor a zugefege wird, und in 
) Oy 

93.), Os N en; Gest man in der einen Kor 
( ), V (a°-y°) tz | 5 


mel yY—ı für y, fo entfteht daraus die andere, nur 
mit dem Factor V—ı. Gift 0x — —— 

| . . V(a’-y°) 
folglich ox—=9s.v—ı. Daher x—=s.y—ı, fo 
daß ein Logarithme ald ein unmöglicher Kreisbogen anju: 
ſehen iſt. Die Logarithmen werben hier als Linien be: 
trachtet. ws 


48. Man fege a—ı; s—=P, damit der Bogen $, 
fo wie der Logarithme x, eine bloße Zahl fen. 

So it y=sin95 V(lr—y’)=colf; un 

O =Arc. siny; 89 = vü-y) ’ Die logarithmi⸗ 


fhen Kormeln (19.) find z = e*, wo e die Baſis der 
natürlichen Sogarichmen bedeutet; z=y+V(i+Y?), 


und Ix—- In dieſen fege man yyY-ı 


2, 
vary) 
flatty, bwin z=yV—ı+ V(i—y”), und 


ax—_YV I. Die Vergleichung mit dem circula: 
V (ı1-y°) | | 
ron Differenfialgiebt 8x —=99.yV-1, ao x=PV-1 
‚und daher z—ePV *, das ift, | | 
er yy—ır VUu—Y") 


\ 





— N 


’ | | 
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— F ———— vr 
———— —— — 
edv ZZ yca—yt) — 

Beide Exponentialgrößen addirt, geben 

epvmı (ı-yY)=2cold. 
Das Unmoͤgliche in beiden PEN hebt fich, 
und das Mögliche giebt 2co[ Q. 

Hingegen ift 

epr m —erPpVY—ryV—ı=2sind.V—ı, 

wo die möglichen Theile ſich einander aufheben. ; 


49. Cine ähnliche Nelation der Exponentialgrößen 
findet in Abſicht ver Tangenten der Kreisbogen Statt. Es 





alfo 


| ſey z—e*, bder x = log. nat. z, und, 2 Er 








1I—t?’ 

fo iſt Caus 18.), ———— Hier ſetze man t — 1 
—— — I-tV-r 

A dx? : — ‘ 

ſtattet, ſo ift 9x — und z — 


Caus 31. 38) - 





Sfr=tang p; ſo iſt 09 = = 
Daher HOxX = 209. V—ı, ud x—=20. — 1. 
Volglich iſt 
—— — ——— (1 Gi A. A 
1-ty—ı = 141t* 
— ————— — — —— dee 1)? 
ıirtiVvr” ı + t° 
Dur Addition wird erhalten 
—— 





” 


— 


— —— — 





F a 
| De Fatn) 


r 
’ 
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Durch Subtraction 


ev — ers ya HVIr 
} I ‘ . 


+ t? _ 


50, Sn der erften diefer Formeln addire man auf bei⸗ 
den Seiten die Zahl 2, fo ift | | 


eodYn at ertrm— 4 : 
- I ı +t‘ 





und die Quadratwurjel aus beiden Theilen gezogen 


edV 7ı Lern nn 
Ä | vu+t) 


— cof® if, fo ift biefes diefelbe For⸗ 


mel mit der erflern in (48.). 


Der erfte Theil der zweyten Kormel ift das Product 
von eo —ı + eTPV 7: in epfVr m —erdrn, 
der zweyte Theil ift dad Product von —— in 

EN re) 


atV—ı — * * 
———— das iſt von 2co[® in 2sinpy—ı. Dies 


ſem Producte ift jenes gleih, aus (48). 


51. Die Analogie der logarithmifchen und eircularen 


. Differentiale ift der Grund, daß eine Aufgabe, deren Auflö- 


fung aufdie eine Öattung führt, mit einer andern vergefells 
fehafter zu feyn pflegt, zu deren Auflöfung die andere Hat: 
tung gehört, z. B. die Duadratur eines Kreisabfchnittes, 


und eines bnperbolifchen Abſchnittes; die Berechnung eis 


» 


ner- Zone auf der Oberfläche eines gedruckten und eines 
geftreckren Sphäroids. Hiemit ift-zu vergleichen der VIII. 


Abſchnitt in dem Artifel, Goniometrie, von dee Analogie 


der Zheilung eines Kreisfectors und eines hyperboliſchen 
Seetors in gleich guoße Sheile, 


x 


. | 1 ‘ 
\ 
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IV. .Erponentialrehnung. — 


52. Erponentialrechnung iſt diejenige, worin Pos . . 
fenzen mit einem, bveränderlichen Erponenten vorfommen, 
die Wurzel mag unveränderlich oder felbft veränderlich ſeyn. 

Der Kall, da die Wurzel eine unveränderliche Größe . 
ift, iſtſ bey den logarirhmifchen Differentialen vorgekom⸗ 

men. Es ſey 2as, ſo iſt lz—xla Verſteht 


man die natürlichen Logarithmen, ſo iſt * = dx. la, 


alſo 92 = aöx.la, wie in (15). 
3% Cfyz—uw, fit lz—xlu. Daraus 
DZ = 92. Int 208 um Ä 
22 u 


dz—ur-: (udx ‚lu+xöu) 
x 


54. Es ſey ze, mo der Erponens ſelbſt wieder 
eine Erponentialgröße iſt. Die Wurzel e iff die Baſis — 
der natürlichen Logarithmen. Man fege e*—u, foif - 
ze, wWOZzZ—edum—eedx, alfo | 
R | 
e / 
Oz=e e*dx, 


Differentialgleichung des erften Grades ;wifchen 
öiven veränderlichen Größen ift eine folche, in welcher der 
Differential: Quotient =. | 
zugleich iſt, im Gegenſatze gegen eine Differentialforinel, 
worin diefer Quotient eine Function von x allein ift. Eu— 

ler mache in dem erften Bande feiner Integralrechnung 
dieſen Unterſchied zwiſchen Differentialformel und Diffe— 
rentialgleichung. Überhaupt iſt Differentialgleichung eine 
‚Jede Gleichung zwiſchen zwey oder mehrern veränderlichen 
Größen, welche Differentiale derſelben von irgend einem 


eine Function von x und y- 


380 Differentialgleichung 
Grade enthält. In dem gegenwärtigen Artlkel werben 
nur die Gleichungen von der Anfangs beſtimmten Ber 
ſchaffenheit Betrachtet. Ä 
1. Die Differentürung der vielfachen Functionen 

führe auf folche Differentialgleihungen. Es giebt aber 
viele diefer Gattung, welche nicht auf folche Are enritehen, 
fo daß ſich die Integral »Functionen nicht vollſtändig ans 
geben laffen. 8 verhält fich. hier, nur auf eine höhere 
Art, wie mit den Potenzen und Wurzeln. Zu jeder 
Wurzel läßt fih iraend eine Potenz mit einem ganzen 
Erponenten vollftändig angeben, aber nicht umgefehrt zu 
jeder Potenz die Wurzel. Auch fünnen Differentialglei- 
chungen fo befchaffen feyn, doß ihnen gar keine Integral⸗ 
gleichung entfpriht. | | 

2. Die Gleichungen, die hier Betrachtet werben, has 
ben die Form, POx + Q&y=o, wo P und Q Funtios 
nen von x und y zugleich find. Wären P und Q Zunctio: 
nen von x allein, fo gehörte die Gleichung unter die Dif— 
ferentiafformeln, die in dem vorhergehenden Artifel abge: 
handelt find. Wäre P eine Junction von x allein, und 
Q von y allein, fo wäre die Gleihung aus zwey Diffe: 
rentialformeln zufammengefest. - Gie heißt alsdann audy 

. eine folche, in welcher die veränderlichen Größen von eins 
ander gefondert find. —J 

3. Die Gleichung zwiſchen x und y ſey 
ay +bxy+cx"+dy+tex+tf=o, 

Man ſetze xF Ax für x, und y-Ay für y, und ziehe 


jene Gleichung von der hiedurch entſtandenen ab, ſo iſt 
aayAy—+bxAy--byAx-+2cxAäx+dAäyteix 
+ aAy? HbAyax+cAxtmo 
Hieraus folgt der Differentialquotient ‚ 
|  dy.. _by-+zcX+e 
dx. gaytbit+d’ 
ober die Differentialgleihung, 
(acex+by+te)öx+lzay+bit+d)oy=o, 





Uâûâ—— ee ee a 
2 D 
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Der erfte Theil ift das partielle Differential der olihung 

nad) dx, der andere nach dy. | 
4. Der Differentialquotient ift möglich, wenn dad 

dazu gehörige Verhältniß zwifchen x und y ein mögliches 

iſt. Fehlt dabey in der Gleichung zwiſchen diefen a y* 

nicht, fo ift für irgend einen Werth von x der Werrh von 

y gedoppelt, und daher eben fo der Werch des Differen- 

£ialquotienten. Die Gleichung gehört für die Eoordinae 

ten an einem Kegelichnitte, und der Differentialquoriene 

ift, ben rechtwinflichten Coordinaten, die Tangente des 

Winkels der berlihsenden mit der Are der Abfciffen , wenn 

diefe Durch x bezeichnet werden. Diefer Winkel ift Null, 

oder die berührende der Are der Abfeiffen parallel, wenn 

by+2cx-+e=oijt, und ein Rechter, oder die ber 

rührende fälle in die Ordinate, went zay-+-bx 

+ d=o if. | | 


5. Die Gleichung, ay* +bxıy+cx+dy-+ex 
+f=o, fey ein Product aus zwey Gleichungen, ay 
+ßx+y=o, und öy+tsx+L=o, fo fielle fie‘ 
ein Syſtem von zwey geraden Linien vor. Das Product 
entwickelt iſt 

ady + (as +62 xsy+tBer® + (a+ yd)y 
| +BI+Y9x+yg=o: 
an der. daraus gezogenen Differentialgleichung ift der 
Factor von Oy—=2aöy+ (ae +Bö) xtal+ yo. 
ie Verbindung der beiden Gleichungen, deren Product 
die Gleihung ift, ergiebt, daß diefer Factor —=o ift. 
Eben fo ift der Factor von Ox—=2ßsx + (as+ 6) y 
4604 7 0. 
Es iſt alſo für das Syſtem zweyer geraden Linien 
27 — =. Allein es bleibe in ber Gleichung für die end: 
lichen — (3.) der Teil aäy® + bAyax 
—+ cAx’=o übrig, da die Theile, welche die einfachen. 
Ay und Ax enthalten, fich aufgeben, Daraus erg 
| fe. 





"992° Differentialgleihung 
fih nun der Quotient =! mietelft ber quabratifchen Glei⸗ 


chung, a. = + b, + c—o, woraus ein geboppels 


ter Werth des folgt, einer fuͤr die eine gerade 
Uunie, ein zweyter für die andere, . - Nimmt > die gr 


dinaten in einer ſtetigen ofge, fo ift * 4 — 


60, oberady? + boydx — — — Fe 
dieſe Gleichung wird erhalten, wenn der Zähler und Men: 


ner des Werthes von = differentiire werden, und ber dars 
} - ER. - 


c 
aus entftehende Bruch zum Werthe von = genommen 
5. 8 
wird. 


6. In der allzemeinen Gleichung vom dritten Grade 
zwiſchen zwey veränderlichen Größen, 


ay? —-bxy’+cx’y BETEN +fxy+g* 
+hy-+ix+k=o, 
fege man x+Axfürx, und y+ Ay für y, und ziehe 
von der dadurch entftandenen Gleichung jene ab, fo iſt 
(gay, +abxy+ex+ bey+fx+h)äy 
(3 dx⸗ +2exy-kby’+2gx+fy-piax-: 
+(3ay+bx-+e)Ay' 
+(2by-F2cx+f)äy.Ax 
 r@adx Feyrg@ar 
=-aAy?d,+ bAy?.Ax +cAx, Ay--dAxßero, 
Wie die Factoren ber Producte von den Differenzen ent. 
ſtehen, iſt in (Differenzenrechnung, 18.) beme rft, 
Aus der endlichen Bifierngengleigung I die 
Differentialgleichung 


* 
* N 2 
J 
3 \ 
’ 
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(@ay®-+abxy+c+zey+fx+h)dy. 
.+@d®+zexy+by +agx+fy+i)öxmo, 


‚7. Allgemein find bier drey Fortſchreitungen der y zu 
der fterigen Sortfchreitung der x geordnet, und umgekehrt, 
Am deurlichiten wird Dies, wenn man die y als Ordinaten 
einer Linie des dritten Grades befrachtet, am welcher zu 
derfelben Abfeiffe dren Ordinaten möglich find, Es kann 
aber, nach DBefchaffenheit der Eoefficienten, eine Fort: 
ſchreitung der Drdinaten wegfallen, ſelbſt nur eine einzige 
bleiben:, Wenn zwey Kortfchreitungen der Y fich mit eis 
nem gemeinfchaftlichen Gliede an einander fließen, fo - 
bat die Gleichung für y, als wine beſtimmte mit einer ger 
gebenen x betrachtet, zwey gleiche Wurzeln, und es ifk 
zay?’ + 2bxy-+cX+2ey+fx--h=o, (Gfeie 

- hung, IX.) Auf gleiche Art iſt, wo zwey Kortfchreis 
tungen der x, als Ordinaten betrachtet, zufammenfome 
men adx® +2cxy+by + 28%+ fy+i=o. in 


BEE). GIER oy 
_ jenem Falle iſt — oder — unendlich groß, und die 


beruͤhrende fällt in die Ordinate; in dem” andern iſt 
—* ==6, und die berüßrende fälle in die Ordinatex, ober 


ift parallel mit der Are der Abſciſſen x. Treten beide Fälle > 
zugleidy ein, fo fehneiden ſich zwey Zweige der Erummen 
Lime in einem. Puncte, Alsdann haben nämlich. zwey 
verſchiedene Fortfehreifungen der y ein gemeinfchaftliches 
Slied, und zwey Kortfchreitungen der X eben- ein folches 
zu jenem cootdinirres, Die Differentialgleihung wird nun 


I — 2, welches Überhaupt etwas unbeſtimmtes bedeuten, 
x 0 


Man ſuche nun aus der Differenzengleichung denjeni⸗ 


| — A | ER 
gen Theil des Quotienten —* der bon dee Quantitat 
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der Differenzen unabhängig iſt, und durch 27. bejeichnet 


wird. Die beiden erſten Glieder, — Ay und Ax 
einfach enthalten, fallen weg, weil die Factoren diefer Difs 
ferenzen — o find, Die übrigen dividire man durch Ax®, 
und laffe diejenigen Glieder weg, welche von den Diffe: 
- engen Ay und Ax abhängig bleiben, fo it, : nach der 
hierauf fic) beziehenden Bezeichnung, 


(say +bx he) + aby+2ex+#) 22 
| +3dx+cey+g=o. 
Die beiden Werthe von er find die Tangenten der Winkel 


der beiden beräfrenden in = Durchſchnittspuncte der bei⸗ 
den Zweige der Curve mit der Axe der Abſciſſen. 
Eben — Gleichung wird erhalten, wenn in dem 


Werthe von &7 = Zägler und Nenner ——— und 
durch —X ie werben, 


8. Sfkidie Gleichung vom britten Grade ein Pins 
Duck aus einer dom zweyten Grade, nicht zerlegbaren, 
ay’ + bxy+ex’+dy+ex+fzo, und der vom 
erften Stade, ax FAy+y==o, fo wird der Quotient 


* o, was auch für Werthe x undy baden mögen. 


Man bejeichne die erftere Gleichung durch V, die zweyte 
auch U, fo iſt 
D. VU=(say-+ bx+d)Udy + BVöy 
+(by+2cxFeo)Udx+aVöOx. 
Hier ift, da V=o, und U=oif, ber Factor von Oy 
ſowohl als der von 9x, wie man ihn aus der endlichen 
Sleihung unmittelbar erhält jeder *= 0. Zerlegt manaber 
die Differentialgleichuns in zwey Gleichungen, ſo wird 


* 
D 
’ 
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(2ay+ bxe+d)Oy+cby+2cxHe)döx—o, und 
Oytaox=o. Die erfte ift die Differentialgleichung 
ür einen Kegelfchnitt, die zweyte für eine gerade dinies 
Die endlihe Gleichung gehört für das Syſtem eines Re 
gelſchnitts und einer geraden $inie. Ä 


9. Wären nicht allein die Factoren son Ay und AX, 
fondern auch) von Ay?, Ay.Ax und Ax! Null, fo bliebe 
von der endlichen Differenzengleichung nur der Theil 

a Ays +-bAy!.Ax-+HcAx!t,Ay+-dAxs—o 
uͤbrig. Dieſe Gleichung zeigt ein Syſtem von drey gera⸗ 
den Linien an, die ſich in drey verſchiedenen Puncten, in 
zweyen, und in einem einzigen ſchneiden koͤnnen, ſo wie die 


Gleichung für ZI drey verſchiedene, oder zwey gleiche 


nebſt einer von ihnen verſchiedenen, oder drey gleich große 
Wurzeln haben kann. 
Dieſelbe Gleichung wird erhalten, wenn der Zaͤhler 


und Nenner des Werthes von 2 
In X 


der differentiirt werben, in Abſicht auf x und y allein, 
ohne höhere Differentiale aufzunehmen, wer 


zweymahi nach einan⸗ 


Eigenſchaften der Differentialgleichungen | 
in Beziehung auf ihre Realisät. | 


10. Es fey V eine gleichartige Function von x und 
7, (eine foldhe, worin die Summe der Erponenten von 
x und y in allen heilen diefelbe iſt); die Anzahl ihrer 
Dimenfionn—m; ihr Differential ® V=P9x + Qdy; 
fo it P<+Qy—mV. | 

Beweis. Es fey A die Summe der Erponenten in 
jeden Theile des Zühlers der Function, pe die Summe in 
jedem Theile des Menners, (bey einer ganzen Function iſt 
P=0) alſo A— am, Man fege y=ur, fo ent: 
halt jeder Theil des Zählers die Potenz x* in eine Poten 





ET Differentialgleichung 


bon u multiplicirt, fo wie jeder Theil des Nenners die 
Potenz x" in eine Potenz von u, und V ift ein Product 
aus x” in eine Function von u. Diefe Function fen U, 
ao V= Ux", m 9V—=mUxn-:9x + x®dU, 
Da yzux, fo ift Oy—=udx + xodu ‚ ale if 
oV(=POx + Qdy)—=Poöx+Qudx+ Qxdu. 
Die Vergleichung beider Werrhe von. OV giebt 
mUx"’0x—Podx-+ Qudx, indem. diefes die 
Theile find, welche von 9x abhangen, dagegen x=dU 
und Qxdu von du abhängig find. Da Ux=—V if, 


fo ift = +Qu, und daher mV—Px + Qy. 


- Der Sa wird von Euler: erfunden fenn, welcher da- 
von fchon infeiner Altern Mecanif(1736) Gebrauch macht, 


T. 1. $$. 106. 497, 498, 


‘ir Exempel. J. Es fy V— —* „ſo iſt 
* — — 





BER ER u 
m—2,ump—=3HY-2X° Try, 027 A 


.Gg-x" . 9-2) 
Daraus iſt pt y= 2 FR _,y 
en er! A A 
Erempel, II. Es ſey V=-— _— ‚piltim—- ı, 
xemp ſey 7 
mL x nn 
und P= 5 2 — Daraus iſt 


(“+ y’)r 
.z-FQy= SEA | 

Man bemerfe noch, daß P und Q von m— ı Dimen 
flonen find, wenn V eine Function von m Dimenfior 
nen iſt. j 


; 


“ 12. Es fey V irgend eine Function von x und y, und 
oeV=Pox-+ 0Qöy; ferne fy OoP—=pdx+g9y, 


’ I) 
J 
— 
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und 20=rex+ söy, wo P, Q, P> gyry8, jede: 
“ eine Function von x und y, oder einer derſelben allein find, - 
auch conftante Größen fern können: in allen Fällen iſt 


=—FX, 


Bew. Man fege in der. Runction V für x und y bie 
‚veränderten x + Ax und „+ Ay, wodurch für V fomme 
V-+AV. Zieht man jene Kuncrion von diefer ab, fo ift 
die endliche Differenz AV=PAx+QAy+RAxAy 
wo ber erfte Theil die Differenz; durch Ax allein, dee 
jwenfe die durch A y allein, der dritte die durch beide gemein 
ſchaftlich entftehende bezeichnet. Die Function P mag 
nod A x und Potenzen diefer Veränderung, Q'nodh Ay 
und Potenzen derfelben, A beides enthalten, Die pars 
tielle Differenz; von P durch Ay fen R’Ay, und die par⸗ 
tielle Differenz von Q durh Ax ſey R"Ax. In der 
Differenzenrechnung (42.) ift gezeigt, daß R'—=R“ ift, 
‚(das dortige p und q ijt bier R’ und A), oder jedes die > 
hier zuerft duch R bezeichnete Function. | 


Setzt man Differenfiäle ſtatt der endlichen Differen« 
gen, fo fallen die Potenzen und Producte der endlichen 
Differenzen weg; P und Q werden die Differentialfacto: 
ven; R’Ay verwandelt fih in das Differential von P 
nach y, oder R‘ wird die hierdurch q bezeichnete Kunction; 
R’' Ax verwandelt ſich in das Differential von Q nad) x, 
oder R“ wird die hier durch r bezeichnete Tunction. Da 
RRK“, mas aud) die Quantität von Ax und Ay feyn 


mag, fe ift g=r. 


13. Erempel. I. Es fy-V=ays + bxry-Fexty 
+dx® Pey +fxy+gx"+hy+ix+k=o, fo 
ft P=by’+2zcxy+3dx +f7tegx+i; und 
Q=3ayP +ebxy-tex+-2ey+fx+h Das 
partielle Differential von P nach y durch 9y dibidirt ift 
g=2by+2cx+fz unddas von Q nah xduhOx 
biwipirtiffir—zby+zcx+f, ſo daß gr. 
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son u multiplicirt, fo wie jeder Theil des Nenners-Iie 
Potenz x“ in eine Potenz von u, und V ift ein Product 
aus x” in eine Function von u. Diefe Function fen U, 
ao V=Ux", um 9V—=mUx"t-ıdx 4 xmdU, 
Da yZux, ſo iſt öy=udx+xou, al ift 
oV(c=Pdx+0Qdy)=Pox-+ Qudx+ QOxdu, 
Die BVergleihung beider Werthe von. OV . giebt 
mUx"”’0x—Pox-+ Quox, indem. diefes die 
Theile find, welche von Ox abhangen, Dagegen "OU 
und Oxdu von Du abhängig find. Da Ux®—V if, 


fo ift Ip — Qu, und daher mV=Px+Qy. 


- Der Satz wird von Euler: erfunden fenn , welcher da: 
von ſchon in feiner ältern Mechanik (1736) Gebrauch madıt, 
T. II. $$. 106. 497. 498. 


‘sr. Erempel, I, Es fey — „ſo iſt 
Ts — — X. 


ne te 3 —— 
m⸗2,und P=3LI-2* 24  0= y 3 


(—x)' . 0-x ! 

DarausiftfPx-+Qy = — — 2V. 

4 — — 
Erempel, II, Es ſey V= , ‚piltim—- ı, 
remp Es fen "VerFmt ſt 

undp— — — er Se, Daran i 

Te Far, er 

 Px —— — F 

x40 55 


Man bemerke noch, daß P und Qvon m— ı Dimen⸗ 
ſlonen find, mwennV eine Function von m Dimenfios 
nen iſt. 3* 

2. Es ſey V irgend eine Function von x und y, und 
oV=P9dx+ 0Qdy; ferner ſey of=p9x+g9y, 


| 


auch conftante Größen feyn können: in allen Fällen iſt 
gy=r | Ä | 


Bew. Man fege in der. Function V fir x und y bie 
‚veränderten x-+- Ax und y+Ay, wodurch für V komme 
V-+AV. Zieht man jene Function von diefer ab, fo ift 
die endliche Differen; AV=PAx+QAy+RAxAy, 
wo der erfte Theil die Differenz durch Ax allein, der 
zweyte diedurch A y allein, der dritte die durch beide gemein 
fchaftlidy entftehende bezeichnet. Die Function P mag 
noch A x und Potenzen diefer Veränderung, Q'nod Ay 
und Potenzen derfelben, R beides enthalten. Die par 
tielle Differenz von P durch Ay fen R’Ay, und die pars 
tielle Differenz von Q duch Axfey RAx. In der 
Differenzenrechnung (42.) ift gezeigt, daß R'—=R” ift, 


‚(das dortige p und q ift hier R’ und A’), oder jedes vie 


bier zuerft durch R bezeichnete Function, 


Setzt man Differensiäle ſtatt der endlichen Differen« 
gen, fo fallen die Potenzen und Producte der endlichen 
Differenzen weg; P und Q werben die Differentialfacto: 
ven; R‘Ay verwandelt fih in das Differential von P 
nach y, oder R‘ wird die hierdurch q bezeichnete Function; 
R“ Ax verwandelt fi in das Differential von Q nach x, 
oder R“ wird die hier Durch r bezeichnete Function. Da 
R'’ZR', mas aud) die Quantität von Ax und Ay feyn 


mag, ſo iſt ger. 


"13. Erempel. I. Es fy V—ays+ bryt-Kexty 
+dx°+ey +fxy+gxX+hy+ixtk=o, fo 
ft P=by’+2cxy+3dx® +f7 + 2gx-4i; umd 


Q=3ayP pebxy-ex’+2eytfx+h Da 
partielle Differential von P nad) y durch Oy dibidirt ift 


g=2by+2cx+fz’ unddas von Q nad x duch x 
dwidirt iſt —2 by20xAf, ſo daß gr. 
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und 2EO=rex-+ söy, woP, QO, pP; 9; rs s, jede: 
“ eine Function von x und y, oder einer derfelben allein find, - " 


— — — — 


— en — — 


— — — te 
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Exempel. II. Es ſey V=V (x + 2xy), fo iſt 
3 et —— 
41* xy r— > AUGE 
Fax’ —erax 
Erempel. III. Es ſeyn x und y zwey Kreisbogen, 
und V=xsiny+ysinx, fo it P=siny-+-ycolx; 


: Q=xooly + sinx; ferner q =coly + colx; 
r—cofy +eolx. 


ferner 


SINE. PR} 
V(«+3xy) 


14. Der Satz (12.) wird folgendergeftale ſymboliſch 
| | oV — | 
ausgedruckt. Es zeigt () den —— Differen⸗ 
tialquotienten für V in Rückſicht auf x allein an, ſo wie 
(>) den partiellen Differentialquotienten für V in 
Rückſicht aufy allein. Demnach iſt (= )=P; 

aV\ 0, yoP\ _.. (EQ\ _ | 

(7 — 0; 57) — 4; (2) — I Der 

obige Sag wird nun ae ausgedruckt: Wenn 
SV=Pdx+Qdy, fo iſt (2 = (2 =). 
\ . wen e — — 9 

Auch iſt (27) x Pöx und (7) y 
0°, 
| 15. Det Ss if wichtig ald Kennzeichen, ob eine 
Differentiolgleichung , fo, tie fie vorgegeben wird, real 
und aus einer endlichen Gleichung entitanden fey. _ Hat 
ſie die Befchaffengeie nicht, welche fie zufolge des Satzes 


haben muß, ſo muß man einen Multiplicator ſuchen, 
durch den fie dieſe Beſchaffenheit erhalte. 


# 
* 


r 


Differentialgleichung 889 


16; Iſt V eine Function dreyer veründerlichen, gegen⸗ 
ſeitig unabhängigen Größen, x, y, z, undes itöV= 


Pox+ Q5y — fo ift GME 


DEI: CH-EH- m 


da angenommen ift, daß bie , Größen X,Y, z bon einam 
der unabhängig find, fo fann jede von ihnen ale unverane 
derlich angefehen . werden. Go entjtehen ‚drey Bedine ° 
— für die drey Paare bon Functionen, 
P,Q; P,R; Q,R. * Diefe find Functionen von den 
drey Größen X, Y, 2, von welchen aber aud) eine oder 
die andere in jenen fehlen Bann. » Einen andern, aber 
fchwerern Beweis diefer dren Bedingumgsgleichungen giebt 
Clairaut in den Mem. de l’Acad. des en 1740.. 
p- 305. ed. in 4. 
17. Finden dieſe drey Bedingungen nicht Statt, ſo ſete 
man, daß die Formel‘ Pox+0Q0y+Rodz durch die 
"Multiplication mit einer Sunction M die drey Bedingun⸗ 
gen erfuͤlle, ſo daß | : 


MPdx-++- MQöy -MRdz . 


das Differential einer Function V der drey Größen x, 5, 2 
ſey. Nun iſt 


— Ye 
ICH) 


- Die Entwidelung der Differential: von den Producten 
MP, MQ, MR, giebt folgende drey Gleichungen: 
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ap OMN_ 5QN X 
| 5% () Gr 
rl @PN jpfOMN _ufoRN ,„foM 
ICH ICH ZH 


— OMN _,/OR ‘oM 
oo Lore) 


Die erfte diefer Gleihungen multiplicire man mie R, die 
zweyte mit Q, die dritte. mit P, und ziehe die zweyte von 
der Summe der eriten und dritten ab, fo heben fidy die 
Glieder, welche OM enthalten, und es ift, nach der Dis 
pifion dur M, =. . 


EFF UEIHRGE) 
HIHI) 


Findet diefe Bedingungsgleichung nicht State, fo Fann 
ſelbſt duch die Multiplication mit einer Function M bie 
Differentialformel POx + Q°y + ROdz aus feiner 
Function von x, y,. z’entftanden feyn. 


718. Die Bedingungsgleihungen (12 u. 17.) hat 
Clairaut in!einem Memoire fur Yintegration des 
equations differentielles du premier ordre, . Mem. 
de V’Acad. des Sc. 1740 erwiefen, bie erftere fchon in 
einer Abhandlung gleichen Inhalts im %. 1739. Er ge 
fteht, daß außer ihm auh Kontaine und Euler bie 
Bedingungsgleichung (12.) gefunden haben. Die Unter 
fuchungen von Kontaine über diefen Gegenftand find in den 
Memoiren der Afademie nicht erfchienen, fondern nebſt 
andern, in die afademifche Sammlung nicht eingerickten, 
defjelben Verfaſſers, in einer eigenen 1764 herausgekom⸗ 


— 
J 
% 
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men. Fontaͤine ſcheint das Erſtigkeitsrecht vor Clairaut 
zu haben, der dagegen die Beweiſe und die Anwendungen 
einleuchtender und bequemer gemacht haben wird. Von 
jenem. rührt auch tie Notation_der partiellen Differential; 
quotienten her, doc) ohne die Klammern, Die man in der 
Folge zur beffern Unterfcheidung zugelegt hat. Euler 
bat den Satz in den Comment, .Petrop. T. VII. a. a. 
1734 et 1735, die erit 1740 erfchienen find, angewandt, 
um Öleichungen für unendlich viele Curven derfelben Art, 
deren Gleichungen nicht algebraifche find, zu finden. Ä 
Der Beweis der Beringungsgleihung (17.) ift von 
Clairaut. Euler bat in feiner Differentialrechnung einen 
andern, zwar weirläuftigern, gegeben, $. 313 — 316, 
ber aber nicht die drey Öleichungen (16.) vorausfegt. In 
dem Calc. integr. T. II. $. ı. und in einer Abhandlung 
über die Trajectorien, Nova Acta Petrop. T. J. a. a. 
1783, gebraucht er denſelben Beweis wie Clairaut. 
Bon einer andern merfwürdigen Hedingungsgleichung 

in dem folgenden Artikel, Re 


Variation einer Differentiafgleihung durch Bes 
wandfung einer unveränderlihen Größe in eine 
veränverliche. | 


19. Es it 92 =—=Pdx eine Differenfialgleichung,. 
worin P eine Function der beränderlichen Größe x und eis 
ner unveränderlien a iſt, und auch mehrere unneränders 
fiche enthalten mag. Die Größe 2 fey, wenn die Größen 
geomerrifche find, die Coordinate zu x an einer Curve, ’ 
‚oder der zu der Abfeiffe gehörige Bogen, Rlächenraum, 
Inhalt des durch die Drehung um eine Are befchriebenen 
Körpers , oder deffen Oberfläche, Diefe Beftimmungen 

werden ber Unterfuchung, die hier angeſtellt werden foll, 
vieles Licht verfchaffen. Auch iſt man auf diefelbe ganz 
durch geometrifche Aufgaben geleiter. 

Mun werde a veränderlich gefest, fo hat man eine un: 

endliche - Menge von Functionen einerley Art, die nut 
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durch wie Größe a, (den Modulus oder’ den Parameter 
der Eurve), verfchieden find, ;. B. Ellipfen über einer 
gemeinfchaftlichen Are mit verfchiedenen Parametern. » 

Kenn PO x fich integriren läßt, fo hat die Sache feine 
Schwierigkeit, da man in dem Integral nur a verändern 
Tech zu feßen braucht, um das Differential der Funetion’z 
in der ftetigen Folge ihrer Werthe für irgend ein angenoms 
menes x zu erhalten, Ä 

ft aber POx nicht algebraifch integrabel, fo kann die 
Frage Schwierigkeit machen. 
20. Es ſey nun, wenn a veränderlich genommen wird, 
ö2—-Pdx-+0Q9a. Der erſte Terminus, Pdx, zeigt 
das Differential von z an, To fern bloß x ſich ändert, der 
zweyte aber die Variation von z, ober Die differentielle 
— zufolge der von a, wobey x denſelben Werth 
behã t. — 
Es ſey oP—pdöx-+q9a, und 9Q—=rdx+sda, 
fo ift, wenn z eine reale Function ift, q=r, (12.) 
und Q=/rdx=/q®x, wenn s —o gefegt wird. Dies 
ſes muß gefchehen, damit-Q ganz von P,, ober von der 
Befchaffenheit der Function z abhange, ohne willkührliche 
Heftimmungen. (Euler betrachtet in der Abhandlung 
iiber’ unendlich viele Eurven einerleg Art, Comment. 
Petrop vet. T. VII. p. 178, für das Differential von 
Q den Modulus a als conſtant daher da—o iſt, unge 
achtet a in dem Differential OP als veränderlich behans 
deit wird, Auch das Verfahren von Mic. Bernoulli in 
Joh. Berneulli Opp. T. II. p. 443. ift in diefer Ab⸗ 
ſicht nicht befriedigend). 


s — op 
Mach ver Bezeichnung (14,) iſt 0=/(Z) 2, 
und dns Harüirte Differential 
92—P ax+2a/(5r) dx. 


31. Das erfte Benfpiel diefer Aufgabe giebt Leibnitz 
in dem Commere. epift. T. J. ep. 59. wo die Auflöfung 
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aber auf andere Anſichten gegründet iſt. Man gedenke 
ſich eine ſtetige Folge logarithmiſcher Linien durch einen 
Punct, bey einer gemeinſchaftlichen Abſciſſe, gezogen; es 
fol die Eurve gefunden werden, welche auf ihnen allen 
Bogen von einer gegebenen Länge, von jenem Puncte an 
abfchneider, - Die Gleichung für die logarithmiſche Linie iſt 

9 | | 
y= — Das Differential des Bogens z iſt 22 * 
ER 
we + vet), Hier iſt 
_ Var) 


ai bie —* Differentialgleichung, 


lee), ao 


E12. 00 
A/xyl(aatxx) 


Der erfte Terminus ift das Differential des Bogens 2 


auf derfelben Frummen Linie, der zweyte iſt Die verſchwin⸗ 
dende Variation des Bogens durch die Variation des Mo- 
dulus, bey unveränderter Abſciſſe. Die Integralgröße, 


9 | 
I; xV ( 7 ixx) ’ zeigt an, wie die Variation von der Bes 


fhaffenheit der Curve abhängt, daher a in derfelben nicht 
veränderlih iſt; aber die Verbindung mit ber Bariation 


ada zeigt, wie jene ferner durd) die Variation des Modus . - 


lus beſtimmt wird, 

Die Frage wegen der gleiche Bogen abſchneidenden Cur⸗ 
ve gehört in den Artikel, Trajectoria. 

23. Ein anderes Benfpiel gebe die Area einer Parabel, 
Ihre Gleichung iſt yy—axr. Die Area fen z, fo ift 
Oz—yox—öxy ax, mu it0z==P9x 


+Q2a, woP=yax. Nun it ( — — 


und /& )öx=4xyV- , alſo 
=exyastgjxdavn:. 


—— BR, RR EEE alſo 


* 
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Eben dieſes findet man aus der endlichen Gleichung yyzax, 
wenn fowohl a als x beränderlich gefeßt werhen, 


23. Es fen oy—=Pdx, und P eine Function von 
x, y, a, nebſt andern Conſtanten, die außer a’ vorhan⸗ 
den feyn mögen. Man feße,, daß die variirre Gleichung 
feyoy==Pöx--Roa, po Pox—dy-+Rodamo 
* Damit dieſe Gleichung real ſey, muß zufolge (17.) 
eyn, J 


IR . 


oder | 
OR\ or OPN | ZOP\ı 
Ir Ir) + (> 
indem das dortige Q hier = — 1, alſo 9Q = iſt. Kür 
z daſelbſt ſteht hier a. | 
| Nikol. Bernoulli- (Bruderfohn von Jakob und 
Johann Werngulli) Hat diefe Aufgabe ſchon aufgelofer, 
aber auf einem andern Wege. Sein Verfahren ſteht in 
Joh. Bernoulli Opp. T. II. p. 443. Kür das hiefige 
—— op | 
| Y⸗ x, 5) R, oy ’ oa” 
ſteht den ihm | Ä 
' X, Y, pP, 9» T, R » 
Er findet, die Gleihung, Tgay+Roy=dg Es 


fehle alfo der Terminus pP & ) . 


Euler hat fich fruͤh ſehr viel mit diefer ganzen Untere 
fuhung befchäftige,, wie feine Abhandlungen in ven 
-Comm. Petrop. vet, T. VII: VIII IX. zeigen, 


24. Das [Pöx, wo P eine Function von x und‘ 
yift, in Abficye auf y differenrüiren, nennt man, unter 
dem Integralzeichen ‚differentiiren. Dieſes 


 # % 
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— OP\, | | 
Differential ift = oy S (5-) 0x, nad) (21.), ‚wo a 
ift, was bier durch y bezeichnet wird. | 


Differentio: Differentialrechnung ift dient: 
wickelung der Differentiale des ziwenten Grades, und hö⸗ 
herer, nad). ihren Verhältniffen gegen einander, und zu 
den Potenzen derer vom erften Grade, Ihr Gebrauch ift 
wichtig in ber höhern Geometrie, und in der reinen Mes 
chanif, deren erfte Grundformeln Differentiale vom zwey⸗ 
ten Grade enthalten. Sie werden in dem Taylorſchen 
‚Lehrfage zur Berechnung der endlichen Differenzen einer - 
Function aus den Porenzen der Differenz der Functional⸗ 
größe angewandt. | 


1. Sin ven Xrtifel, Differentiale, (©. 822.), find, 
fhon die Begriffe von den höhern Differentialen erfläre 
worden.- Sie find fo wenig. als die des eriten Grades als 
Größen abfolus zu betrachten, fondern bezeichnen, ohne _ 
Rückſicht auf beitimmre Quantität, Glieder eines Vers 
bältnifjes, welches im Allgemeinen endlich iſt, in einzelnen 
Fällen das von 1:0, oder das von o: 1 feyn kann, und, 
wenn e8o:o wird, mehrdeutig ift. _ 


. Es ſey zuerſt eine Relation zwiſchen zwey veraͤnder⸗ 
lichen Größen, x und y, angenommen. Man ſetze 
Fb yigg an; * 5 u. ſ. fꝛſo 
iſt eine Differentialgleichung vom erſten Grade zwiſchen x 
und y eine endliche zwiſchen x, y, ps; eine vom zweyten 
Grade ift eine endliche jwifchen X, y, P, g; eine vom 
dritten: Grade ift eine endliche zwifhen x, y, P, 9» T5 
u. ſ. f. | =, 


3. So wie p der bon. der Quantität ber Veränderungen 


Ay. 
unabhängige Theil des Quotienten * it, ſo iſt es q in 
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by BE 2 
Abſicht auf 55 5 Fin Abſicht auf 753 5 sin Abficht auf 


Pr a. t | | 
Ft „u. ſ. f. wenn nämlich die durch x bezeichneten Größen 


eine Reihe mit gleich großen Unterſchieden ausmachen, 


— Or 3555 

4. Darum iſt in dieſem Falle 7 =4; 7,5 = 13 
öy — 
Zu ms et. Die Bezeichnungen der Differentialqus« 
tienten beziehen fich auf eine fletiger Weiſe fich veränderns 
de Reihe. Man mag die eine oder Die andere Bejeich⸗ 
nungsart gebrauchen. Die Differentialquotienten ftellen 
oft die Relation der veränderlichen Größen und ihrer Der: 
änderungen in einer ftefigen Reihe am augenfälligften dar, 


5. Es fey y=xr", und x verändern fich gleichförmig 
(oder 9x ſey conftant, ober &x mo), ſo iſt 
ie TEN 
a n 
2°y > 
zo mm (m 1)x7 
Je. Ä 
R 5 =m (m—ı)(m—») 
u. ſ. fe | : 
Wenn m eine ganze Zahl iſt, fo iſt der me Differential: 
quotient conſtant. — 
6. Hieraus iſt | 
er an 
.04° 0 m "y 
'öy_ m—ı.m—2 I 


u. t. fı 


zu=3 





/ 
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7. Es ſey = xy, und’dx conſtant, fo ift 
‚az=ydx-+ x0y 

Oz 20x0y + xöty 

: | oz = 30x0%y +x05y 


Hz 4oxdyHxöy 
uf f. | a 
oder TR DR _.. 
en DB: &°z | 
dx tr 5 Ana, 
oz ae 7 
a5 =34rtx, Dxi =4r+s= 


SERT; 


| 8. Es ſey z— und 8x conſtant, ſo iſt 
| Oy yöx 
32 — x Tıx: 
| dey 20xdy aydx® | 
— — CR. * 


* = = = 30x0ty wen soxty 6ydx3 


uff 


x? — — — (u 


xs xt 


= Es ſey y=sind, und 2* en fo i wenn 
76) conſtant geſetzt wird, 


* — 000.906 ' 1 9z — — ——— 
2 —-sinG.09Q9° 0z m — cof9.29* 
dy —-co[ld. 093 oz 4 sin 9. 968 
“yz+snß.99 | Hz + co[9.99% 

u.ſ. f. u. . f. 
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se Differentios  ; 
10. 88 fey t — tang 9, und 89 unberänberiä, 
fo iſt Differentialformel, — —— 
ot ⸗(14 t) 80 
det — 2at(r+t) 99° a | 
St =. 2(1r +3) (1 +r)995 
uff | 
ı2. Es ſey y Ser, md ze", mo e die Baſis 
der natürlichen dosariegmen, und x ber gogarichme der 


Zahl und der Zahl - — ifte Es iſt, wenn 8x conſtant 
geſetzt wird, 
dy S es2x Idz — 
dey — e*5xdez = + e22x 
Hy dr | a ⸗— 
U. ſ. f. unf. f. 
12. Es ſey sax—xıryy, fo i 


ſt 
4dx —x OXxyDOY. Gebt man fowohl 9x ale dy 
veranderlich, fo iſt 


ax dr zit ↄ + yö’y, 
oder — 
(a—x) Hz: -y5 =ı +32 


Der. zweyte Theil diefer Gleichung iff, aus der Differen 
tialgleihung vom erſten Grade, 


a—x\? a zax-- x? + y® : 
— * ** 
Alſo iſt 
| x ey a 
a) dx: 1 = y® 


Dieſes ift eine unbeftimmte Gleichung für die Diffe 
tenfialguotienten des zweyten Grades, da die Art, mie ſich 
8x oder = verändern follen, nicht feftgefege if. Soll 
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bie Gleichung eine beftimmre werden, ohne daß eines ber 
Differentiale underänderlich fen, fo muß irgend ein ander 
res Differential unveränderlich gefegt werden. Man neh: 
me dazu das Y (0x? + 8). Dadurch ift $(dx? 4 dy*) 
— 0, alp 9xd?x +O9yd'y=o. Dur die Sub: 
ftirution des Werthes von Sy oder 82x aus dieſer Gleis 
‚chung in der unbeflimmt gelaffenen wird nun diefe eine ber 
ſtimmte. | 








aoö’x aa—ax a0®x 4 
— Day — 
Saetzt man für 8°x feinen Werth durch dey, ſo iſt 

'aöty 2a ady ay 
xt —— — y’ oder dy:. — — (a—x? | 


Die hier zum Beyfpiel genommene Gleichung iſt für 
einen Kreis,. worin y der Ginus eines Bogens, x der 
- Sinus verfus, a — x der Cofinus für den Halbmeſſer a 
iſt. Die Differentialformeln folgen auch aus denen für 
O*y und ©°z in (g.), wenn a ſtatt der Einheit, und 
a — xfür az gefegt wird, durch Elimination von 99, 


13. Erempel. Da die Differentialderhältniffe auch 
für endliche Fleine Differenzen beynahe gelten, fo fuche 
man das Verhältniß der zweyten Unterfchiede dreyer Sie 
nus zu bein Quadrate des Linterfchiees des erften und 
zweyten, oder deö zweyten und dritten Cofinus, z. B. zu 
dem Winfel ® = 30°, mit einem Unterfchiede von x Gr, 
für die folgenden Winkel, Es ift 


— J. Unterſch. IL, Unterſch. 
sın 30° = 0,5000000 | 


sin 81° = 0,5150381 150381 1] 
‚sin 32° 0,5299193 | 148822 — 1569 
cof 30° = 0,8660254 | 

col 31° = 0,8571673 | —38581 
col 32° = 0,8480481 | —91192 ’ 
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Die Einheit für die Linterfchiede iſt, mie man von ſelbſt 
bemerken wird, ein Zehnmilliontheilchen. Sieht man 
0: y und Oz (oder Ax) als endliche Größen an, fo ift hier 
0°y = — 0,0001569, und 0x=0,008858 1. nämlich 
als Differenz des Sinus verſus. Das Quadrat Davon 
it = 0,000078466 ,. Jener zweyte Unterfchied mit 
‚40,5 multiplieire giebt zum Producte 0,00007845, 
welches von dem Quadrate erft in der achten Stelle vers 
fchieden ift. Das Quadrat des Unterfchiedes von colgı* 


- und col 32° weicht mehr ab: . 


14, Setzt man ydx ==.conft, oder läßt die Kreisabs 
fchnitte über dem Sinus verfus gleihfermig wachfen, 
fo iſt u 


ao’x | a? — a* 





ar *7 — 
ao’y * 2 G@B—ay), 
a Bir 7 en y? | 

13. Aus dem Venfpiele für den Kreis in (r2.) ficht . 
man deutlich, . wie eine Differentialgleichung eine unbes 
flimmte ift, wenn Eein Differential als unveränderlich an: 
gefehen wird. Es erhellt fchon Hieraus, dag um eine 
Differentialgleichung zwiſchen x und y zu einer bejlimm- 
‚ren für jeden Werth von x und den dazu gehörigen bon 
y zu machen, entweder eines der Differentiale ©x, Oy, 
oder das von irgend einer Function derfelben als conffant 
Angenommen werden müſſe. Dieſes erheilt allgemein aus 
‘dem, was in dem Artikel Differenzenrechnung (45.) ven 
dr Nothwendigkeit einer beftändigen Differenz bemerft 
worden ift. Die Anfangsglieder der Differenzreihen zu 
“einer Hanpfreihe von Größen, die nach irgend einem Ges 
feße gebildet werden, erhalten Feine beftinmte Werthe, 
wenn jene Größen nicht einer arirhmetifchen Reihe von 
. Stellen, Zahlen oder Mepräjentanten der Stellen, jugeords 
net werden. R 

16. Es fey in einer Differentialgleihung. zweyten 
. Grades zwifchen x und y das Differenunl einer berfelben 





' — 
° “ . 
’ 
* 
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oder einer Function von ihnen unveranderlich geſetzt, man 
will ſtatt deffelben aber ein anderes Differential als unver: 
anderlich aͤnſetzen, fo bat man zu dem Ende folgendergeftalt 
zu verfahren, | | 


Pan feßep = I; a= dr, ohne weder ⸗ 


* 8 unveränderlich anzunehmen, fo ift 
— xↄes y — 0 1* 
| — 
Hiemit verbinde man die Differentialgleichung, welche aus - 
der Annahme des beftändigen Differentials entfpringr, fo 


Fann man die zweyten Differentiale wegfchaffen, und das 
für q nebjt p einführen, In der vermwandelten Gleichung 


fege man für q den Werth on —— ayv'z ‚ fo erhält 


man eine Gleichung, worin Eein Differential conftant ift. 





17 Fall. J. Es fey jr zn genommen , fo ift 
bey diefer Annahme, o=? = Setzt man nun gdx® 





für dty, und darauf 9° y — BC für g9x*, fo iſt 


diefes eben fo gut, als unmittelbar für 0° y fegen - - 
oyo’x | 
Ox 





ey 


18. Fall. II. Es fen Oy conftant genommen, ſo hat 


man für 82y zu ſetzen 22x — —— Hier ſind nur 





m die Buchſtaben x und y in Fall I. geſetzt y und x. 


19. Fall. II. Es ſey ydx (das Differential ber 
Area einer Curve bey rechtwinklichten Coordinaten) con: 
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ſtant geſetzt, ſo iſt 2y Dx S ydex, alſo iſt g Ix 
Oxöty-+ — . Dafür iſt nun zu ſetzen 


dxdey — 85 22x. Folglich iſt für 9°x zu ſetzen 
— — Ferner iſt eben daher, 22y 90x — — 
| y 


ſololich if für 2° y zu fegen ay — Ir _ 
= y 


20. Ball. IV, Es fen das Differential Y (Ox: + &x') 
oder das Differential eines Bogens, ‚als unveränderlid 
angenommen. Dadurch iſt Oxd’x + Oyd'y=o, 

(x Hey x — 

*55 I Daher iſt für dx 
——— 
au ſeßen · 35 — 
gefunden, daß für 9’y zu ſetzen iſt 
Oxö’y Oxdyd:x 
‚  dx’+0y' 
x in jener Formel fliehen. 


alſo — 








Auf gleiche Art wird 





worin nur x und y für y und 


21. Die Subftitutionen für 93x und Oy in biefem 
Falle giebt Eulerin Calc. diff. P,I, Cap. 8. Die Rech— 
nungsprobe ift, Daß, wenn mit der verwanbelten Gleis 
chung diejenige verbunden wird, welche Das beftändige 
Differential differentiire giebt, die zuerſt gegebene wieder 
Bervorgeben muß, i Br 


29. Die Differentialformeln zeigen zum Theil merk 
soßiedige Forffchreitungen, wenn fein Differential conſtant 
gefegt wird, | .. 


23. Es ſey z—xy, fo iſt 
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2 — ydx + x0dy — 
ö Yöix+ 20x0y + x0'y 
‚zZ yox + 3xdy + 39x0'y +xdy 
Hz—yöixt+40xdy+6xyt4exR 
ey. 


Man fieht gleich, daß die numerifchen Eoefficienten die 
Binomialcoefficienten nach der Kolge der Potenzen find. 
Diefes allgemein einzufehen, fege man die Binomial- 
evefficienten in der nten Potenz ı, A, B, €, d, 
. . . B, A, ı, und nehme an, daß - 


Ze ya Nm dy + Bönmzöty. | 
+ Dat... 
| + BRrxörty + Noxdeniyh or, 
ſo iſt | | Ä a 
zyortz lH) B)ORr xt 
+BÖL+HMTLFJ+lEH-DIM IR... 
+BÖHMAxeE"y4QI4+ 1) xORyxön ig, 
Es find aber; HE AHDB; SHE ...... 
BSHFA A— 13 1, die Binomials Coeffiienten in der 
(n + ı)ten Potenz.: Gilt alfo die Form des Differentials 
mir den numerifchen Eoeffirienten für irgend eine Ordnung, 
fo gile fie audy für die nächſt höhere, und daher für alle 
folgende. Sie gilt aber für die erften vier Ordnungen, 
alfo auch für die fünfte, fechste und alle folgenden. 


Leibnitz hat dieſes Geſetz für Die fucceffiven vollſtändi⸗ 
gen Differentiale von xy bemerkt, ſ. Commere, epilt 


Leibn. et Bernoullü, T. I. p. 46. 


24. Dan fee für x" das Differential Ox veränder⸗ 
Ach, foift, y= x" gefeßt, wenn A, 8, €, etc. bie 
Bedeutung in (23.) behalten, ; 
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— 25 2A5 


y = Armin 4 Ban, Pr 
oOy— Arm ööx Bam Garde 6x3 
"oyz Axamıdıx +Bx272(g0x, 03% + 6 (0?x):) 
BEN "xt Drnis.240x%. 
— Am 5x -Baniltodx. — dx) 
— Ex 36x godx, (8x?) 
+ Du, 2408x. 0x + Cams, 1200x5 
u. f. f. 


25. Die —— dieſer Differentinle find den Coeffi⸗ 
eienten der nten Potenz des Polynomium, a+ bx 
+cx+dx? + ext + etc. ähnlich, nur die nuineris 
ſchen Eoeffitienten find verfchieden, 





Man nehme aber die: Neiße, 
4. e | 
v— ba — 34 *4ete. 
und ſetze | 





="—A+ er re re — 
+ etc. 


fo ift — * S. oo) 
A = 


B= — 
— Aar04 Baum, sb 
— YAarmıd+ Bauıe, 6be 4 Car s. 6b# 
es — Aatzte+ Ban(gbd-+ 6c°) 
+ Ear73,36b’c + Dans. 24b* 
F = Yar-ıf + Bar-t(robe+20cd) 
. +Car75(60ob?d+gobe) 
- +Dart, OR ı20b°. 
etc, 


Hier iſt die Kormarion ganz ER mie der flir die — 
ſiben Differentiale — 


/ 
1 
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Da dieſe nach einem beſtimmten Geſetze gebildet wer⸗ 
den, und die Polynomial-Coefficienten ebenfalls, und da 
die Form hier bis zu dem fünften Differential einerley iſt 
mit der Form der Coefficienten des Polynomium, ſo iſt 
die Induction hinlaͤnglich, um den Satz aufzuſtellen, daß 
fie auch für höhere Differentiale und die folgenden Coef⸗ 
firienten dieſelbe Bleibe, A 

25. In den Polynomial:Coefficienten werden a, b, 
c, d, e, etc. ſo wie A, B,C,D, E, etc. jedes mir dem 
‚nachfolgenden vertaufcht,, um die Eoefficienten folgweife aus 
‚einander herzuleiten. Eben dies gefchieht fin denDifferentials 
Formeln mit x, Ox, ©:x, O’x,etc. und mit y, 0y, 0°y, 
O'y etc. Da die erſten Formeln beiderlen Art zuſammen 
ſtimmen, fo geſchieht dies auch mit allen folgenden. | 


Die bier bemerfte Derivation ift der in dem Artikel, 


combinatoriſche Analyfis (46.), angegebenen ähnlich, , 
27. Seßtman a—x; b=dx; c=d'x; d—Px; 
‚etc. und nimmt die Scale der Eoefficienten in der Reihe p, 


oz 0z oz 
' K, — , — -, — — etc. 
1 I».2 1.2.8 Ms 


ſo iſt, nach der combinatorifchen Bezeichnungsart, 
‚ORXRZZ1,2.3...mp"x(m+r) 

Eine andere Merbode, die höhern Differentiale von 
=" ;u finden, gebraucht Pfaff in der Hindenburgifchen 
Sammlung c. a. Abhandlungen, IL nr. V. Man ver: 
gleiche etwa auch noch meine Bemerfungen fiber den polgs 
nomiſchen Lehrſatz in dem erften Bande, ©. go ff. 


Dedingungsgleihung der Realität einer jeden Differen, 
tialgleichung zwiſchen zwey veränderlichen Größen. . 


28. Es ſeyn zwey veränderlihe Grsßen, x, y; und 
Oy=p9x; Op—=qgox;dg—rdx; dr—sd%x; ete. 
Eine Function der Größen x, y, p, q, r, s, etc, fen 
V, und das gegebene Differential Diefer Kunction  - 

sVY=Mox+Ndy+Pop+Qag +ROdr+50s 


. ete. 


7 
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Iſt hieraus 
Man 


| x dx! — 5 5 

wobey das Differential 9x unveränderlich genommen 
wird, fo ift Die Differentialformel V dx integrirbar, was 
auch die Relation zwiſchen x und y feyn mag. 


29. Euler trägt diefen Satz in dem Calculo vari- 
auonum, der dem dritten Theile feines Werks über die 
Integralrechnung beygefügt ift, vor, 9.92. Er hat den 
Sat aus der Lehre von den Variationen hergeleitet, und 
fagt, daß ein directer Weg ihn zu erweifen (das ift, aus 
‚unmittelbaren Gründen der Differentialrechnung), ſchwer 
zu finden feyn möchte. Lexell hat in ven Novis Comm. 
Petrop. T. XV. in der Abhandlung de eriterüis integra- 
bilitatis formularum differentialium einen verwickel⸗ 
ten Beweis vorgetragen, den er in einer folgenden Ab⸗ 
handlung T. XVI. noch abändert, weil er ihm noch nicht 
Genüge that, Der DVerfaffer ver Anzeige diefer Abhand: 
lungen in denſelben Commentarien werfichere, daß Euler 
wenigftend 16 fahre vor der Ausgabe feiner Integralrech⸗ 
nung den Satz gefunden gehabt hätte. - Er babe ihn eis 
nem Mathematiker in Sranfreich mitgetheilt, und dadurch 
habe der Marquis de Condorcet vermuthlich Kenntniß 
davon erhalten, und ſey veranlaßt worden, einen Beweis 
zu ſuchen, den er der Pariſer Akademie im J ˖ 1764 vor: 
gelegt Hat, worauf er ferner in feiner Schrift über die In⸗ 
tegralrechnung die Lehre von ven Kennzeichen der Integra⸗ 
bilität ausführlich. vorgetragen hat. Nachher haben 
Couſin und la Croix in ihren Lehrbüchern über bie 
Differential « und Integralrechnung Beweiſe des Gases 
gegeben, jener in dem erften Bande. $. 240; biefer in dem 
1. Cap. 4. 86. er s 


30, Ein leichtes Beyſpiel iſt folgendes. Es ſey 
voaa — (.. „74 Yox. 
Sal a 


y" . 


Dignität I, 
Dieſe Formel ift integrabel, da fie aus ber, JV®x — 


hergeleitet iſt. Setzt man nun 0 V = Möx+-Ndy | 
+Pop+ 020g, fo ift 


M=BR 94, np „2PR 4. 
Be + 


WIT® 757 
P=-  ZE,0o=* | 
| u SE ; 
Ä oP __-3p , axpp, axg ı 
ieraus — — — ne — 
? ex yy +7 I. 
cQ_ı_ xp | 
x "yyy’ | 
a EI 
me *53 


FL an 2%pp xgq 
Folglich x Zee xt — 7. + * — er 
welcher Werth dem von N gleich iſt. 


Dignität eine? Zahl bebeutet-ein Product von gleie 
hen Factoren, In deutfhen Schriften ift Potenz ge: 
wohnlicher. = | 

Dimenfionen, ſ. Abmeffung, 


Dimenſions eichen find Bezeichnungen ber Coefe 
fieienten in einer Reihe und den Potenzen verfelben , mel 
che E. G. Fifcher in feiner Schrift: Theorie der Dir 
menfionszeihen, Halle, 1792, gebraucht, um bey den 

Subſtitutionen dieſer Potenzen in einer andern Reihe das 

Geſetz der dadurch entſtehenden Eoefficienten in dieferfeiche 

anſchaulich zu machen, und insbefondere dadurch zu einer 

allgemeinen Auflsfung algebraifcher Gleichungen , und 
Umkehrungsmethode ber Meigen zu gelangen. 

Die Eoefficienten in einer Reihe bekommen alle daſ ⸗ 

ſelbe Symbol, aber mic Ziffern ober allgemeinen Zahljeis 


998 Dimenſionszeichen 


chen darũber, um die Stelle zu bezeichnen. Die Sym⸗ 
bole find theils die röomiſchen Zahlzeichen, theils Buchſta⸗ 
ben. Z. B. Br J 
— 1 2 3: 4 
y=Ix + IXx-4 189 + IXx“ 4 etc. 
| 2 .3 a x 
y’_ U + Ix3 + IIx* + Ux! +etc. 
| — EEE 6 7 
y> = Ilx; IIIx + IIxs + IUx® Fee 
U. ſ. f. | Ei 
Hier zeigt. Dad Symbol u ein Product von zwey einfa: 
chen Eoefficienten der erften Reihe, ILL ein Product von 
dreyen an, ur ſ. f. Daher die Benennung, Dimenſions— 


zeichen. - Die Zapl darüber, in ihre ganzen Theile aufges 
iöſet, zeigt am, aus welchen Evefficienten in der Reihe 


| s 
y ber Eoefficient zuſammengeſetzt wird, z. B. Haus dem 


6 
ıften und gten; bem afen und aten, oder III aus Denen 
in den Stellen 1, 1, 45 1, 2, 35 2, 2,2. Dazu 
müffen dann noch Die Verfegungszahlen beygefüge werden, 
Man ſieht, Daß die Dimenfionszeichen mehr in fich ent 
halten, als die Benennung anzeige: fie find Reihen-Lo 
calz und Combinations » Zeichen, bey welchen man nod 
die Werfegungszahl zu den Beftandtheilen der zufammenges 
festen Größe nicht vergeſſen muß. _ 

Offt bekommt das erfte Glied einer Reihe Fein Dimen⸗ 
fionszeichen, fondern erſt das zweyte nebft der folgenden. 
Die Reihe von dem zweyten an fey 


2 3 4 
. y=Asx” + Axmt7 4 Numero etc 
fo find die Coefficienten in y* folgende: 
a 5 6 6 28 
B; B, B, ete in y’findfie C, C, C; etc. 
| oo. 8.9 » 
in y* find fie D, D, D, ete 
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Hier find diefe Symbole ebenfalls Reihen-Local⸗ und 


Combinarions» Zeichen zugleich mit Einſchluß der Ver⸗ 


ſetzungszahl zu jedem Beſtandtheile. 

Dieſe, zwar nicht ganz neue Bejeichnungsart, oder 
eine ähnliche, iſt fehr dienlich, die Tundamental- Einriche 
£ung einer zufammengefesten Neihe deutlich und einfach _ 
darzuftellen, gleichfam das Skelett einer Reihe zu zeigen. 
Ohne die Combinationsrheorie aber möchte das Verfahren 
bey der Entwickelung noch dunkel ‘bleiben. Da Sifcher 
diefe nicht mit in feinen Vortrag gehörig aufnahm, fo find 
ihm weitläufige Hülfstafeln nöthig geworden. Übrigens 
iſt fein Werf den Liebhabern der feinern Analyfis zur bung 
in der Behandlung der Neihen und Gleichungen ſehr zu 
empfehlen. Es iff mit Fleiß, Genauigfeit und vieler 
Kenntniß ausgearbeitet, welches defto rühmlicher ift, da 
‚das Amt des Verfajjers, als Lehrers der lateinifchen Spras 
che an einer gelehrten Schule in. Berlin, ihm nur erlaubte, 

Nebenſtunden der Mathematik zu widmen. 


Diminutus numerus, eben das, was defi- 
cien⸗ numerus, ſ. oben ©, 719. 


Diophanteiſche Avalyſi⸗ ĩs, Aufgaben, ſ. unbes 
— Analytik. 


Diorismus, u oben ©. 88. 


Directrix, oder linea dirigens, iſt diejenige ge— 
rade Linie, längs welcher die Bewegung einer andern ges 
taden Sinie oder einer Ebene gefchieht, bey der Befchreiz 
bung einer ebenen Figur oder eines Körpers, So ent« 
fteht ein Parallelogramm, indem die eine Geite längs der 
andern, der dirigirenden, fich parallel bleibend fortgefcho: 
ben wird, oder ein Prisma durch die Bewegung längs der 
einen Geitenlinie.e Die Baſis der Conchoide, von wel⸗ 
eher aus die gegebene gerade Linie auf einer, um einen fer 
ften Punct fich drehenden, geraden Linie genommen wird, 
heißt auch linea directrix Conchoidie, 


/ _ . 
go Difeontinuum 


In der Lehre von. den Kegelfchnitten heißt bie gerade 
Linie durd) den Scheitelpunct des Kegels, in einer Ebene 
fenfrecht auf die Ebene des Scheitels, parallel mit dieſer 
Ebene, die Directrix plani Sectionis. (Haufenii ele- 
menta, p. 200.). Man nennt aber auch fo die Durch 
fehnirtalinie einer, der Ebene: des Schnittes parallelen, 
Ebene mit der Ebene der Grundfläche des Kegels. (Cou- 
‘fin calc. diff, et int. pag. 8.). 


Ä Unter mehrern Arten, mie die Kegelfchnitte gezeichnet 

‚werden Fönnen, find auch foldye, wobey eine gerade Linie 
oder der Schenkel eines Winfels auf einer der Lage nad 
gegebenen Linie, der’ Directrix, verfchoben wird, ©, 
Kegelfgnitte. 


Difcerptions« Probleni ,f Zerlegung ber Zahlen. 


Difcontinunm, was nicht nach dem Geſetz der 
Stetigkeit verbunden if. So unterfcheidet man die Frum: 
men Linien in curvas continuas et difcontinuas [. 
mixtas. Jene werben in allen ihren Theilen durch eine 
und diefelbe Function der Abfeiffe x beſtimmt; dieſe aber 
beftehen aus Teilen verfchiedener fterigen Eurven, fo daf, 
wenn ein Theil nach einer Function der Abſciſſe gezogen ift, 
ber folgende nach einer andern Sunction beſtimmt wird. 
Dergleihen find Dvalen, die aus Kreisbogen zu verfchiede: 
nen Halbmefjern zufanmengefegt werden. 
Was functio discontinua ift, f. Art. Function. 


| Diferetum, mas getrennt ift. I. Difcreta (die 

juncta) proportio, worin die beiden mittleren Glieder 
einander nicht gleich find, „wie in 3:5— 6:10, dagegen 
3:5==5:8% eineproportie continua ift, II. Discreta 
quantitas, eine Große, die aus abgefonderten Theilen ber 
ftehe, wie jede Zahl, eine Anzahl Kugeln u.dgl. IIL 
Discreta feries, eine Neihe, deren zunächft auf ein ans 
der folgende lieder endliche Linterfchiede haben. 


Diſtanzpunct, ſ. Perfpectiv, 


* 


Divergirend gık 


Divergivend. 1) Gerade Linien, die ſich in eie 
nem Puncte fchneiden, find nach der, diefem. Punere ene 
gegengefegten Seite hin divergirend, oder aus einander. 
fahrend. 2) Eine Reihe iſt divergirend, wenn die Sum— 
me ihrer auf einander folgenden Glieder ‚ von dem Ans 
fangsgliede an genommen, ſich immer mehr bon dem 
Werthe der Function, die fie ber Form nad) richtig dare 
ſtellt, entfernt, je mehr Glieder zufammen genommen wers . 
- ben. 3) Eine divergirende Hpperbel nennt Newton eine 
Unie der dritten Ordnung, deren Schenkel fi) die convere 
Seite zufehren, und enfgegengefegte Richtung ihres Zuges 
- haben, wie an den Eurven diefer Art mit drey Aſbinpto⸗ 
ten, vor welchen zwey einander parallel find. Enum. 
lin. tertii ordinis Fig. 66. 67. 68. 4) Eine divergi⸗ 
‚rende Parabel hat zwey Schenkel, deren Richtungen im⸗ 
mer größere Winkel mit einander machen, je weiter ſie 
ſich erſtrecken. Solche ſind die glockenfotmigen, a. a. O. 
Fig. 74. 75. 78. 79; und mit zwey fich fchneidenden 
Schenfeln, Fig. 77, und mit einer Epige, Fig. 80. 
Die Scheufel der apollonifchen Parabel nähern fich immer 
mehr der parallelen Lage. E 


Dividendus; Dividiren, f. Disifion, 


Diviſion, Tpeilung, ift ein arithmetiſches Verfah⸗ 
ren, wodurch man denjenigen Theil einer gegebenen Zahl 
A findet, welcher darin eben fo vielmahl enthalten ift, als 
bie Einheit in einer andern gegebenen Zahl B. Die zu 
theilende Zahl Ar heiße der Dividendus, die Zahl B 
der Diviſor, der gefuchte Theil der Quotient, | | 

. Der Dividendus enthält alfo den Duorienten fo viel⸗ 
mahl als der Divifor die Einheit, Der Quotient giebf 
bie Größe des Theils an, der Divifor die Anzahl der 
Theile. Iſt der Diviſor eine ganze Zahl, fo wird der Dir 

bidendus in lauter gleiche Theile getheilt, und der Quos 
tient iſt einer der gleichen Theile. Iſt ber Divifor eine 
ganze Zahl mie einen anhängenden Bruche, * B.123, 
ſo mug man fi den Dividendus gleichfalls in 12 gleich 


große Theile, nebſt einem Theile, ‚der $ eines diefer Theile 
iſt, eingetheilt vorftellen, und der Quotient ift eingr der 12 
gleichen Theile. Iſt der Divifor ein eigentlicher Bruch, 
J. B. %; fo enthalt der Divivendus in diefem Falle von 
5 Theilen des Quotienten nur 3, und auf ähnliche Art ih 
- ähnlichen Fällen, Ä DR . | 
- Das Product aus dem -Duotienten (der Größe des 
Theils) in den Divifor. (die Menge der Theile) giebt den 
Dividendus. Daher kann man die Beziehungen verwech⸗ 
feln, und den Diyifor auch als die Größe. des Theils, und 
den QDuotienten als die Anzahl der Theile, in dem Divis 
dendus betrachten. Diefe zweyfache Beziehung ift wich. 
tig. bey, der Divifion einer benannten Zahl. Wenn 36 
Thlr. ing gleiche Theile zu heilen ſind, fo ift der Divis 
. for die Anzahl der Theile, und der Quotient 4 Thlr. Die 
Größe des Theils, von einerley Are mit dem Dividendus. 
Fragt man aber, wie oft 9 Thlr. in 36. Thlrn. enthalten 
find, fo zeigt der Divifor die Größe des Teils an, und 
der Quofient 4 die Anzahl der gleichen Theile. Der Quo» 
tient bekommt bey der. Antwort oder in dem Facit den Zus 
ſatz, mh, ne De EEE 
Bey der Erfindung des Quotienten ſieht man den Dir 
vifor als die Größe des Theils an, und den Quotienten als 
die. Anzahl der gleichen Theile, : Denn man zieht den Die 
pifor von dem Dividendus fo oft ab, bis diefer erfchöpft 
iſt, und, wenn diefes nicht der Fall ift, verwandelt man 
den. nicht mehr theildaren Reſt in eine Anzahl‘ Eleinerer 
Theile, und nimmt von dem Divifor Aare rc 
eberifall einen gemwiffen Theil. Sn ann 
dem beygefligten Schema it ABCD B**++*®D 
der Dividendus, AB ber Divifor. * 
Setzt man diefen fo oft hin, bis die Menge der Einer in 
ABCD erfchöpft ift, fo ift AC der Quotient, fo groß 
als die Anzahl der gleichen in ABCD enthaltenen AB. 
Aber. AC ift num auch die Größe des Theils, der in 
ABCD fo vielmapl enthalten ift, als die Einheit in dem 
Divifor AB, | | | 
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Da es faft immer fehr beſchwerlich ſeyn wurde, den 
Duotienfen durch wiederholtes Abziehen. des Divifors zu 
finden, fo muß die Arichmerif zeigen, wiediefes bequeiner 
‚und möglichft leicht gefchehen Fonne. — 

Man theile alfo den Dividendüs in mehrere Partialdi⸗ 
videnden, deren jeder ein Vielfaches des Diviſors ſey, doch 
nicht über das Neunfache, fo fern fie als Einer ohne Rück: 
ſicht auf ihren dekadiſchen Werth berrachtee werden, 
Die Einheiten diefer Partialdividenden nehmen dekadiſch 
ab, Wenn der legte, der die Einer enthäle, Fein Viele 
faches des-Divifors ift, fo wird der Überſchuß in Eleinere 
Theile aufgelsſet. Die Partialquorienren ſind jeder gleiche - 
namig mit dem Dividendus, woraus fie entſtehen, fo daß 
in diefer Nürfficht der Quotient die Größe des Theils ans 
giebt. Den erften finder man, wenn man in dem Divis 
dendus von der linfen Hand an fo viele Ziffern nimmer, 
daß diefe als eine Anzahl von Einern betrachtet, größer 
als der Divifor, aber Fleiner als fein Zehnfaches find, 
Man fucht nun die großre Zahl des Vielfachen vom Di: 
vifor, welches hierin als in einer Anzahl von Einern ſteckt, 
zieht diefes Vielfache ab, und füge zu dem Reſte, alg 
‚Zehner betrachtet, die nädıftfolgende Ziffer des Quorien: 
ten als Einer. Mit diefem zweyten Partialdividendus 
verfährt man wie mit dem erfien, u.f. f. bis man zum 
legten Dividendus bloße Einer erhält. - | 

Erempel. Die Zahl 3296517583 zu dividiren 
durch 4358. 

Divifor 
4358 756429, Quotient 


3296517582, Dividende, 
30506 . 24591 





21790 28017 
26148 18695 
‚17432 12638 . 
8716 39222 
39222 | 6 Reſt. 


— Man 
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Dir erite Partialdividendus iſt 32065 hunderttauſend, 
weil 3296 Millionen keine Millionen zum Quotienten ge— 
ben, Da der dekadiſche Werth des erſten Partialquotien— 
ten, hunderttauſend, beſtimmt iſt, fo hat man num noch 
nur den Zahlwerth deffelben zu füuchen, wozu man dıe 
32965 als bloße Einer anzufehen bat. Das Produer aus 
dieſem Zahliverthe 7 in den Divifor, nämlich go506, ift 
zur Seite gefest, und von 329465 abgezogen. So auch 
bie übrigen Partialproducte. Diefes Verfahren erfpart 
Raum. Den Quotienten feßt man am bequemften und 
deutlichſten über den Dividendus, fo daß die Ziffern von 
gleichem dekadiſchen Werthe über einander zu ſtehen 
kommen. | 


- Ein geübter Rechner Eann fich die Hinfegung der Pros 
duete erſparen, und jedes. Partialproduct dieſer Producte 
ſogleich von dem Dividendus abziehen, Das obige Exem⸗ 
pel bekommt ſonuach dieſe Geſtalt: 





Diviſor 756429 Quotient 
4358 | 3296517582 Dividendus 
i | 245919320 
— 2806620 
er 18290 
130 
© 


Die Partialdividenden laufen mit einem Theile fehräg 
binauf: der lejte ganz und gar, ie erfte Arc erfordert 
weniger Anftrengung, und gewaͤhrk eine leichte Nevifion, 
erlaubt auch das Ausflreichen eines zu groß oder Flein ges 
nommenen Products. 


Man bat noch eine Art, wo die Reſte jedes Partial⸗ 
dividendus überhalb des ganzen Dividendus gefegt werden, 
sie in folgendem Benfpiele, wo 582758 durch 463 getheilt 
fi a, und 304 zum Reſte bleiben, 


Diviſion or⸗ 


43 
Ango 
xx8x984 | Duotient - 
g8A2g8 | 1258 
463654 | 
9210 
237 j 
3 | ' 


Divifor 
463 








Allein diefe Art zu dividiren Fatın leicht einen Irrthum vers 


anlaffen, und geſtattet keine Reviſion. Man nennt ſie 
das Über fih Dipidiren, wie die zuerſt gewieſene 
das unter ſich Dividiren. Die alten Rechenmei— 
ſter pflegten bey dem Dividiren über fich allerhand Fünit: 
liche Figuren, durch dazu ausgefonnene Exempel, hervor 
zu bringen, 


Die Rechnung wird. bey einem öftrer vorfommenden 
Diviſor fehr erleichtert durch eine Zafel der Vielfachen des 
Divifors bis zum Neunfachen, vergleichen man durch 
Hülfe der Neperiſchen Stäbe leicht erhält. 


Wo ein Heft bleibt, nachdem das Product aus den ir 
nern des Quorienfen in den Divifor abgezogen ift, wird 
diefer Reſt, durch den Divifor dividirt, in Form eines 


Bruchs dem Duotienten bengefügt, als in dem zweyten 


Denipiele der Bruch 3353; oder man fezt die Divifion für 
die Zehntheile und folgende Decimaltheile for. ©. Des 
cimalbruch. 


In der dodekadiſchen Arithmetik verfahre man nach 
Art des erſten Exempels. 


916 Divifio rationis 
Divifor 1 .93°.03,8.119 Quot. 
2.6. 3. 217.7. 11. 11. 11. 6. 11. 2. 6 Divbid. 

71.6 9. 6 I. 2% 5.11.6 

















1.0.7. 3.10 1.10, 7 8.Ir 
1.8.2. 1.4 2:5,9.,7.3 
2. 3,8.10,10 1410.8. 4.6 
1. 10.8. 4.6 1.10. 8.4.6 


o Ref. 


Wenn man fich bey diefer Korm der Zahlen die Vielfachen 
des Divifors bis zum Eilffachen, und zur Probe bis zum 
Zwölffachen verferfigt, fo bat. die. Divifion nad} diefer 
Form Eeine Schwierigkeit. Der Quotient ift etwas 
kürzer. 


Divifion mit Brüchen, ſ. Bruchrehnung und Der 
cimalrechnung. 


Diviſion mit allgemeinen Groͤßen oder algebrai⸗ 
ſche, ſ. Buchſtabenrechnung. | 


Divifis rationis, Zheilung (Trennung) eines 
Verhältniſſes, A:B, iſt die Vergleichung des Überfchuf: 
fesvon AüberBmitB, Wenn A:B=C:Dif, fo 
ift geheilt, A— B:B=C—D;D. Aus der}ro 
portion 12:5 —=60:25 folge 7:5 — 35: 25. Der 
Kunſtausdruck kommt aus der Geometrie der Griechen, 
Euflides nennt diefe Umwandlung Arasoscıs Aoyov, Man 
muß fie nicht miteiner andern Theilung, oder bejjer Zerle- 
gung eines Verhältniſſes verwechfeln, die darin befteht, 
daß man zwifchen zwey Größen eine oder. mehrere fletige 
Proportionale einfchiebt, | | 


Dodecaedron Fe Körper ‚ reguläre. . 
Dodecagonum, ſ. Vieleck, reguläre, 
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Dodefadif, dodekadiſches Zahlenſyſtem, dodekadi⸗ 
ſche Form der Zahlen, iſt die Vertheilung der Zahlen in 
Claſſen von zwölffach ſteigenden Einheiten, deren jede. 
Claſſe zwölf enthält, fo daß zwölf Einheiten einer Claſſe 
eine Einheit der nahitihehern Claſſe ausmachen. Es fehlt den 
Sprachen aber an Benennungen zu dem Gebrauche dieſes 
Zahlenſyſtems, das ſonſt dem dekadiſchen vorzuziehen ſeyn 

möchte, daher man es für Maaßſtäbe haͤufig gebraucht, 
ſ. Duodecimal-Maaß. Wir müßten in jeder Claſſe 
zwey neue Wörter haben. Auch find zwey neue Zeichen 
nörhig, um die Zehn und Eilf in jeder Elajfe zu bezeich- 
nen. Inzwiſchen Fann man diefe Durch unfere Zahlzeichen 
erfeßen, wenn man die Cinheiten jeder Claſſe durch 
Puncte von einander abfondert, z. B. 


8.4.11.5.10,7 


find 7 Einer; so Zwölfer; 5 Zmwölfer von Zwölfern, 
oder fünf ı2*, eilf 12°; vier xa*; acht 125, da die Ein: 
heiten jeder Elajje Porenzen von ı2 find, wie in dem der 
Fadifchen Syſtem von ro. 


Man Fann eine dodekadiſche Zahl leicht in die deka— 
difche überfegen, wenn man eine Tafel der Bielfachen der 
Potenzen von 12 bis zum Zmwölffachen zur. Hand har. 
Eine folche Tafel für die vier erften Porenzen folgt Hier, 


s Driodekadik 
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41472| 3456| 288) 24] 2 
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So ift die dodekadiſche Zahl 
4.11.5.10.7 
gleich der defadifchen 102799 


Hat man Feine hinlanglich große Tafel der Vielfachen 
von den Porenzen der 12 zur Hand, fo multiplieire man 
die höchfte Ziffer mit ı2, addire Dazu Die folgende (round 
‚21 als eine einzelne Ziffer betrachtet); die Summe multi: 
plicire man ebenfalls mit 12 und addire die drirte Zifkr; 
u. ſ. f. bis zu Ende. In dem Erempel find die Producte 
nad) der Reihe; 48, 708; 8556; 102792; und die 
legte Summe 102799, die gefuchte defadifche Zuhl. 


Eine defadifche Zahl wird in eine dodekadiſche verwan⸗ 
delt, wenn man ſie durch 12 fortgeſetzt dividirt, und die 
Reſte nach der Reihe von der rechten nach der linken Hand 
hin ſtellt. | | 
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5. Disifor -| Disidenden- |. Nefle‘ > . 





12 102799 7: 
"8566| ı0- = 
713 hu. „2 
s9| a | 
er | 4 
| 4 


Der erfte, Quotient giebt die Zwölfer, der zweyte bie 
12.1725 der drifte Die 32 . 292 .. 12, uf. fe Die Reſte 
find den Dividenden gleichnamig. | d 

Auf dieſelbe Art kann man auch eine dodekadiſche Zahl 
in eine dekadiſche verwandeln. Die dodekadiſche ſey 
MIISAIO. T. Dieſe iſt fucceffiv durch. zo zu divie 
viren, woben die Reſte den dekadiſchen Werth von den Eis 
nern an binaufwärts geben. © 1. 


Divifor Dividenden | Nefle 
za 1:31. 3, 0 ER 
— — u — 
5 C11 4 + 7 9 
71. 7 7 
————— 
8. 6. we 
10 o 
‚8: L 


Der dekadiſche Werth der gegebenen dodekadiſchen Zahl 
iſt 102799- 3: 


Die Dodekadik hat darin einen Vorzug vor der Der 
kadik, daß die Duodecimalbrüche (ſolche, deren Nenner 
bloß Potenzen von 12 ſind) öfterer vollſtaͤndig geliefert 
werden, als Decimalbrüche. Dieſe letztern brechen nur 
alsdann ab, oder laſſen ſich vollſtändig darſtellen, wenn 
der Nenner des Bruchs, der in Decimaltheilen ausgedruckt 
wird, bles 2 und 5 als Factoren enchält, vorausge⸗ 


20 Doppelpunet 


ſetzt, daß der Bruch auf die kleinſte Benennung gebracht 
ſey. Duodecimalbrliche brechen ab, wenn der Nenner 
bloß 2 und 3 zu Factoren hat, Es giebt von ı big ju 
irgend einer Zahl N:mehr Zahlen, ‘die 3, als ſolche, die 
5 zum Factor haben. - 

- Darum Fann_ mar aber nicht das defabifche Syſtem ab. 
ſchaffen, und das dovefadifche einführen, wie es Wer» 
neburg in feiner Begeifterung will, der es jedem redli— 
hen Manne, felbft jeder gebilveren vernünftigen Megies 
rung zür Pflichr macht, das dodekadiſche Syſtei zu ver: 
breiten und geſetzlich zu machen. Er hat dazu eigene neue 
Worter und Ziffern angegeben, und ein ſtarkes Mechen: 
buch, nach der von ihm ungrammatiſch fogenannten Telio— 
fadif (dem allein vollfommenen unter allen Zahlen: Sy: 
ftemen) ausgearbeitet, wovonꝰder erfte Theil im J. 1060 
- (dodefadifeh) erſchienen iſt. © — 

Dodekagonalzahl, ſ. Polygonalzahl. 
Doppelbruch, ſ. Bruch. S. 362 / 


* Dopbelpunct ift ein Punct einer Eutve, "worin 
fi) zwey Zweige derſelben ſchneiden, oder auch eine Spitze 
bilden. In jenem Falle hat die Subtangente, daher auch 


a zwey Werthe, fo daßfür diefen Quotienten eine. qua: 


dratiſche Gleichung gefunden wird, In dem andern Falle 
wird 2 auch durch eine quadratifche Gleichung, aber 


mit zwey gleichen Wurzeln gefunden, S. berührende fir 
nie, und krumme Linie. nn 


Doppeltgerade aanze Zahl iſt, die ſich zweymahl 
durch 2 theilen läßt, oder ein Vielfaches von 4. _ 
Doppelverhältniß , ſ. duplicirtes Verhaͤltniß. 


Dragma iſt in der alten Algebra die gegebene Grö⸗ 
pe in einer Öleihung, (Käftners, Geſchichte ver Mathem. 
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I. ©. 70.). Chriſtoff Rudolff benennt in feiner Coß bie 
‚ Einheit in einer geomerrifchen Progreffion durch Dragme; _ 
Das nächte Glied nach derfelben nennt er Radix, die 
un Zenſus, Eubus, Zenfoezens, ff. 

Dreyeck iſt eine von drey Linien eingefehfoffene Fi⸗ 
gur. Dieſe Umfangslinien heißen die Seiten des Drey— 
ecks. Sie bilden an ihren Durchſchnittspuncten drey 
Winkel, daher die lateiniſche Benennung, triangulum, 
und die griechiſche, trigonum (reıyovov), Der Urhe⸗ 
ber des deutſchen Ausdrucks hat die zuſammenſtoßenden 
Seiten von außen her angeſehen. Die Fläche eines 
Drzyecks iſt entweder eben oder gekruͤmmt. Die 
ebenen Dreyecke find geradlinicht, Frummlinidt, 
gemifchtliniht, nah’ Beſchaffenheit der Seiten. 
- Dreyerfe, deren Fläche gekrümmt iſt, werden nur auf. 
der Kugel, und etwa noch auf einem Sphäroid betrachtet. 
Auf der Kugel find die Seiten Bogen größter Kreife. Es 
müßte ausdrücklich erinnert werden, wenn ein Bogen ei⸗ 
nes kleinern Kreiſes eine Seite abgeben ſollte. 


In dieſem Artikel iſt nur von geradlinichten Draye 
ecken die Rde. Bon den Kugeldreyecken handelt der Ar⸗ 
tikel, Kugeldreyeck. Die Berechnung beider Gattungen 
lehrt der Artikel, Trigonometrie. 


1. Ein Dreyeck, deſſen Seiten alle gleich groß ſind, 
heißt ein gleichfeitiges (triangulum aequilaterum, 
‘ ifopleuron), 

Sind zwey Seifen einander gleich, (EO heißt es en 
gleihfchenflichtes (aequicrurum, ifofceles), Die 
dritte Seite heißt die Grundlinie (bafıs). 

Ein ungleichfeitiges Dreyecf (fcalenum , grie⸗ 
* hat drey unter ſich ungleiche Seiten. 


2. Ein Dreyeck, worin ein Winkel ein Rechter iſt, 
heiße ein rechtwinklichtes (tr. rectangulum, or- 
‚thogonium), jedes andere ein ſchiefwinklichtes 
(obliquangulum), Sind alle drey Winkel ſpitz, foift 
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das Dreyeck f pitzwinklicht (acutangulum, oxygo⸗ 


niumy); iſt ein Winkel ſtumpf, ſo iſt es ein ſtumpfwink—⸗ 


lichtes (obtuſangulum, amblygonium). 

Die beiden Seiten eines rechtwinklichten Dreyecks, 
welche den rechten Winkel einſchließen, heißen Kathe— 
ee die gegenüber ſtehende — beißt die vs 
nuie. 


3. Ein geradlinichtes Deeheck ſtellt zugleich ein Gy« 
| ftem von drey fich gegenfeitig fehneidenden geraden Linien 
dar, wenn die Geiten deſſelben unbeftimme verlängert 
werden. Der aufere Winfel, welchen eine verlängerte 
Seite mit der-anliegenden Seite des Dreyecks macht, ift 
gleich der Summe der beiden inmern enfgegengefesten 
Winkel. Daher ift die Summe der drey innern Minfel 
zwey Rechten gleich. — In dem gleichfeitigen Dreyeck find 
‚alle drey Winfel gleich groß; in dem gleichfchenflichten 
find. die Winfel an der Grundlinie fich gleich; in den uns 
gleichfeifigen find alle Winkel ungleich. — Der größern 
Geite fieht der großere Winfel gegen über, der Eleinern 
Seite der Eleinere Winfel, und umgekehrt. 


4. Ein Dreyeck wird vollfommen beftimmt, 1) durd 
zwey Seiten mit dem eingefchloffenen Winfel; 2) dur 
zwey Winfel und eine Geite; 3) durch alle drey Sei: 
ten. — Rechtwinklichte Dreyerfe find ganz beſtimmt 
durch zwey Geiten; fchiefwinflichte können mit zwey Gei« 
ten und einem von ihnen nicht eingefchloffenen Winfel auf 
zweyerley Art verzeichnet werden, Das eine ift fpigwinf: 
licht, das andere ſtumpfwinklicht. 


Ä 5. Dreyecke, welche die genannten, Beſtimmungen ge⸗ 

mein haben, find congruent, oder decken ſich. Die 
Winkel, ‚welche in ihnen denfelben Seiten gegen über lies 
gen, find ſich gleich; fo auch die Geiten, ver denfelben 
Winfeln gegen über ſtehen. 


6 Dreyecke, wie ABC, abe (Fig. 116, Tab, VIII.) 
find ai erſtlich, wenn Die Asınkel des zinen den 
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Winkeln des andern gleich find, A=a; B=b; C=c., 
Swentens, wenn Aa, und AB: AC=ab: ac iſt. 
Drittens, wenn die Geiten einerley Verhältniſſe haben, 
namlib, wenn AB:AC=ab:ac, und AB:BC 
=—ab:bc, werAC:BC=ac:be ift. In allen 
drey Fallen Tiegen die Übereinftimmenden Winfel denjenis 
gen Seifen gegenüber, welche gleichnamige Glieder Det 
Proportionen find, und umgefehrt find diejenigen Seiten’ 
gleichnamige Glieder der Proportionen, welche den über 
einftimmendenWinfeln gegen über flehen. 

In dem erften Salle it AB: AC=ab:ac und 
AB:BC =ab:be; auch AC:BC=ac:bec, 
In dem jwenten it B=b; C=c, moraus dann bie 
beiden übrigen Proportionen — In dem dritten 
Falle iſ A=a; B=b; C= 


7. Rechtwinklichte Dreyecke find ähnlich, menn zwey 
Seiten in dem einen ſich verhalten wie zwey Seiten in 
dem andern, es ſey, daß beide den rechten Winkel ein⸗ 
ſchließen, oder daß beide einen der ſpitzen enthalten. 


8. In dem Dreyeck ABC (Fig. 117.) fy DE 
parallel mie-BC, ſo iſt AB:AC=AD:AE, und. 
AD:BD=AE:EC. Auch AB:BC=AD:DE; 
und AC:BC=AE:DE. Die Droyafe ABC, ADE 


ſind ſich aͤhnlich. 


9. In dem Dreyeck ABC (Fig. 118.) fen der Win⸗ 
kel BAC durch die Linie AD halbirt, welche BC in D 
fchneidet, it AB:AC=BD:CD. Denn man 
ziehe DE parallel. mie AC, ſo iſt der W;EDA=DAC 
—DAE, alo DE=AE. Wegen der ähnlichen Drey: 
efe ABC, BDE it AB:AC=BE:ED= 
BE:AE=BD:DC, aus (8.). 


10, Die Seite AB des Dreyecks ABC (Fig. 119.) 
werde nach AL Hin verlängert, und der aͤußere Winfel 
CAE werde durch die Linie AD halbirt, welche die vers 
längerte BC in Dſchneidet; sit AB;HAC—= BD: CH. 


% 


2. Demed, 


. Denn. man ziehe DE parallel. mit AC, fo ilt 
S,CAD—ADE, al au) W.EAD—ADE, 
anddahr AE= DE Kerner TAB:AC—=BE:ED 
.—-BE:AE=BD:CD. — 


11. In dem ben A rechtwinklichten Dreyeck BAC 
ig. 120.) fen AD ſenkrecht auf BC gezogen; es iſt 


BD -AB=AB:BC € 
BD: AD=AD:DC 
BC:AC =AC:DEC, 


12. In dem Diened ABC (Fig. 121.) ſey AD fo 
gezogen, daß ber W. DAC=B if. Dadurch find die 
Dreyecke ABC, DAC ähnlidy, und es it BC: AC= 
AC:CD. Mit AC ziehe man eine Parallele EF, wels 
heADinE, AR in F fchneide, fo ift das Dreyeck AEF 
ähnlich dem ABD, und 8 iſt AB:AD—=AE:AF. 


Die dinien BD, EF find antiparaflele, Be 


13. In dem Dreyeck ABC (Fig, 122.) find die Seiten in 
D, E, F halbire, und durch dieſe Mitten fenfrechte ges 
zogen; dieſe fehneiden ſich alle drey in demfelben Punete O. 


Denn man ziehe durch den Punct O, in welchem ſich 
zwey Perpendikel, DO, EO, ſchneiden, die Linien 
AO,BO, C0O,fit AO=BO, un BO=O(, 
aus (5.), alo AO—=OC. Man ziehe. OF, fo find 
die Drenefe AFO, CFO re gleich, alfo O F fenf: 
recht auf AC; daher geht das in F errichtete Perpendifel 
durch den Durchſchnittspunct der beiden übrigen Perpendi⸗ 
fularen. | ”” 


Der Punet-O iſt der Mittelpunet eines um das Dreys 
ec befchriebenen Kreifes. 


14. In dem Dreyeck ABC (Fig. 123.) find-aus den 
Winkelpuncten die fenfrechten AP, BQ, CR auf die ger 
genüber ftehenden Geiten gezogen; dieſe ſchneiden fich in 
einem einzigen Puncte O. | 
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Die beiden ſenkrechten BQ, CR ſchneiden ſich in O ; 
durch A und O ziehe man an BC die finie AP. Wegen 
der rechten MinfelBQC, BRC liegen die Puncte Q, R 
indem Halbkveife über dem Durchmeffer BC; und auch 
in dem Kreife, der über AO als Dürchmeffer be: 
fehrieben iſt. In dem eritern ift ver W.BCR=—B QR, 
weil fie auf demfelben Dogen BR ftehen; in dem andern 
Kreife it Br W.bBOR—=BAO; alfo iſt W. kCR 
— RAoO. DBaBAO-+-AOR=R, ſo iſt auch bo R 
4 > — R, alfo it OPC ein Rechter. 


15. — dem Dreyeck ABC (Fig. 124.) werden die 
Winkel durch die Mien AO, BO, CO halbirt. Dieſe 
ſchneiden ſi h in demſelben Puncte — 


Denn man ziehe durch den. Durchſchnitt zweyher, 
BO,CO, die ſenkrechten OP, OQ, OR, fo find dieſe 
fenfrechten fih gleich. Daher if AAOQ=AOR, 
folglich ver W. OAQ—=OAR. 


Der Punet O ift der Mittelpunct des in das Drop 
eingefchriebenen Kreifes, | 


16. In dem Dreyeck ABC (Fig. 125.) werden die 
Eeiten durch Die aus den Winfelpuncten gezogenen Linien. 


AP,BQ,CR, halbirt; diefe ſchneiden ſich in demſelben 
Puncte O. | 


Denn man ziehe durch einen der alien Puncre 
Ö die. parallele QN mit ver CR, bis an AB, fo it 
AN:RN=AQN:RC, (8), ao AN—RN, und 
daher BN: BR=3:2, Solglih ift auch BQ :BO 
=3:2. Man ziehe QR, fo ift dieſe, wegen der glei⸗ 
chen Verhältniffe AQ: AC und AR: AB, ver BC pa: 
ralle. Alſo it BO:OQ=CO:OR und BQ:BO 
—ZCR:CO. . Die halbirenden ‚Linien fchneiden fich alfo 
fo, daß der Abſtand des Durchſchnitts auf jeder von dem 
Winfelpuncte zwey Drittheile der ganzen Linie beträgt. Da 
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nun BQ von A O-fo geſchnitten wird, fo muß AO verlän⸗ 
gert die Geite BC halbiren. | | 

Der Punct O ijt der Schmwerpunct des Dreyecks. 

17. Über die Sage diefer vier merfwirdigen Punete in 
einem Dreyeck hat Euler eine algebraifche Lnterfuchung 
angeſtellt. Solutio facilis problematum quorundam 
geometricorum, Novi Comm. Petrop, T.XI a. a, 
1763. Er erweiſet, daß der Mittelpunct des umgefchries 
benen Kreifes, der Durchſchnitt der Perpendikel von den 
Winfelpunsten auf die Seiten, und der Schwerpunet alles 
mahl in gerader Linie liegen, und zwar fo, daß der let: 
tere immer jwifchen jenen beiden liegt, von dem zweyten 
zweymahl fo weit entfernt als von dem exjten. 

18. In einem rechtwinflichten Dreyeck ift das Qua⸗ 
drat von der Hypotenuſe fo groß als die Summe der Qua⸗ 
drate von den Katheten. Hievon in dem Artikel, pytha⸗ 
goriſcher Lehrſatz. 

19. In dem ſpitzwinklichten Dreyeck ABC (Fig. 126.) 
fey CD ſenkrecht auf AB; sit J 

BC? + 2ABx AD=AB + Ace. 

Denn e3 ift AB? =-AD? + zADxBD-+ BD, 
und A® + AC’—- 2AD’+:ADXx BD, BD’ 
+CD’— BG +2ABxAD. ° 


| 20, Sin dem bey A flumpfwinflichfen Dreyeck ABC 
(Fig. 127-) ift CD auf die verlängerte BA ſenkrecht ges 
zogen; es iſt BC=AB’,+ AC’+2ABXAD. 
Denn BD? = AB’ + 2ABXx<AD + AD? 
alfo BC* = AB’ -- BXAD + AD’ + CD’ 
—AB +AC+2ABXAD. 


a1. In beiden Fallen it BC? - AT =BD:-AD, 
Wäre in dem fpigmwinflichten Dreyeck BC Fleiner ald AC, 
fo it AO — BC’ =AD' — BD“, 


32. Dadurch ift (BC + AC) (BC— AC) 
—(BD-+AD)(BD- AD), oder in dem ſpitzwinklich⸗ 
ten Dreyeck, AB:BOC+AC=ZBC-AC:BD-AD; 


Dreyeck | 927 | 
und in’ dem ſtumpfwinklichten, AB: BC +. ac 
=BC'-AC:BD-+AD. | 
Die Verwandlung des Unterſchiedes zweyer Quadrate 
in ein Rechteck mag hier aus arithmetiſchen Gründen 


Buchſtabenrechn. 18.) angenommen werden. Man kann 
es aber leicht nach Euklideiſcher Art erweiſen. 


223. Die Seite AB, auf welche, oder auf deren Ver⸗ 
langerung das Perpendifel von C gelaffen ift, werde in 
Ehalbirt; eit2AB:BCHAC=BC-—AC:DE. 

Denn in dem fpiswinflichten Dreyeck (Fig. 126.) iſt 
BD—AD=AE+DE-AD=2DE, ſo daß 
dieſe Proportion die in (22.) gefundene: ift. ri dens 
ftumpfwinflichten (Fig. 127.) it BDHAD=AE 
+EDrAD=2 E D, alfo-ift die zweyte Proportion 
ebenfalls die Hier aufgeftellce. 

Diefe Proportion wird in den Elementen angewanbr, 
aus den Geiten eines Dreyecks die MWinfel zu finden. 
Der Alnterfchied zwiſchen AB und DE iſt — und 
— — AD= = 1:co[A. 


24. In eben diefen Dreyecken ziehe man von C nady 
ber Mitte E von AB bie linie CE; es iſt AC:’+BC: 
—2AE:+2EC“. 

Denn das fpiswinflichte (Fig. 126.) zerfallt in das 
ſpitzwinklichte ACE, und das ſtumpfwinklichte BCE, 
In jenem ift AC'+2AE x DE=AE +CE‘, 
(19.), in biefem if BO = BE’ 4, CE’ + aBE 
><DE (20.). “Beide Gleichungen zuſammengenommen, 
— die aufgeftellte. 

Das ſtumpfwinklichte Dreyeck ABC (Fig. 127.) zer⸗ 
fällt in zwey ſtumpfwinklichte ACE, BCE, für deren 
eriteres aberder Satz in (19), nämlich A C:’+ 2A Ex<DE 
—=AE?’+EC:? gilt, weilder von AE, CE u 
fene Winkel E fpis ift, ' 


25. In dem Dreyef ABC (ig. J 28,) fen der Winkel 


— 


A durch die Linie AD halbirt; es iſtt ABx AC—AD: 


+DBEXxD£. 
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Man fäalle von C die ſenkrechte CE auf AD, wenn 
nämlich der an der Geite des fpigen Winfels ADC lie 
"gende Winfel des Dreyecks durch C bezeichnet wird. Man 
nehme EF=ED, undzieheC F,foitW. AFC=ADB, 
"und AACF ähnlid dem AABD; alfo iſt 
.BD:AD=FC:AF=-DC;ÄF, 
unn AB:AD=AC:AF. 


Ferner ift aus (20.), AC: — AF: + FC 
+2AFXFE=DC +AF(AF+FD)—DC: 
+AFXAD, . ee 

Aus der erften der angezeigten Proportionen, oder aus 
BD:DC—=AD:AF wid erhalten BDX<DC:DC: 
—=AD’:AFX<AD; hieraus BDX<DC+HAD?!:DC 
-AFXAD=ADSTAFXAD=AD:AB 
das it BD) DC +HAD’:AC’=ZAD;AF. Die 
zweyte Proporfion, oder di, AB:AC— AD:AF, 
giebt ABx<AC:AC'=AD:AF. 
Folglich iſt ABX<AC-Z-AD’LBDXDC. 


26. In dem Dreyef ABC (Fig. 129.) fen AD fenf: 
recht auf BC, und. AE. millführlich gezogen. Aus 
(22) | 
LBC:AC+FAB=AC—AB:CD—BD; 
ILBE:AE+AB=AE—AB:ED— BD; 
IH. EC:ACHAE=AC—AE:CD+ED. 


Wenn BD größer ald CD oder als ED iſt, fo werden 
die Unterſchiede enfgegengefegt genommen. Das vierte 
Glied diefer Proportionen bezeichne man in J. duch a; in 
II. durch b; in III. durch c, fo ift 


a—b-EC; c—azBE; c—b=BC. 


| Behandele man diefe Proportionen arithmetiſch, 
ſo iſt | | | 
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AC:-AB® AE?-AB: 





I. — — — EC 
BC, BE ’ 
r AC’-AE*® 2 AC®-AB __ 
ee Per 
AC-AE® AE'-AB® 


und daraus | | | 
BE(AC— ABy— BC(AE— AB — 
BC(AC —AE) — EC(AC— AB)— 
:BE(AC? — AR?) — EC(AE?— AB 


27. In dem gleichfchenkfichten Dreyeck ABC (Fig. 
130.) fen willführlih AE bis an die Örundlinie BC ge: 
zogen; sit AB—=AE? --CEX BE, 

Denn man ziehe die fenfrechte AD, fo iſt AE—AD* 
+ DE?, und AD® + BD? — AB®, daraus AE® 
+ BD? DE’=AB*, ober AE®+ (BD-+ DE) 
(BD—DE)= AB*, welches die Ausſage des Satzes 

enthält, | = 


Inhalt der Dreyecke. 


28. Dreyecke, die über derſelben Grundlinie gleiche 
Höhe haben, find gleich groß — Bey einerley Höhe 
verhalten fie fich wie die Srundfinien, bey einerley Grund: 
linie wie die Hohen. — Das Verhältniß ungleicher 
Dreyecke wird zufammengefegt aus den Verhäftniffen der 
Grundlinien und der Höhen, Dieſes Verhälmiß arirhs 
metiſch auszudrucken, werden Grunblinien und Höhen 
durch eine yoillführliche Tinearifche Einheit ausgedruckt, 
und fo ift das Verhältniß der Dreyecke gleich dem Vers 
häleniffe der Producte aus den Grumdlinien in die Höhen. 
3. D. die Grundlinien feyn 12 und 20; die Höhen 9 und, 


7, jo verhalten fich die Dreyecke wie 108: 140. 


Ynn 
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29. Verhalten fich die Grundfinien umgekehrt wie bie 


Höhen, fo find die Dreyecke aleich groß, z. B. wenn die 
Grundlinien 22 und 20, die Höhen 15 und g find, 


30, Dreyecke, welche in einem ihrer Winfel überein: 
fommen, und in. welchen die Seiten an diefem Winfel 
wiederkehrend proportional find, find gleich groß. 

Es fenn (Fig. 131.) in den Dreyelfen BAC, DAE 
die Winfel ben A gleich groß, fo daß, wenn AB, AE in 
eine gerade Linie fallen; auch AC, AD eine gerade aus— 
machen, und es ſey dabey AC:AD—AE:AB. : Man 
ziehe BD. fo ift ABAC:ABAD=AC:AD; um 
-ADAE:ABAD—AE:AB; daher ift ABAC:ABAD 
—ADAE:ABAD. Da das zweyte Glied der. Verhalt: 
niſſe daſſelbe iſt, fo iſt ABAC—=ADAE, 


31. Ähnliche Dreyecke verhalten ſich wie die Quadrate 
der gleichnamigen Seiten. Verhalten ſich dieſe z. B. 
wie.122:3:4, etc. fo verhalten ſich die Flächenräume 
der Dreyecke wıe 15,429: 16: etc | 


32. Ein Dreyeck ift die Haͤlfte eines Parallelogramms, 
das diefelbe Grundlinie und Hohe wie jenes hat, 


33. Wenn Grimdlinie und Hohe Bürch eine linearifche 
Einheit arithmetiſch ausgedruckt werden, fo giebt das halbe 
Product beider die Zahl an, wie vielmapl das Dreyeẽk 
das Quadrat enthalte, dejjen Seite jene linearifche Ein« 
heit ift. Z. B. Die Grunplinie fey 7, (Zoll, Fuß) 
die Höhe 4%, fo ift der inhalt des Dreyecks 1675 Qua 
draten Qu. Zollen oder Du. Fußen) gleich, Die Örunds 
Tinie fen 2, die. Höhe &, fo iit das Dreyeck 2’; des Quas 
drats, welches zur Einheit oder zum Maaße dient. 


34. Die drey Seiten eines Dreyecls ABC (Fig. 126. 
127.) werden folgendergeftalt bezeichnet, BE=3; AC=b; 
ABZ.e; die gegenüberliegenden Winfel durch A; B, C; 
es ift der Anhalt des Dreyafs = Zyiatbre) 
(b+c—a)(a+ e—b)(a+b—e), oder, wen 
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a+b+ce=sift, und das Dreyeck durch T bejeich: 

net wird, T=V3s 3s —a)(43s —b)(4s—o). , 
‚ Man balbire ABinE, und ziehe CD fenfrecht auf 


2__h2% t 
dieſebe, fo it DE= FT (29), um BD=5c 





| ab ct + at b? 
* — 20 


und CD=p, ſo iſt =a’-(£c+ dy aP ) 
(4-c-qh. Nun iſt a4 504 a—?+ — c?:—-b? 


__ fate?—b  (a+c+b)fa+c—b) 
ir T nal az Tre, 
nr ft a — Ic— d — a — Schaub" 1, 
| 724 — 
— ———— — ee Bar 
— —— an u — — = 
.Foiglich iſt 
. — a+c+b)a+c-bb+A-o) (b-a+to) 
et eräce Ä 


Der Anhalt bed Dreyecks arithmetiſch ausgedruckt ift £ pe, 
So erhellt die Ausfage des Satzes. a 


35. Der Satz ift hier arithmerifch ausgedruckt, und 
durch allgemeine Rechnung erwiefen, Wollte man denfel; 
ben nach geometrifcher Art ausdrucken, ſo würde er folgen: 
dergeftalt lauten: Das Verhältniß des Quadrats von 
der Summe aller Seiten eined Dreyecks zu der Fläche def: 
felben wird zufammengefest aus den fubdupficirten Wer: 
hältnifjen von 2:1, und von der Summe ju dem Linter: 
fchiede der halben Summe und jeder einzelnen Seite. — 
Das ſubduplicirte Verhältniß zweyer Größen m: p ift 
nämlich das von ım zu der mittlern proportionalen mzwi⸗ 
ſchen beiden, wenn min n:p iſt. 


. Man ſetze DE—d; 


Fer⸗ 


p 
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36. Der Satz iſt zu Berechnungen fehr brauchbar, 
da Winkel und Perpendikel dadurch entbehrlich gemacht 
werden, auch keine genaue Zeichnung nöthig iſt. Er 
kommt zuerſt in der Geodäfie (praftifchen Geometrie) des 
jüngern Hero vor, derim achten Jahrhundert oder ſpäter 
gelebt hat. Montuͤcla führt den Satz daraus an, (Hi- 
ſtoire des Mathem. nouv. ed. T. I. p. 343.), und 
Pfleiderer theilt in feiner ebenen Trigonometrie, ©. 389, 
eine Stelle aus einer Parifer Handfchrift mir, welche 
der Diaconus Camerer daraus abgefchrieben hat. Die 
Megel wird darin one Beweis vorgetragen, -und durch 
ein Beyſpiel erläutert. In der Ausgabe der Geodäfie 
nebft einem Buche von Kriegemafchinen durch Barocius, 
Venedig 1572, ift die Regel nicht befindlich. Die erſte 
gedruckte Schrift, worin der Satz mit dem Beweiſe vorz 
fomme, iſt des Minoriten $ucas de Burgo Summa 
de Arithmetica, Geometria, cet.-1494.  Derfelbe 
Beweis ſteht in des Tartalen Trattato denumeri e 
mifure, daher bisweilen der Satz diefem letztern zuge: 
fchrieben: wird. Ramus theilt ihn auch mit in den 
Scholis mathematicis, iſt aber damit unzufrieden, we— 
gen der dunkeln Hyſterologie, worunter er vielleicht den 
Mangel des kunſtgerechten geometriſchen Vortrages ver— 
ſteht. Er ſchreibt den Beweis dem Jordanus Nemora⸗ 
rius und Tartalea zu, von welchen der erſtere im 13ten 
Jahrhundert gelebt haben mag. Sie hätten, ſagt er, 
dadurch ſehr gute Geſchlcklichkeit in der Mathematik, aber 
nicht in der Logik gezeigt. Denſelben Beweis trägt ban 
Ceulen vor, in den Fundamentis arithm. et geom, 
probl. 35, mobey der Überfeger, Snellius, erinnert, 
daß alle, welche fich deffelben bedient hätten, ſich einen 
Fehler gegen die wahre Merhode zu Schulden fommen 
ließen, ‚durch die planoplanoruni ftereometriam, wie 
er esnennt, Er verändert Daher. den Beweis etwas, um 
diefen Mangel zu heben. Newtons Beweis in der 
Aritlım, univ. probl. geom. XI. kommt im Wefenrli- 
chen mit dem hier gegebenen übedein, iſt aber in der Form 
verſchieden, weil er ganz geometrifch ijt, außer daß noch 
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die Quadratwurzel aus dem Produet von bier Sinien gejo: 
gen wird. Boscovich (Operum T. V. Opufc. XIV.) 
fucht den Halbmeffer des in ein Dreyeck einzufchreibenden 
Kreifes durch eine theils geomerrifche, theils frigonomerri: 
fhe Merhovde Wenn diefer gefunden ift, fo wird auch) 
unmittelbar daraus der Inhalt des Dreyecks hergeleitet. 
Euler (Novi Comm. Petrop. T. I.a. a. 1747, 48.) 
fucht durch eine rein geometrifche Conſtruction den Werth 
Diefes Halbmeifers, Einen Beweis durch analptifche Tris 
gonometrie allein, unabhängig von irgend einer Conſtru— 
etion, findet man in Karſtens Mathefi theoretica ele- 
mentari et fublimiori, 1760. $ 43. Pag, 313, und 
schrbegriff der Marhematif, 2. Th. 461 $. auch. in 
Käftners Anfangsgründen , Zrigonomerrie 20 u. 21. 
Satz, und in meiner analyrifchen Trigonometrie, ©. 23. 
Die kinearifhen Nachrichten von diefem Jehrfage, und die 
Merhoden ihn zu beweifen, find ausführlich in Pfleider 
rers ebenen Trigenemetrie S. 374 — 394; mitactheilt. 

37. Da der Naum auf Tab; VIII. noch verſtattet, 
eine Kigur bepzufügen, fo benutze ich denfelben, um den 
von Euler a. a, Ds gegebenen feinen geometriſchen Be⸗ 
weis des Lehrſatzes mitzutheilen. 

An dem Dreyeck ABC (Fig. 132.) werden bie W Win: 
a durch Die Linien AO, BO, CO, halbirt, die ſich im 

O fohneiden, (15.). Bon O merden die fenfrechten 
OP; 00, OR auf die Geiten gezogen. Der Inhalt 
Des Dreyeds iſt — (ABACABC) OP, over fo 
groß als des Rechtecks, deſſen eine Seite die halbe Sum— 
me von ABACABC, We andere die fenfrechte OP 
iſt. Mun hat man dieſen Ausdruck in einen andern zu dere 
wandeln, worin die fenfrechte OP nicht vorhanden ift. 

Zuerft bemerfe man, daß AR—AQ; BR=BP; 
CP =COQ if. Daher ft AR-+ BP +COQ vie halbe 
Gimme der Geifen, und der Inhalt bes Dreneds = * 
GRABPACqOP. 

Nun ſuche man vermittelſt aͤhnlicher Dreyecke einen 
Ausdruck, der dieſem gleich iſt, und ganz durch die Seie“ 
ten Des Dear gegeben wird. _ 
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Auf eine der ihren Winfel halbirenden Linien, wie 
CO, die hier zu verlängern ift, ziehe man aus einem der 
beiden andern Winfel, B, die fenfrehte BMN, mel: 
che der verlängerten PO. in N begegne. Es ift der 
%.BOM=3B-+3C, all OBM das Comple 
ment diefer beiden zum Rechten. DaA+B+Cc= 
zwey Rechten, fo iſt ZA aud das Complement von 
3B+XC jum Rechten, alſo W OBM=OAR. 
Daher find die rehtwinflichten Dreyefe BMO, ARO 
fih ähnlich, und ee EBM:MO=AR:;:OR—=AR:OP. 
Da der W. BNP, fowieBCM, jeder das Eomplement 
bon CBM zum Rechten find, ſo iſ W.BCM=BNFP, 
und in den ähnlichen Dreyefen BMC, OMN if 
BM:;BC=MO:0N, der BM:MO=BC:ON, 
folgih EBC:ON=AR:OP, alfo 


ARX<ON=BCX<OP. 


Zu beiden Rechtecken addire man dag AR > OP, fo ift 
ARX<PN=(AR+BC)OP=(AR-+BP+CRO,OP. 
Wegen der ähnlichen Dreyafe BPN, OPC il 
"PN:Pp=cP:OP, alo PNxOP=BPXCcP= 
BP>CQ. Xus der Gleichheit jener Rechtecke folge 
die Gleichheit der Prismen AR >x< PNXx OP um 
(AR+BP-+CQ)OP?; alfe iſt | 


ARX<BPX<CQ=(AR+BP+ CQ)OP. 


Hieraus ergiebt ſich nun fogleich der Sag, wie der In⸗ 
halt eines Dreyecks durch Die Seiten gefunden wird. Es 
fey die Summe aller drey Seiten — 8, ſo iſt 
AR+BP+ CO — 1$; AR + BC = 35; 
BPL-AC=4S5 cCQ+ıAB=35, und es iſt 
(ES —BC)(43S— ıAc)ES— AB)=4SXx OF 
und der arithmetifche Ausdruck des Inhalts des Dreyecks iſt 


—VIS(ES—AB)(ES— BO) (ZS—AC). 


‚38. Die in (37.) gefundene Gleichung verwandle man 
in diefe, Ä / 


x 


Duvdecimal: Maaf / 935 
AR: BPı cQ _AR Be ..CcQ 


OR <öPr og "or tor’ 00° 
Die Quotienten find nach ihrer Folge die Cotangenten der 
Hälften von den Winfeln A, B, C, fo daß | 
cotZA.cot$BxcotiC=cot4A+cot}B-+cot}C, 
wenn AHB+C— Rechten ift. Der Satz wird in der 
Goniometrie IL: durch Rechnung erwiefen. 


39: Aus der Öleichung in (37°) ergiebt fich auch der 
Werth des Halbmeffers des in ein Dreyeck einzufchreibens 
ben Kreifes durch die Seiten deſſelben. 


Don der Verwandlung eines Dreyecks in ein anderes 
oder in eine mehrfeitfige Figur, von der Theilung nach ges 
wiffen Bedingungen, von der Verbindung mit dem Kreife, 
— Verwandlung der Figuren, Theilung der Figuren, 

reis. 


Mancherley Sätze und Aufgaben tiber die Dreyecke, 
in van Ceulen Fundamentisarithm. et geom. 1615. — 
Greg. aSto Vincentio opere geometrico, p. a1- 36. — 
Van Schooten exercit, geometricis 1657. — New-= 
toni Arithmetica univerfal, — Gilberts Geome 
trie nach de Gendre, Simpfon u. m. 1798: 


Dreytheilig, f. Trinomiſch. 


Duodeecimal⸗Maaß ift die Eintheilung der. Eine 
beit in 12 gleiche Theile, und eines diefer Theile ın 12, 
und fo fernen Die Brucheinheiten machen die Reihe 


I 1 1 1 
13°’ 134 12? 12.12, 12? 1249 125° u.f fe aus. 
Z. B. die Ruthe werde in 12 Fuß, der Fuß in 12 Zoll, 
‚der Zoll in 12 Linien, die Linie in 12 Theile, Skrupel, 
oder wie man fie nennen will, gerheile, fo mißt und rech: 
net man nach dem Duodecimalmaaße, Die leichtere Ein: 
eheilungsart hat diefes Maaß bey Feldmeffern und Hand: 
werfsfeuten beliebt gemacht. Die Zahl ı2 laßt fib in 
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2, 3, 4, 6 gleiche Zeile theilen, die Zahl ro nur in 2 
und 5. 

Nah dieſem Maaße enthält eine Duadratrurhe 144 
Quadratfuß; 144 mahl 144 Quadrat-Zoll; 144 mahl 
ı44mahl ı 44 Duadratlinien,. Cine Cubikruthe enrhält 
1738 Eubiffuß, 17728 mahl 1728 Cubikzoll; 1725 mahl 
1728 mahl 1728 Eubiklinien, ©. Eabıf: Einheit, 


Duodecimalrechnung it die Rechnung nah Duo⸗ 
decimalmaaß. ie iſt nur darin von der dodefadıichen 
verſchleden, daß die Menge der Haupteinheiten dekadiſch 
ausgedruckt wird, und daß die Fleinern Einheiten bey Fla⸗ 

j m I ı) I 
chenrechnungen die Progrefii Feiern. — 





ben Cubi | —_ * 
ey Eubifrechnungen die Drogreiion a! Img 





‚ etc. bilden, 

1728° 

Diie Abdition und Subtraction iſt fehr leicht, und 
nichts als eine gemeine mit benannten Zahlen. Die Mul— 
tiplication und Divifion macht nach der gewöhnlichen Art 
Schwierigkeit; folgendes Verfahren macht fie leicht. 

Fin Rechteck hat die Länge 5° 6° 7 und Breite 
2° 3’ 5%, Duodecimalmaaß; man foll den Inhalt anges 
ben. Man multiplicire diefe dodefadifchen Zahlen nad 
Art der defadifchen ın einander, folgendergejtalt: 


0:7 
2.3.5 


B.3.8. 18 
1: :4.7ı«9 
II.1I.,2 





— | —— 
I. 0,8.12.5.1[I 


Die beiden niedrigiten Dodefadifchen Ziffern, 5. 11, find 
Quadrarlinien; die beiden vorhergehenden, 8. 7, find 





! 
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Duabratjolle, und 1. 0 find Quadratrurhen, da die Säns 
gen :Zolle durch —— , und die Linien dur — bezeich⸗ 
012 — 144 | 
net werben. Alſo ift der inhalt 12° 97’ 71% Quadratz 
manß. i 
Es fen der Inhalt eines fenkrechten Prisma ju finden, 
defjen Länge 5°6'7", Breite 2° 3° 5%, Höhe 7’ 2 if. 
Man multiplicire die gefundene Grundfläche, aber dode⸗ 
kadiſch ausgedruckt, in die Höhe 7° 2, wie folger 


E42 62 8.13 5. 11 
72.028 

%. 14 4,8,11.10 
7-4: 8,10,5.35 
J 3,10 





Die drey legten dodefadifchen Ziffern find Eubifjolle, die 
drep vorhergehenden Eubiffuße; die höchſte bedeutet Eubif; 
ruhen. Die Reduction auf defadifche Werthe giebt ven 
Inhalt 7°986' 12 10° Cubikmaaß. | 


Die Divifion gefchieht wie in dem Artikel, Divifion, 
gezeigt ift, nachdem man aber die defadifchen Zahlen auf 
dodefadifche gebracht hat, um die Progreffion der Einhei⸗ 
ten nach den Potenzen von 12 zu erhalten. 


Exempel einer Reduction von einem Maaße auf das 
andere. — Es follen 384 Eubfuß 622 Cubzʒoll Decimal⸗ 
maaß in Duodecimalmaaß verwandelt werden. Die Nu: 
the iſt die Einheit. 

Es find 584622 Cubzoll (Kf.)=2.4.2.3.10.6 6 
Eubzoll (dodek.). Nun verhält ſich die Menge der Cubik— 
zoll Decim. zu der Menge der Cubikzoll Duodec. wie 
10°:12°%, Daher ift die Zahl 2.4.2.3.10.6 mit 126 
(d. 1..1.0.0.0,0,0.0, zu multiplieiren, und mit 10° 
das iff, 4.0.2-8.5.4 (dodef,), zu dividiren. Die 
Rechnung ift folgende. | 
Fa Doo 
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Dibviſor Quotient 


4.0. 2. 83. 5.417 .0. 2. 2. 8,7 
Dividend 2. 4. 2. 3. 10. 6.0. 0, 0% 0.d.0 
254. 1.6. 11. 1.4 


—h — — 


—ñ — 
I: Reſt, —8411. 4» 8. oO, © 
8. 0. 54.4.10. 8 


2. Reſt 10. 11. 8. I 4.0 
7 8» 0.5. 4.10. 8 


3 Reſt 2. 10.9. 8» 5. 4.0 
5,30 1 0 


— — — — — — 






J 
— — 

















4. Reſt 2.7.10, + 9.4.0 
2.4» 1. 6.11.1.4 
5. Reſt 80790. 2. 10.2.8 


Der Quotient it 7.0.2. Cubf. 2.8.7. Cubzoll. Das 
ift, 1010 Eubf, 391 Eub;. Duod, Nah, aber dekadiſch 
ausgedruckt. 
R Das Frempel, nach gemeiner Art berechnet, ſteht in 
Karſtens Anfangsgründen, 1. Th. 636 ©. wo noch Eu 
biklinien und Eubjer. zugefüge find. 
Setzt man die Divifion weiter fort, fo find die 3 fol- 
genden Ziffern des Quorienten 11.3.0. Nänid - 


Divifor Dividend - Quot. 
4. 0. 2. 8. 5.4 3,9,.2.10,2. 8:0+0,0 11.3.0 
3.82. 5,8.10.8 
1.0. 4:5» 9,4.0.0 
1,0. 0.8, 1.4.0 


s — — — — 


3.9. 8.0,0.0 


Die 11.3.0. Cublin. find: 1620 Cublin. dekadiſch ger 
zähle, wofür genauer 1621 zu fegen find. Karſten hat 
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über 2621 Cublin. noch eine Anzahl Cubſtr. durch einen 
Rechnungsfehler. 

Wären die 1010 Cubf. 391 Cubz. 168: Cublin. 
Duod. Maaß auf Decimalmaaß zu reduciren, fo wäre 
die Rechnung etwas leichter, weil, nachdem die dekadi— 
ſchen Zahlen auf dodekadiſche gebracht ſind, das Ganze 
duch 4.0.2.8.5.4 zu multipliciren, und Durch 
1. 0. 0. 0. 0. o. o zu dividiren iſt. 


Duplicirtes, zweyfaches, Verhaͤltniß (ratio 
duplicata); iſt ein aus zwey gleichen Verhaltniſſen zuſam— 
mengeſetztes. Das einfache ſey a:b, ſo iſt das zweyfache, 
aaxbb. Hier iſt der Srponent das Quadrat von dem 
tes einfachen Verhaltniſſes In dem a: ab, iſt der Ex⸗— 
ronent das gedoppelte von dem in jenem. Wenn man dies 
ſes Verhaltnis mit jenem vergleichen wollte, ſo müßte man 
es ratio dupla nennen. S. Verhaltniß. 


Duplicatio cubi, ſ. Deliſches Problem. | 


Durchmefler einer Frummen-Linie,iffeinegerade Linie, 
welche alle parallelen Chorden anderfelben halbirt. In dem 
Kreife halbirt diegerade Linie, welcheaus dem Mittelpuncre 
durch die Mitte einer Chorde gezogen iſt, alle derfelben parals 
lelen, imd ſchneidet fie unter einem rechten Winfeh °% 
der Ellipfe und Hyperbel werden alle unter fich parallelen 
Chorden, in welcher Lage fie auch ‚genommen werden, 
durch eine gerade Linie halbirt, die durch. einen gegebenen 
 Kunet, den Mittelpunet der Eurve, gebt. Die beis 
den Hauptdurchmeſſer ſchneiden die coprdinirten Chorden 
unser eimem rechten Winfel, In der Parabel find alle 
Durchmeſſer der Are parallel. Unter den krummen Linien 
böperer Gattungen haben viele Feine Durchmeſſer, andere 
nur einen oder einige, 

In einem algemeinern Sinne heißt Durchmeſſer einer 
krummen Linie eine gerade Linie, welche alle an eine Curve 
gezogenen Parallelen fo fchneider, daß die Summe der 
zwischen ihr ıma den Puncten Ber Curve, auf jeder dieſer 
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Parallelen, enthaltenen Abfchnitte'an der einen Seite fo 
groß ijt als an der andern. In diefem Sinne bat jede 
algebraifche Curve unendlich viele Durchmeffer. J— 

Eine krumme Linie ift in Beziehung auf eine an« 
dere ihr Durchmeffer, wenn die Summe der potitiven 
Producte aus den zwifchen beiden enthaltenen Adfchnitten 
gerader parallelen Linien fo groß ift als die Summe der 
negativen, ben einer beftimmten Anzahl der combinirten 
Abfchnitte. Der Frummlinichte Durchmeffer ift ein Kegel: 


fhnite, wenn je zwey Abſchnitte in einander mulciplicirt 
werden. | 


Euleri Introd. in Anal. Inf, T. IL. cap. XV. 

Cramer Analyfe des lignes courbes algebri- 
ques, Ch. VI. 

Newtoni enumer. lin, tertii ordinis, art. II. III. 
In diefer Abhandlung find Venfpiele von Linien der 
dritten Ordnung mir einem Durchmeffer. 


Durchſchnitt „Gectio) iſt der Punct, worin ſich 
zwey Linien, oder die Linie, worin ſich zwey Flächen ſchnei— 
den. Wenn ein Körper von einer Fläche durchſchnitten 
wird, fo iſt der Theil der Fläche, der innerhalb des Kor— 
pers liegt, der Schnitt, oder Durchſchnitt des Körpers, 

- Diefer wird begränzt von dem Durchſchnitt der ſchnei— 
denden Fläche und der Oberfläche des Körpers. 


Dyadik, dyadiſches Zahlenſyſtem, dyadiſche (zwey⸗ 
ziffrige) Form der Zahlen, iſt die Vertheilung der Zahlen 
in Claſſen von zweyfach ſteigenden Einheiten, deren jede 

Claſſe zwey enthält, fo daß zwey Einheiten einer Claſſe 
eine Einheit der nächft höhern Claſſe ausmachen. Jede 
*— wird demnach bloß aus den Gliedern der geometri⸗ 
chen Reihe 

1:2:4:8:16:92:64: 128: etc. 
zufammengefest, Es ift, um jede Zahl dadurch ausjus 
drucken, nur ein einziges Zeichen, 1, nebft der o nörhig. 
Die Eins in der erften Stelle wechter Hand bedeutet einen 
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Einer, in der zweyten 2, in. der dritten 4, u .f. 3.28. 
die dyadiſche Zahl a 
IfooıLIooIlIı 


ff, von der rechten Hand her gelefen,, dekadiſch — 
2+2+4+32+64+ 128 41024 4 3048 — 3303. 
Hieraus ſieht man, daß in diefem Spſtem der Elajfen zu 
viele werden, fo wie ed auch fehr viele Benennungen der 
Elafjen erfordern würde. Die Rechnungen nach demfel: 
ben find zwar fehr einfah, aber erfordern zu vieles 
Schreiben. | 

Eine defadifche Zahl in eine dyadifche zu verwandeln, 
dividire man fie durch 25 den Quotienten wieder durch 
2 ;. den zweyten Quotienten wieder duch 2, und fo fort: 
die Reſte, mit Einſchluß der o bey geraden Dividenden, 
fchreibe man der Neihe nad von der Mechten zur Linken 
bin, fo hat man die dpadifche Form der gegebenen Zahl. 
3. D. die Zahl 35351 dyadifch auszudrucken, 


Dividend |Neft’Dividend: Reſt DivideReſt 


35352 | 2 | ITo4 | o | 34 | o 
17675,| 2 | 552 Joj ı7 }ı 
8837 | ı 276 | o 81 0 
4418 |o| 138] o | 41o 
2209 | I 69 | ı 2 p0 
A 


Die dekadiſche Zahl 35351 iſt J 
dyadiſch —= 100010 10000 101 11. 
Die Verwandlung einer dyadiſchen Zahl in eine deka⸗ 
difche kann man folgendergeftalt,, ohne eine Tafel der Por 
tenzen von 2, vornehmen. Man nehme die böchite Ziffer 
doppelt, addire Dazu die folgende, verdopple die Summe 
und addire dazu die Dritte, fahre auf diefe Art fort bis zu 
Ende, 3. B. die obige dyadiſche Zahl 
170021100111 


Die folgweiſe erhaltenen Summen find: 35 63 125 255 
51; 1035 206$ 412; 825; 1651; 3303. Die legte | 
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Zahl 3303 iſt die gefuchte defadifche. Den Grund des 
Verfahrens wird man bey einigem Nachdenken leicht 
finden. | 

Diie Verwandlung einer dyadifchen Zahl 'in eine deka⸗ 
diſche Fann man auch auf eine äßnliche Art als die umge: 
fehrte vornehmen.‘ , Man muß nämlicd) jene mit Zehn, 
d. is, Toro, dividiren, den Quotienten wieder dadurch, 
und fo fortfahren, bis man auf einen Duotienten unter 
- Zehn komme, der nun felbft der legte Reſt wird, Alle 
die einzelnen Mefte geben die Ziffern der reducirten Zahl, 
Als Beyfpiel der Diyifion folgt bier die erfte Operation. 


Diviſor © ° Duorient 
1010 LCGOGIOOIOIO- 
— — — — — 


Dividend 11601110011* 
1011 
1100 
1011 
Reſt 11 

Der erhaltene Quotient mit 1010 dividirt giebt zum Reſt 
0; der nächfte Quotient giebt zum Reſt ır,. und durch 
die Divifion zum Quotienten 11.  &o wird die defadis 
fhe Zah 3808 

Wenn gleieh die dyadifche Form zur proftifchen Rech⸗ 
nung nicht brauchbar iſt, ſo giebt ſie doch einen und den 
andern Vortheil zur Einſicht in die Zuſammenſetzung und 
Zerlegung der Zahlen an die Hand, Erſtlich, mon ſleht dare 
Aus‘, wie jede Zahl fich bloß aus den Zahlen der Progreis 
fion 132:4:8: 16:32: etc. zufanumenfegen fäßı." Dies iſt 
beym Abwägen der Körper nützlich, um es mit ber Flein- 
ften Anzahl von Gewichten zu bewerfftelligen. Dan kaun 
3. Be mit den Gewichten 1525-45 85 165 32 Pfund alle 
“Gewichte von ı bis 63 ganzen Pfunden zufammenfegen, 
Denn die dyadifche Zahl 111111 iſt die nächſt Fleinere 
wor 1000000, als welche man erhält, wenn man zu jener 
‘x fett. Alle Fleinere Zahlen werden aus einigen jener ſechs 
Zahlen zuſammengeſetzt. Z. V. die dekadiſche Zahl 51 


EEE 
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ift dyadiſch 110011, fo daß zu 51 Pr. bie Gewichte 
1525 16; 39 erfordert werden, 
Zweitens fallt bey der dyadifchen Form fehr oft die 
Theilbarfeit der Zahlen in Die Augen. Bloß die Symme⸗ 
grie in der Folge der 1 und o macht fie manchmahl fi ichebar, 
weil dieſe Symmetrie bey der dyadifchen Form, da fle nur 
jwenerlen Zeichen enthält, ofter vorfommen, als bey der 
defadifhen 3. B. 11011 (= 27) iſt durch 11 (— 35) 
theilbar; 101101 (45) durdy 101 (= 5); 1010101 
(= 85) durch 101 (= 5) und durch 10001. Zumeilen 
fann man eine nicht ſymmetriſche Folge durch Zerlegung 
ſymmetriſch machen. So ift 1101 = 10100 
101 
Es laßt ſich alfo dieſe Zahl (S25) durch.$ theilen. In 
der oben zum Bepyſpiel gebrauchten Zahl 
18001050080IelIlLI (—=35351) 
ift feine ſymmetriſche Folge; allein der erſte Theil ihrer 
Ziffern 10001 01 laßt fich in die Theile 
101110 
ILOIII 
zerlegen, welche mit dem letzten Theile der Zahl nach den 
4 Nullen überein. kommen. Daher iſt die Zahl durch 
Be (= 23) theilbar. | 
Das dyadifche Zahlenſyſtem hat zuerft Joh. Caras 
muel, ein Biſchof von Campagna und Satriano im Kö- 
nigreiche Neapel, in feiner Mathefis biceps, vetus et 
nova, Campaniae 1670. T. I, pag. XLV. medit. pro- 
oemualis, angegeben, wo er zugleidy. die Zahlenſyſteme 
mit den — Drey bis Zehn, das dodekadiſche 
und das ſechszigtheilige beſchreibt. Ohne von dieſer in eis 
nem wuſtvollen Werke verſteckten Angabe etwas zu wiſſen, 
iſt Leibnitz auf das dyadiſche Zahlenſyſtem gerathen, und 
hat gezeigt, wie man es zum Rechnen und andern Zwecken 
gebrauchen möge, Tin einem Schreiben an den Herzog 
Rudolph Auguſt von Braunſchweig vom J. 16977 wendet 
er es zu einer allegorifchen Vorſtellung der Schöpfung aus 
Nichts an. Auf der Zeichnung zu einer Schaumänze entz 
wirft er Licht und Finſterniß hinter einer mit dyadiſchen Zalpe 
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len beſchriebenen Tafel, nebſt der Umſchrift; Omnibus ex 
nihilo ducendis fufficit unum, Er fügt hinzu, daß er fei- 
ne VBoritellung der Zahlen an den Pater Grimaldi in China 
ſchicken wolle, in der Hoffnung, daß dieſes Sinnbild des 
Geheimniſſes der Schoͤpfung dem Chineſiſchen Kaiſer des 
ehriftlichen Glaubens Vortrefflichkeit vor Augen legen 
werde. . Wenn biejes auch nicht bewirkt fepn mag, fo hat 
"doch dadurch ein anderer Miffionar in Ehina, der P. 
Bouvet, eine chinefifche, bis dahin ganz unverftänd'iche 
Schrift, entziffert. Sie enthält bloße Striche, von wel: 
chen ein Theil aus zwey Stücken beitehr. Gie wird dem 
Kaifer Sohi, dem Gründer des Reichs und der hinefifchen 
Gelehrfamfeit, zugeſchrieben. Die ganzen Striche bedeus 
ten nach der Erklärung dyadifche Einheiten, Die zertheil⸗ 
ten Null, fo daß das dyadiſche Syſtem uͤberaus alt iſt, 
da Fohi vor mehr ald 4000 Jahren gelebt haben foll. 
Leibnitz erzählt diefes in einem Auflage über die zweyziff⸗ 
rige Nechenfunft (Arithmetique binaire), der in den 
Mem. de YAcad. des Sciences a. 1703. und in ber 
Sammlung feiner Werfe, T. III nr. 68. befindlich iſt, 
auch mit dem oben gedachten Schreiben befonders abge- 
druckt von Molten 1734 herausgegeben worden. ‚Er em: 
pfiehle fie nicht zum Gebrauch ſtatt der gewöhnlichen, fon: 
dern weil fie Gelegenheit zu Entdeckungen über den Bau 
der Zahlen geben Fönne, | 

Dyadifche Arithmetik, Arithmetica dyadica 
five binaria, die Nechnung mit Zahlen nach der binari: 
chen Form. Brander hat eine gufe Anmeifung bazu ge: 
geben. Arithmetica binaria [. dyadica, d. i. bie Kunft 
nur mit zwey Zahlen Ziffern) in allen Fällen zu rechnen. 
Augsburg 1769 u. 1775: f _ u‘ 
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